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Chương 1. TÓM TẮT LÝ THUYẾ T VÀ CÁC VẤN ĐỀ  

LIÊN QUAN ĐẾ N PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ TRONG 

MẶT PHẲNG OXY  

CHỦ ĐỀ  1.1: 

VÉCTƠ VÀ CÁC PHÉP TOÁN 

1. Định nghĩa:véctơ là một đoạn thẳng có định hướng
● Hai vectơ bằng nhau: có cùng hướng
và cùng độ dài.
● Hai vectơ đối nhau: ngược hướng và
cùng độ dài.

2. Các phép toán của vectơ:
a. Phép cộng vectơ:

   
;a b b a

a b c a b c

   

     

 
0 0

0

a a a

a a

    

   

Ta có , ,A B C  : AC AB BC  (quy tắc chèn điểm) 

 Nếu ABCD là hình bình hành thì : AB AD AC   
b. Phép trừ vectơ:O,A,B : OB OA AB 

c. Tích một số thực với một vectơ:

   ;m a b ma mb m n a ma na      

    ;1. ; 1m na mn a a a a a     

 Điều kiện: a  cùng phương b
:k R b ka   với 

d. Tích vô hướng:  . cos ,ab a b a b

e. Vectơ đồng phẳng:3 vectơ đồng phẳng nếu giá của chúng cùng song song
với một mặt phẳng.
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, ,a b x đồng phẳng  , :h k R x ha kb   

f. Phân tích một vectơ theo một vectơ không đồng phẳng:
Với , ,a b c  không đồng phẳng và vectơ e , có duy nhất 3 số thực  x1, x2, x3: 

21 2 3e x a x b x c  

g. Định lý:
Với M là trung điểm AB và G là trọng tâm của ABC , O tùy ý thì:

 

0

0
1
3

MA MB

GA GB GC

OG OA OB OC


 


  


   


    Và G là trọng tâm tứ giác, tứ diện ABCD  
1
4

OG OA OB OC OD    

■CHỦ ĐỀ  1.2: 

HỆ  TỌA ĐỘ – TỌA ĐỘ VÉCTƠ – TỌA ĐỘ Đ IỂ M 

1. Định nghĩa:
a. Hệ tọa độ:
Hai trục tọa độ x’Ox, y’Oy vuông góc nhau tạo nên hệ trục tọa độ Đề–các Oxy:
O là gốc tọa độ, x’Ox là trục hoành và y’Oy là trục tung. Trong đó:

(1;0), (0;1)i j  là các vec tơ đơn vị trên các trục. Ta có: 1i j  và 

. 0.i j 

b. Tọa độ của vectơ: ( ; ) . .u x y u x i y j   
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c. Tọa độ của điểm: ( ; ) ( ; ).OM x y M x y   Trong đó x là hoành độ, y là
tung độ của M. 

2. Các kết quả và tính chất:
Trong hệ tọa độ Oxy, cho ( ; ), ( ; )A A B BA x y B x y  và các vectơ 1 2( ; ),a a a

1 2( ; )b b b . Ta có : 

1 1 2 2( ; ).a b a b a b    

● Tích giữa một véctơ với một số thực: 1 2. ( ; ), .k a ka ka k 

● Tích vô hướng giữa hai véctơ: 1 1 2 2. .a b a b a b 

Hệ quả: 2 2
1 2

1 1 2 2
2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 2 2

.

cos( ; ) .
.

0.

a a a
a b a ba b

a a b b

a b a b a b

  


 

 

    

● Hai véctơ bằng nhau: 1 1

2 2

a b
a b

a b


  


,a b cùng phương 

1 2

1 2

1 2

1 2

: .

0.

b bk b k a
a a

a a
b b


    






● Tọa độ của vec tơ ( ; ).B A B AAB x x y y  

● Khoảng cách: 2 2( ) ( ) .B A B AAB AB x x y y    

● Điểm M chia AB theo tỉ số k (k khác 1) .MA k MB  . Khi đó, tọa độ của M
tính bởi:

.

.

A B
M

A B
M

x k xx
l k

y k yy
l k


 


 

 

          Nếu M là trung điểm của AB, ta có: 2 .

2

A B
M

A B
M

x xx

y yy





 



3. Kiến thức về tam giác:
Cho ( ; ), ( ; ), ( ; ).A A B B C CA x y B x y C x y
a. Trọng tâm của tam giác (giao các đường trung tuyến) :
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G là trọng tâm tam giác ABC : 3

3

A B C
G

A B C
G

x x xx

y y yy

 



  



b.Trực tâm của tam giác (giao các đường cao):
H là trực tâm của tam giác

. 0

. 0

AH BC AH BC

BH CA BH CA

   
  

   

c. Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác
(giao của các trung trực) :

I(a ; b) là tâm của ABC  AI = BI = CI = R  
(R là bán kính của ABC). 

Giải hệ 
2 2

2 2

AI BI
BI CI

 



 tọa độ tâm I.

d. Tâm của đường tròn nội tiếp tam giác
(giao của các đường phân giác trong các
góc của tam giác).
Tâm K của đường tròn nội tiếp tam giác
ABC tìm được khi thực hiện hai lần công
thức điểm chia đoạn theo tỉ số k :

Vì 1
'
'

A B AB k
ACA C

   nên A’ chia BC theo

tỉ số k1tọa độ của D. 

Vì 2
KA BA k

BDKD
   nên k chia AD theo tỉ số k2, tọa độ của K.

e. Diện tích tam giác:
1 1 1. . . .
2 2 2
1 1 1sin sin sin .
2 2 2

a b cS a h b h c h

S ab C ac B bc A
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2 2 2

( )( )( ).
4
1 1. ( . ) det( , )
2 2

abcS pr p p a p b p c
R

S AB AC AB AC AB AC

      

   

Trong đó: 1 2
1 2 2 1

1 2

det( , )
a a

AB AC a b a b
b b

   với 1 2 1 2( ; ), ( ; ).AB a a AC b b 

4. Kiến thức về tứ giác:
Cho ( ; ), ( ; ), ( ; ), ( ; ).A A B B C C C CA x y B x y C x y D x y
a. Hình thang (là tứ giác có hai cạnh đối song song với nhau) :
● ,AB CD là hai véctơ ngược hướng 

 AB kCD (k < 0)

● Shình thang =
1
2 AH(AB + CD) 

Hay SABCD = SABC + SACD (chia 
nhỏ hình thang ra thành các hình 
tam giác tùy ý)
b. Hình bình hành (là tứ giác có các cặp cạnh đối song song hoặc bằng
nhau):

● AB DC
● I là trung điểm của hai đường
chéo AC và BD.
● Shình bình hành = AH.CD = 2SACD

  = 4SICD 
(chia nhỏ hình bình hành ra thành các hình tam giác tùy ý).
● Chú ý đến tính chất đối xứng qua I.
c.Hình thoi (là tứ giác có bốn cạnh bằng nhau) :
● Hình thoi mang đầy đủ tính chất của

hình bình hành.. 
● Nếu hình bình hành ABCD có AB
= BC hoặc AC  BD thì sẽ trở thành 
hình thoi.   
● AC  BD, AC và BD cũng là hai
đường phân giác của góc tạo bởi hai
cạnh bên, giao điểm của chúng chính
là tâm đường tròn nội tiếp hình thoi.
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● Shình thoi = 12AC.BD = 2SABC= 2SABC = 4SABI 

 ● Chú ý đến tính chất đối xứng qua I. 
d. Hình chữ nhật (là tứ giác có 3 góc vuông) :  
● HCN mang đầy đủ tính chất của hình 
bình hành. 
● Nếu hình bình hành ABCD có một góc 

bằng 90o hay hai đường chéo AC = BD thì là 
hình chữ nhật.      

● Shình chữ nhật = AB.AD = 2SABC = 4SABI 
● Luôn có một đường tròn ẩn mình ngoại 

tiếp hình chữ nhật với tâm là I = AC  BD 
là tâm đường tròn ngoại tiếp HCN với bán 
kính là IA = IB = IC = ID = R.       

● Chú ý đến tính chất đối xứng qua tâm 
I. (Ví dụ như trong hình vẽ nếu biết tọa độ 
M và I  toa độ N  CD).    

e. Hình vuông (là tứ giác có hai đường chéo vuông góc và bằng nhau) :  
● HV mang đầy đủ các tính chất của 

hình H.thoi và HCN. 
● Nếu hình thoi có một góc bằng 90o hay 
hai đường chéo AC và BD bằng nhau thì 
là Hình vuông.         
● Nếu hình chữ nhật có hai cạnh bên 
bằng nhau hay hai đường chéo AC và 
BD vuông góc nhau thì là Hình vuông. 
● Shình vuông = (cạnh)2 = 2SABC = 4SAID 
                  = 8SAHI 
● Có đến hai đường tròn ẩn mình bên trong hình vuông ABCD là: 

(C1) với tâm I = AC  BD là tâm đường tròn ngoại tiếp hình vuông và 
bán kính là IA = R 
(C2) với tâm I = AC  BD là tâm đường tròn nội tiếp hình vuông và bán 
kính là IH = R. ((C2) đi qua trung điểm các cạnh của hình vuông)            

● Chú ý đến tính chất đối xứng qua tâm I.  
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■CHỦ ĐỀ  1.3:  

PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG 

1. Định nghĩa:  
     Cho các vectơ , 0.u n   

u  là 1 vectơ chỉ phương (VTCP) của đường thẳng d khi vec tơ u  nằm 
trên 1 đường thẳng song song hoặc trùng  với d. Mọi vectơ chỉ phương của d 
đều có dạng . , ( 0).k u k    

n  là 1 vectơ pháp tuyến (VTPT) của đường thẳng d khi vectơ n  nằm trên 
1 đường thẳng vuông góc với d. Mọi vectơ pháp tuyến của d đều có dạng 

. , ( 0).k n k   
● Một đường thẳng d hoàn toàn được xác định khi biết 0M d  và một 
VTCP u  hoặc một VTPT n  của d. 

 
2. Phương trình tổng quát của đường thẳng:  

a. Định lý: 
Phương trình tổng quát của đường thẳng d có dạng 0,ax by c   2 2 0.a b   

Chú ý: d có vtpt (a;b), (b; ) hay ( b;a).n vtcpu a u      
 (☺Mẹo nhớ: khi đổi VTCP  VTPT: “Đổi chỗ đổi một dấu”)    

b. Hệ quả: 
Phương trình đường thẳng d qua 0 0 0( ; )M x y  và có vtpt (a;b)n   là:                   

2 2
0 0a( ) ( ) 0, 0.x x b y y a b       

3. Phương trình tham số – chính tắc của đường thẳng:  
a. Phương trình tham số của đường thẳng: 
Phương trình tham số của đường thẳng d qua 0 0 0( ; )M x y  và có vtcp ( ; )u a b  

là:  0 2 2

0
, 0, .

x x at
a b t

y y bt
 

  
 

 

b. Phương trình chính tắc của đường thẳng: 
Phưong trình chính tắc của đường thẳng d qua 0 0 0( ; )M x y  và có vtcp 

( ; )u a b  là: 2 20 0 , 0.
x x y y

a b
a b
 

    

Chú ý:Phương trình chứa hệ số góc k và tung độ góc m có dạng   : y kx m     

☺ Nếu d có ( ; )u a b là vtcp thì hệ số bk
a
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☻ Nếu d cắt trục hoành tại M vàgóc tạo bởi tia Mx với phần đường thẳng d 
nằm phía trên trục hoành thì hệ số góc của d là tank    

 
4. Phương trình đoạn chắn:  
 Gọi A(a,0)  Ox , B(0,b) Oy với a,b ≠ 0. Đường thẳng d cắt Ox tại A, cắt Oy 
tại B có dạng là: 

1x y
a b
   

5. Vị trí tương đối của 2 đường thẳng:  
Cho 2 đường thẳng 

2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2: a 0 (1), : a 0 (2) (a 0, 0).d x b y c d x b y c b a b           

Giải hệ 1 1 1 1

2 2 2 2

: a 0
: a 0

d x b y c
d x b y c

  


  
ta có kết quả sau: 

●Hệ có duy nhất nghiệm 1 2 2 1 0a b a b     d1 và d2 cắt nhau. 
●Hệ vô nghiệm 1 2 2 1 0a b a b    và 1 2 2 1 1 20 / / .b c b c d d    
●Hệ có vô số nghiệm 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1a b a b b c b c c a c a      1 2d d    

 

■CHỦ ĐỀ  1.4:  

KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂ M ĐẾ N MỘT ĐƯỜNG THẲNG 

GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THẲNG. 

 
1. Góc giữa 2 đường thẳng: 

Cho 2 đường thẳng 1 1 1 1 2 2 2 2: a 0, : a 0d x b y c d x b y c      . 

Nếu gọi 0 0(0 90 )    là góc giữa d1 và d2 thì :  

1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2

cos .
.

a a b b

a b a b





 

 

Hệ quả: 1 2 1 2 1 2 0.d d a a b b     
 
2. Khoảng cách từ 1 điểm đến một đường thẳng: 

a. Công thức: 
Khoảng cách từ 0 0( ; )M x y  đến : 0d ax by c    là:  

0 0 2 2
2 2

( , ) , 0.
ax by c

d M d a b
a b

 
  



 

6  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 11 

b.Hệ quả: 
Nếu 1 1 1 1 2 2 2 2: 0, : 0d a x b y c d a x b y c       cắt nhau tại I 1 2 2 1( )a b a b  thì 
phương trình các phân giác tạo bởi d1 và d2 là: 

1 1 1 2 2 2
2 2 2 2
1 1 2 2

a x b y c a x b y c

a b a b

   
 

 

 

 
Chú ý:  
 Cho hai điểm  ;M MM x y  ,  ;N NN x y và đường thẳng : 0ax by c      
 Ta có:  
☺  M và N nằm cùng phía với đối với  khi và chỉ khi:  

   0M M N Nax by c ax by c      

☻ M và N nằm khác phía với đối với  khi và chỉ khi:  

   0M M N Nax by c ax by c      

■CHỦ ĐỀ  1.5:  

PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN 

1. Phương trình:  
a. Phương trình tổng quát của đường 

tròn: 
 Cho đường tròn (C) tâm I(a; b) bán kinh 
 R có dạng tổng quát :  

2 2 2( ) ( )x a y b R     
 b. Phương trình khai triển của đường 
tròn: 
 Ngoài ra còn có thể viết PT đường tròn 
 dưới dạng khai triển:  

2 2 2 2 0x y ax by c      
c. Phương trình tham số của đường tròn: 

cos
( )

sin
x a R t

t R
y b R t
 


 

 

2.Vị trí tương đối giữa đường thẳng và đường tròn:  
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 Cho đường thẳng () và đường tròn (C) 
 có tâm I, bán kính R. 
 Gọi d là khoảng cách từ I đến đường 
 () , Ta có: 

 ● d(I, ) < R  () cắt (C) tại hai 
điểm phân biệt. 
  
 ●d(I, ) = R  () tiếp xúc với (C). 
 ●d(I, ) > R  () không cắt (C). 

3.Vị trí tương đối của hai đường tròn: 
 Cho hai đường tròn (C1) và (C2) có tâm và bán kính lần lượt là I1, R1, I2, R2. Ta có: 
  ● I1I2< R1 + R2 (C1) và (C2) ở ngoài nhau  Có 4 tiếp tuyến chung.  
  ● I1I2 = R1 + R2 (C1) và (C2) tiếp xúc ngoài Có 3 tiếp tuyến chung.                                                                                    
  ● |R1 – R2| < I1I2< R1 + R2 (C1) và (C2) cắt nhau tại hai điểm  Có 2 tiếp 
tuyến chung.         
  ● I1I2 = |R1– R2|(C1) và (C2)tiếp xúc trong  Có 1 tiếp tuyến chung.                 
  ● I1I2<|R1– R2| (C1) và (C2) ở trong nhau  không có tiếp tuyến chung.  
 

■CHỦ ĐỀ  1.6:  

PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG ELIP 

1. Định nghĩa:  
Trong mặt phẳng cho hai điểm cố 

định F1 và F2 với F1F2 = 2c > 0. Cho 
hằng số a với a > c.  
 ● Elip (E) = 1 2: 2M MF MF a  là 
tập những điểm mà tổng khoảng cách từ 
M đến hai điểm 1 2;F F  bằng 2a. 

 ● Ta gọi 1 2;F F là các tiêu điểm và 

1 2 2F F c chính là độ dài tiêu cự. 

 ●  Nếu M  (E) thì 1MF  và 2MF  được gọi là bán kính qua tiêu của điểm M. 
2. Phương trình chính tắc của elip và các yếu tố của elip. 
 a. Phương trình chính tắc của elip. 

● Xét Elip (E) =  1 2: 2M MF MF a  trong đó 1 2 2F F c . 
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● Chọn hệ tọa độ Oxy sao cho  

   1 2;0 ; ;0F c F c   
Phương trình chính tắc của elip là: 

2 2

2 2 1x y
a b

   với 2 2 2b a c   

 Nếu M(x; y)  (E) thì các bán kính 
qua tiêu của điểm M là:  

1
cMF a x
a

   và 2
cMF a x
a

   

 b.Các yếu tố của Elip. 
 Elip xác định bởi phương trình (*) có một số đặc điểm. 
 ●Tâm đối xứng là O, trục đối xứng là Ox, Oy 
 ●Tiêu điểm    1 2;0 ; ;0F c F c  
 ●Tiêu cự F1F2 = 2c 
 ●Đỉnh trên trục lớn nằm trên Ox: A1(–a; 0) và A2(a; 0) 
     ●Độ dài trục lớn A1A2 = 2a      
 ●Đỉnh trên trục nhỏ nằm trên Oy: B1(–b; 0) và B2(b; 0)    
     ●Độ dài trục nhỏ B1B2 = 2b                     

 ●Tâm sai của elip là tỉ số giữa tiêu cự và độ dài trục lớn: 1ce
a

    

     ●Đường chuẩn: 
2a ax

e c
      

 ●Nếu M(x ;y)  (E) thì –a  x  a và – b  y  b nên toàn bộ elip (E) thuộc hình 
chữ nhật giới hạn bởi các đường thẳng x =  a, y =  b. Hình chữ nhật đó gọi là 
hình chữ nhật cơ sở.         
 

■CHỦ ĐỀ  1.7:  

PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG HYPEBOL VÀ PARABOL. 

1. Phương trình chính tắc và các thuộc tính của Hypebol:  

 a. Phương trình chính tắc: 
2 2

2 2 1x y
a b

  , (a>0, b>0) 

 b. Các yếu tố: 2 2 2c a b  , c>0. 
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  * Tiêu cự: F1F2=2c 

  * Độ dài trục thực A1A2=2a   

  * Độ dài trục ảo B1B2=2b. 

  * Hai tiêu điểm    1 2;0 , ;0F c F c . 

  * Hai đỉnh: đỉnh trên trục thực 
   1 2;0 , ;0A a A a , 

  * Hai đường tiệm cận: by x
a

   

  * Tâm sai: 1ce
a

   

  * Đường chuẩn: ax
e

   

  * Khoảng cách giữa hai đường chuẩn: 2 ad
e

 . 

2.Phương trình chính tắc và các thuộc tính của Parabol: 

 a. Phương trình chính tắc: 2 2y px , (p>0 gọi là tham số tiêu). 

 b. Các yếu tố : 

  * Một tiêu điểm ;0
2
pF  

 
 

 

  * Đường chuẩn 
2
px    

  * Bán kính qua tiêu điểm 
2
pMF x   

 
 

■CHỦ ĐỀ  1.8:  

PHÉP BIẾ N HÌNH CƠ BẢN TRONG MẶT PHẲNG 

 CÁC KÍ HIỆU CHUNG: 
 Gọi P là tập hợp mọi điểm của mặt phẳng: 
 : , ' ( ) Pf P P M P M f M     có nghĩa f là phép biến hìnhcủa mặt 
phẳng, biến điểm M (bất kỳ thuộc P) thành điểm M’(thuộc P). 
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 1f  được gọi là phép biến hình ngược của f . 
 og f  được gọi là hợp thành tích của f và g theo thứ tự thực hiện:  
 ' ( ) : 'M f M M là ảnh của M qua f . Với H là một hình của măt phẳng.  
 ' ( ) : 'H f H H là ảnh của H qua f. 
 ( ) :f M M  M bất động qua f. 
 

 HAI PHÉP BIẾN HÌNH CƠ BẢN:PHÉP DỜI HÌNH VÀ PHÉP ĐỒNG DẠNG 
A. PHÉP DỜI HÌNH. 

 ●Định nghĩa và tính chất chung:  
 ☺. :f P P  là phép dời hình ' ' , ,M N MN M N P     . 
 ☺. Phép dời hình bảo toàn: 
  + Độ dài đoạn thẳng. 
  + Quan hệ thẳng hàng và thứ tự các điểm. 
  + Quan hệ song song, vuông góc của đường thẳng. 
  + Quan hệ về góc giữa hai đường thẳng, hai tia, hai véctơ. 
 ☺. Nếu hình (H) = hình (H’)    phép dời hình : ( ) ( ')f H H   
 ☺. Phép dời hình cũng là hợp thành (tích) của một số hữu hạn phép đối 
xứng trục.   
●Các phép dời hình tiêu biểu:  
Phép đồng nhất: :dI M M  

+ Biểu thức tọa độ: ( ; ) '( '; ')
'
'

M x y M x y
x x
y y


 


 

Phép đối xứng tâm I: : ' 'ID M M IM IM   
+ Minh họa:  
 
 
 
 
 
 

+ Tính chất riêng: ' '/ /I d d d d 

 
 + Biểu thức tọa độ:

 

' 2
( ; ) '( '; ')

' 2
x a x

M x y M x y
y b y
 

 
 

  

Với I(a; b). 

 Phép đối xứng trục : : M M'D 'hay M M  nếu M hay là trung 
trực MM’ nếu M   
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+ Minh họa:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 + Tính chất riêng: '
/ / / / '

d d
d d d

 

        ( ; ) ( ; ')
d I

d d
  

    

 + Biểu thức tọa độ: 
'( ' ) ( ' ) 0

( ; ) '( '; ') ' ' 0
2 2

b x x a y y
M x y M x y x x y ya b c

   


      
     

   

 

  Với : 0ax by c     

 Phép tịnh tiến theo vecto :v : ' 'vT M M MM v   

 + Minh họa: 
 
 
 
 
 
 

+ Tính chất riêng:
 

'

/ / '

d d

d kv d d 

 

 + Biểu thức tọa độ: 
'

( ; ) '( '; ')
'

x a x
M x y M x y

y b y
 

 
 

  

Với ( ; )v a b  

 Phép quay tâm I góc quay : ( ; ) : 'IQ M M  

 Hoặc 'M I  nếu M I  
 Hoặc 'IM IM  và ( ; ')IM IM   nếu M I  

+ Minh họa:  
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+ Tính chất riêng:

 

'
( ; ')

0
2

d d
d d 




 

   

 

Biểu thức tọa độ: 
' ( )cos ( )sin

( ; ) '( '; ')
' ( )sin ( )cos

x a x a y b
M x y M x y

y b x a y b
 

 

    
 

    
 

B. PHÉP ĐỒNG DẠNG 
 ●Định nghĩa và tính chất chung:  

 ☺. g : P P là phép đồng dạng tỉ số k (k > 0) ' ' , ,M N MN M N P     . 
 ☺. Phép đồng dạng bảo toàn: 
  + Độ dài đoạn thẳng. 
  + Quan hệ thẳng hàng và thứ tự các điểm. 
  + Quan hệ song song, vuông góc của đường thẳng. 
  + Quan hệ về góc giữa hai đường thẳng, hai tia, hai véctơ. 
 ☺. Nếu hình (H) = hình (H’)    phép dời hình : ( ) ( ')f H H   
 ☺. Phép đồng dạng tiêu biểu:  

PHÉP VỊ TỰ tâm I, tỉ số 0k   . : ' 'k
IV M M IM kIM   

 
+ Tính chất riêng:  
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 1, ' '/ /k I d d d d     và '(O;R) (O;R') ( 1)
' | |

IO kIO k
R k R

 
 


 

+ Biểu thức tọa độ: 
' ( )
' ( )

x a k x a
y b k y b
  


  

  với I(a; b).  

C. MỘT SỐ ỨNG DỤNG CỦA PHÉP BIẾN HÌNH 
DẠNG 1: XÁC ĐỊNH ẢNH CỦA MỘT HÌNH QUA PHÉP BIẾN HÌNH.  
 ►Phương pháp chung:  

- Sử dụng định nghĩa phép biến hình. 
- Sử dụng biểu thức tọa độ của phép biến hình. 
- Sử dụng các tính chất của phép biến hình. 

 ► Các ví dụ minh họa: 

Bài toán 1.1.Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho vecto ( 2;3)v    , đường 
thẳng d có phương trình là 3 5 3 0x y    . Viết phương trình đường thẳng d’ 

là ảnh của d qua phép tịnh tiến theo vecto v  
 

Hướng dẫn giải: 
Cách 1: Chọn M(–1; 0) thuộc d, khi đó: ' ( ) ( 3;3).vM T M    M’ thuộc d’ vì d’//d 
 nên d’ có phương trình 3 5 0( 3).x y m m     Do M’ thuộc d’ nên m = 24 (nhận). 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 3 5 24 0x y    

Cách 2: Từ biểu thức toa độ của vT  ta có: 
' 2 ' 2
' 3 ' 3

x x x x
y y y y
    

 
    

 thay vào 

 phương trình của d ta được:  
  3 5 3 0 3( ' 2) 5( ' 3) 3 0 3 ' 5 ' 24 0x y x y x y              

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 3 5 24 0x y    

Cách 3: Lấy hai điểm M, N bất kì thuộc d, tìm ảnh M’, N’ tương ứng của M và N 
 qua phép tính tiến theo vecto v . Khi đó đường thẳng d’ là đường thẳng M’N’. 
 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 3 5 24 0x y    

 
Bài toán 1.2. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho điểm M(1; 5), đường thẳng 

(C) có phương trình là 2 2 2 4 4 0x y x y     , đường thẳng d có phương 
trình là 2 4 0x y    . Tìm ảnh của điểm M, (C) và d qua phép đối xứng trục 
hoành Ox và tìm ảnh của M qua phép đối xứng trục d. 

Hướng dẫn giải: 
 Gọi M’, (C’) d’ lần lượt là ảnh của M, (C), d qua phép đối xứng trục Ox. 

6  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 19 

 Ta có M’(1; – 5). 
 (C) có tâm I(1; –2), bán kính R = 3. Đường tròn (C’) có tâm ' ( ) (1;2)OxI D I   

và bán kinh R’ = R = 3. 

  Do đó phương trình đường tròn (C’): 2 2( 1) ( 2) 9x y     

 Gọi N’(x’; y’) là ảnh của N(x; y) qua phép đối xứng trục Ox, ta có: 
' '

' '
x x x x

y y y y
  

 
    

 thay vào phương trình d ta được: x’ + 2y’ + 4 = 0. 

  Vậy phương trình d’ là: ' : 2 4 0d x y    

 Đường thẳng 1d  đi qua M và vuông góc d có phương trình là 2x + y – 7 = 0. 

 Gọi oM  là giao điểm của d và 1d  thì tọa độ của oM là nghiệm của hệ:  

2 4 0 2
(2;3)

2 7 0 3 o
x y x

M
x y y

    
  

    
 

Gọi 1M  là ảnh của M qua phép đối xứng trục d thì oM chính là trung điểm đoạn 

thẳng 1MM  nên tọa độ 1(3;1)M  

Bài toán 1.3. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho toa độ A(3; 4). Hãy tìm tọa 
 độ điểm A’ là ảnh của A qua phép quay tâm O góc quay 090 .  

Hướng dẫn giải: 

 
 Gọi B(3; 0), C(0; 4) lần lượt là hình chiếu vuông góc của A lên các trục tọa 
độ Ox, Oy. 
Phép quay tâm O góc quay 090 0(O;90 )

Q biến hình chữ nhật OBAC thành hình 

chữ nhật OB’A’C’ 
Ta thấy B’(0; 3) và C’(–4;0) suy ra A’(–4; 3). 
 Cách khác: Gọi A’(x’; y’) là ảnh của A(3; 4) qua phép quay tâm O góc quay 

090 : 0(O;90 )
Q .  

6  
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 Ta có: 

0 0

0 0

' ( )cos ( )sin
' ( )sin ( )cos

' 0 (3 0).cos90 (4 0)sin90 4
'( 4;3)

' 0 (3 0).sin90 (4 0)cos90 3

x a x a y b
y b x a y b

x
A

y

 

 

    


    

       
  

     

 

Bài toán 1.4. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho đường thẳng d có phương 
trình 3 2 6 0x y    . Hãy viết phương trình đường thẳng d’ là ảnh của d qua 
phép vị tự tâm O tỉ số 2k   . 

Hướng dẫn giải: 
 Cách 1: Ta có: ( ; ) ( ) ' d'/ / d ' :3 2 0 ( 6)O kV d d d x y m m         . 

Lấy điểm M(0; 3) thuộc d và gọi M’(x’; y’) lả ảnh của M qua phép vị tự đã cho.  

Khi đó ta có: 
' 0

' 2 '(0; 6)
' 6

x
OM OM M

y


    
 

 

Mặt khác M’ thuộc d’ nên thay vào phương trình d’ ta suy ra m = 12 (nhận) 
Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: ' :3 2 12 0d x y    

 Cách 2: Gọi M’(x’; y’) là ảnh của M(x; y) qua phép vị tự tâm O ti số k = – 2.  

 Khi đó, ta có: 

'
' 2 2
' 2 '

2

xxx x
y y yy

 
   

 
    

 

thay vào phương trình d ta được:  

 3 ' ' 6 0 3 ' 2 ' 12 0
2

x y x y
        

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: ' :3 2 12 0d x y    

 Cách 3: Lấy hai điểm bất kì M, N trên d, tìm ảnh M’, N’ của M, N qua phép 
vị tự tâm O, tỉ số k = –2. Khi đó d’ là đường thẳng M’N’ (viết phương trình 
đường thẳng qua hai điểm). 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: ' :3 2 12 0d x y    

DẠNG 2: DÙNG PHÉP BIẾN HÌNH ĐỂ GIẢI MỘT SỐ BÀI TOÁN DỰNG HÌNH.  
 ► Phương pháp chung:  

- Cách 1: Xác định tọa độ M như ảnh của một điểm đã biết qua một phép 
biến hình. 

- Cách 2: Xem M như là giao điểm của một đường tròn cố định với ảnh của 
một đường đã biết qua một phép biến hình. 

 ► Các ví dụ minh họa: 
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Bài toán 2.1. Hai thôn nằm ở vị trí A, B cách nhau một con sông (xem hai bờ sống 
là hai đường thẳng song song). Người ta dự định xây một chiếc cầu MN bắc qua 
sông (cầu vuông góc với bờ sông) và làm hai đoạn đường AM, NB (như hình 
vẽ). Hãy xác định vị trí cầu MN sao cho AM + NB ngắn nhất.   

Hướng dẫn giải: 
 Trường hợp 1: Xem con sông rất hẹp, 

bài toán trở thành: “Cho hai điểm A, B 
nằm ở hai phía khác nhau so với đường 
thẳng a. Tìm vị trí điểm M trên A để AM 
+ AN nhỏ nhất ? ” 

 Khi đó M chính là giao điểm giữa AB với a. 
 Trường hợp 2: a // b. Nhận xét a, b cố định suy ra MN cố định.  
 Khi đó: ( ) ' 'MNT A A A N AM    . Ta có AM + BN = A’N + NB = A’B 

Cách dựng: Dựng ' ( )MNA T A .  
Nối A’ với B cắt b tại N.  
Từ N hạ đường thẳng vuông góc với a tại M. 

 Khi đó MN là vị trí xây cầu. 
 

Bài toán 2.2. Cho đường tròn (O) với dây cung PQ. Dựng hình vuông ABCD có 
 hai đỉnh A, B nằm trên đường thẳng PQ và hai đỉnh C, D nằm trên đường tròn.   

Hướng dẫn giải: 
 Giả sử đã dựng được hình vuông ABCD thỏa mãn điều kiện của bài toán.  
 Gọi I là trung điểm của đoạn thẳng PQ thì OI là đường trung trực của PQ nên 

cũng là đường trung trực của DC và do đó cũng là đường trung trực của AB. 
 Từ đó suy ra, nếu dựng hình vuông PQMN thì có phép vị tự tâm I biến hình 

vuông PQMN thành hình vuông ABCD. 
 Cách dựng: Dựng hình vuông 

PQMN. Lấy giao điểm C và C’ của 
đường thẳng IM và đường tròn. 
Lấy giao điểm D và D’ của IN và 
đường tròn (ta kí hiệu sao cho hai 
điểm C, D nằm về một phía đối với 
đường thẳng PQ).  
Gọi các điểm B, A, B’, A’ lần lượt là 
hình chiếu của các điểm C, D, C’, D’ 
trên đường thẳng PQ. Ta được các 
hình vuông ABCD và A’B’C’D’ thỏa 
mãn điều kiện của bài toán. 

 

DẠNG 3: DÙNG PHÉP BIẾN HÌNH ĐỂ GIẢI MỘT SỐ TÌM TẬP HỢP ĐIỂM.  
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► Phương pháp chung: chứng minh tập hợp điểm cần tìm là ảnh của một hình 
đã biết qua một phép biến hình. 

 ►Các ví dụ minh họa: 
Bài toán 3.1. Cho hai điểm phân biệt B, C cố định (BC không phải là đường kinh) 

trên đường tròn (O), điểm A di động trên (O). Chứng minh rằng khi A di động 
(O) thì trực tâm tam giác ABC di động trên một đường tròn. 

Hướng dẫn giải: 
 Cách 1: Gọi H là trực tâm tam giác ABC, M 

là trung điểm của BC. Tia BO cắt đường tròn 
(O) tại D. 
Ta có: 090BCD   nên DC // AH, AD // CH 
suy ra tứ giác ADCH là hình bình hành  
Suy ra 2AH DC OM   . 
Vì OM  không thay đổi suy ra 2 ( )OMT A H .  
Vậy khi A di động trên đường tròn (O) thì H 
di chuyển trên đường tròn (O’) là ảnh của (O) 
qua phép tịnh tiến theo 2OM  

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: ' :3 2 12 0d x y    

 Cách 2: Gọi H là trực tâm tam giác ABC. 
 

Gọi I, H’ lần lượt là giao điểm của tia AH 
với đoạn thẳng BC và đường tròn (O).  
Ta có: , 'BAH HCB BAH BCH   . 
Do đó tam giác HCH’ cân tại C  
Suy ra H và H’ đối xứng nhau qua BC. 
Khi A di động trên đường tròn (O) thì H’ 
cũng chạy trên đường tròn (O). 
Do đó khi A di động trên đường tròn (O) thì trực tâm H di động trên đường tròn 
là ảnh của (O) qua phép đối xứng trục BC 

 Cách 3: Gọi H là trực tâm tam giác ABC, I là trung điểm của BC 
Tia AO và BO cắt (O) lần lượt tại M và D.  
Theo chứng minh cách 1, ta có:  
 2AH DC OM  . 
Trong tam giác AHM có  

 OI // AH và 
2

AHOI    

 OI là đường trung bình của tam giác AHM. 
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Suy ra I là trung điểm của HM suy ra H và M đối 
xứng nhau qua I. Vì BC cố định nên I cố định. 
Khi A di động trên đường tròn (O) thì M cũng di động trên (O). 
Khi A di động trên đường tròn (O) thì trực tâm H tam giác ABC di động trên 
một đường tròn (O’) là ảnh của (O) qua phép đối xứng tâm I. 

Bài toán 3.2. Cho đường tròn (O; R), I cố định khác O. Một điểm M thay đổi trên 
(O). Tia phân giác của góc MOI cắt IM tại N. Tìm quỹ tích tập hợp điểm N khi 
M di động trên (O). 

Hướng dẫn giải: 
 Vì  ON là tia phân giác của góc MOI nên: 

 MN OM IM IN OMhay
NI OI IN OI


   

 Do (O) và I cố định nên OM k
OI

  (k là hằng 

 số, 0k  ). 

 Suy ra IM IN OM k
IN OI


 

 

 

1 1
1 1

IN IM IN IM
k k

   
 

 

 Vậy phép vị tự tâm I tỉ số 1
1k 

 biến điểm M thành điểm N. 

 Do đó khi M di động trên đường tròn (O) thì N di động trên đường tròn (O’) là 

 ảnh của đường tròn (O) qua phép vị tự tâm I tỉ số 1
1k 

 

Bài toán 3.3. Cho điểm A cố định nằm trên đường tròn (O) và điểm C thay đổi trên 
đường tròn đó. Dựng hình vuông ABCD. Tìm quỹ tích điểm B và điểm D. 

Hướng dẫn giải: 
 

 Trên đoạn thẳng AC lấy điểm M sao cho:  

AM = AB = AD. Khi đó, ta có: 2
2

AM AB
AC AC

   

 Ngoài ra 0( , ) 45AM AB   và   0, 45AM AD  .  

 Suy ra phép vị tự V tâm A, tỉ số 2
2

k   biến 

 điểm C thành điểm M  
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 Và phép quay Q tâm A góc quay 045  biến 
 điểm M thành điểm B.  
 Vậy nếu gọi F là phép hợp thành của V và Q tì F biến C thành B. 
 Vì quỹ tích của C là đường tròn (O) nên quỹ tích B là ảnh của đường tròn đó 
 qua phép đồng dạng F. 
 Đường tròn quỹ tích B có thể xác định như sau: 

Gọi AR là đường kinh đường tròn (O) và PQ là đường kinh của (O) vuông góc 
với AR (ta kí hiệu các điểm P, Q sao cho 0( , ) 45AR AP  . 
Khi đó ta thấy phép đồng dạng F biến AR thành AP. Vậy quỹ tích điểm B là 
đường tròn đường kinh AP. Tương tự ta có quỹ tích điểm D là đường tròn 
đường kinh AQ. 

 
DẠNG 4: DÙNG PHÉP BIẾN HÌNH ĐỂ CHỨNG MINH BÀI TOÁN HÌNH 
HỌC PHẲNG.  
 ►Các ví dụ minh họa: 
Bài toán 4.1. Cho điểm M thay đổi trên nửa đường tròn đường kinh AB. Trên tia 

BM lấy điểm N sao cho BN =  AM. Xác định tâm phép quay biến AM  thành 
BN  và chứng minh N thuộc một nửa đường tròn cố định.  

Hướng dẫn giải: 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Gọi I là điểm chính giữa cung AB 
( ; )

2

IA IB

IA IB 




 




 

Ta cần chứng minh I là tâm quay M biến thành N.  

Do đó ta xét ,AMI BNI   có: ( )
MAI IBN
AM BN MAI IBN c g c
AI BI




      
 

 

Suy ra MI = NI. Ta có: 
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( ; ) ( ; ) ( , )
( ; ) ( , ) (do )

( ; )
2

IM IN IM IA IA IN
IN IB IA IN MAI IBN

IA IB 

 

    

 

 

Xét phép quay 2
IQ


 , ta có: 

2
2

2

I
I

I

QA B QAM BN

QM N










 


 

 

Vậy I là tâm phép quay biến AM  thành BN . 

 Gọi O’ là ảnh của O qua phép 2
IQ
 '

( ; ')
2

IO IO

IO IO 




 




 . 

Mà 
( ; )

2

IO OB R

OI OB 

 






 . Vậy IOBO’ là hình vuông. Suy ra O’ là đỉnh hình vuông. 

 Mặt khác,  M thuộc (O) cố định và O’ là ảnh của O qua phép quay 2
IQ


nên N 

 thuộc (O’) cố định. 
 

Bài toán 4.2. Cho tam giác đều ABC và điểm M nằm trên cung nhỏ BC của đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Chứng minh rằng MA = MB + MC. 

Hướng dẫn giải: 
 Gọi I là giao điểm của đường tròn 
(C; CM) và AM. Xét tam giác ABC có: 
CM = CI (do cách dựng điểm I) (1) 

(MC; MI) = (BC; BA) = 
3
 (cùng chắn 

cung AC) (2) 
Từ (1) và (2) suy ra tam giác ABC đều. 

suy ra ( ; )
3

CI CM 
  

 Xét phép quay 
( ; )

3
C

Q  , 

 ta có: 
( ; )

3

( )
( ; )

3
C

CI CM
Q M I

CM CI  
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Đồng thời 
( ; )

3

( )
( ; )

3
C

CB CA
Q B A

CB CA  




 




. 

Như vậy 
( ; )

3

( )
C

Q MB IA  . Do tính bảo toàn khoảng cách của phép quay nên 

ta có MB = IA  
Mặt khác: IM = MC (Do tam giác ABC đều) suy ra AM = AI + IM = MB + 
MC (đpcm) 
Nhận xét: ta có thể mở rộng tính chất như sau: 
  “ Cho tam giác đều ABC và điểm M bất kì thuộc góc BAC. Khi đó, ta 
có: MB MC MA  . 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi M nằm trên cung nhỏ BC của đường tòn ngoại 
tiếp tam giác ABC. 

Bài toán 4.3. Cho tam giác đều ABC và vẽ về phía ngoài các tam giác đều 

1 1 1, ,BCA CAB ABC  có tâm lần lượt là ', ', 'A B C . Chứng minh rằng tam giác 

' ' 'A B C  là tam giác đều. (Bài toán Napolenon) 
Hướng dẫn giải: 

 Trước tiên ta có nhận xét: bài toán trên vẫn đung trong trường hợp các tam 
giác đều vẽ về phía trong. 

 Cách 1: Ý tưởng dùng tích phép quay. 
Xét: 2 2'; A';

3 3

.
C

F Q Q
     

   
   

  với 

1 2
2 2 4 2
3 3 3

k  
  

  
    

Suy ra 4I; I;
3 3

F Q Q
     

   
   

  . 

Do 

2 2'; A';
3 3

2B';
3

'
C

Q Q

Q

A B C
I B

A C

 



    
   
   

 
 
 


 

 




. 

Theo cách dựng tâm B’, ta có: 

1

2

( ' ',C'A')
2 3 ' ' '

(A'C',A'B')
2 3

C B
A B C

 

 


 

 
  



 đều (đpcm) 

 Cách 2: Ý tưởng chứng minh A’B’ = B’C’ = A’C’. 
 Trong tam giác A’BC’, áp dụng địng lý hàm số cosin ta có: 
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2 2 2

2 2

2 2

2 2

' ' ' ' 2 ' . '.cos ' '

1 3 3( ) 2 cos
3 3 3 3

1 2 1 3( ) cos sin
3 3 2 2

1 3( ) cos sin
3 3 3

A C A B BC A B BC A BC

a ca c B

aca c B B

ac aca c B B



  

 
    

 

 
     

 

   

 

 Áp dụng các định lý về hệ thức lượng trong tam giác ABC:   

 
2 2 2.cos

sin 2 ABC

ac B a c b
ac B S

   



 .  

 Vậy 2 2 2 2 2 21 1 2 3' ' ( ) ( )
3 6 3 ABCA C a c a c b S     

 

                         
2 2 21 2 3( )

6 3 ABCa b c S     

 Tương tự ta tính được: 2 2 2 2 2 2 21 1 2 3' ' ' ' ( ) ( )
3 6 3 ABCA C B C a c a c b S      

  

                                                     
2 2 21 2 3( )

6 3 ABCa b c S     

 Từ đó suy ra tam giác A’B’C’ đều (đpcm) 
 Cách 3:Ý tưởng chứng minh tam giác A’B’C’ có 2 góc 060  

Dựng các đường tròn ngoại tiếp tam giác 

1 1,ABC BCA  . Gọi O là giao điểm thứ 
hai của hai tam giác. 
Ta có: 0120AOB   (do 1AOBC  nội 

tiếp có góc 0
1 60AC B  )  

Mặt khác, 0120BOC  (do 1BOCA  

nội tiếp có góc 0
1 60BA C  ) 

Suy ra 0120AOC  , từ đó suy ra tứ giác 

1AOCB  hay cắt đường tròn 

1 1 1( ), ( ), (ACB )ABC BCA  cắt nhau tại O. 

Ta có: OB vuông góc A’C’ do OB là trục đẳng phương của 1 1( ), ( ).ABC BCA  
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OC vuông góc A’B’ do OC là trục đẳng phương của 1 1( ), (ACB )BCA ) và góc 
0120BOC   (cmt) 

Suy ra 0' ' ' 60C A B  . Tương tự ta cũng có 0' ' ' ' ' ' 60A B C A C B   
Từ đó suy ra tam giác A’B’C’ đều (đpcm) 

Bài toán 4.4. Cho tam giác ABC vuông cân tai C. Một đường thẳng song song AB 
cắt các cạnh BC, AC lần lượt tại E và D. Các đường thẳng vuông góc với AE hạ 
từ C và D lần lượt cắt AB tại K và H. Chứng minh rằng K là trung điểm đoạn BH. 

Hướng dẫn giải: 
 Trên đường thẳng AC, lấy điểm F 
sao cho C là trung điểm DF. Ta có: 

; ;
2 2

( ) , (A)
C C

Q E F Q B
    

   
   

   

Do đó AE vuông góc BF.  
Suy ra BF // KC // HD. 
Áp dụng định lý đường trung bình trong 
hình thang, do C là trung điểm DF nên 
ta có điều phải chứng minh. 
 Nhận xét:  E, D không nhất hiết phải 
thuộc cạnh BC, AC. 

Bài toán 4.5. Cho đường tròn tâm O nội tiếp trong tam giác ABC. Chứng minh 
 rằng: sin . sin . sin . 0AOA BOB C OC    

Hướng dẫn giải: 
 Gọi I, J, K tương ứng là các tiếp điểm của đường tròn nội tiếp với các cạnh 
AB, BC, CA. 
Theo tính chất của 2 tiếp tuyến xuất phát từ 1 điểm ta có: AO IK . 
Tứ giác AIOK nội tiếp trong đường tròn đường kinh OA. Đây cũng là đường 
tròn ngoại tiếp tam giác AIK. Vì thế theo định lý hàm số sin trong tam giác này 
ta có: .sinIK OA A  

 Xét phép quay Q tâm O góc quay 090 .  
Giả sử trong phép quay này: 

90

90

90

'

'

'

o
QO

o
QO

o
QO

I I

J J

K K


 










 

A 

I’ 
K 

C 

I 

B 
J 

J' 
O 

K' 
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Theo tính chất của phép 
quay suy ra: 

90 ' '
' '

' '

o
QO IK I K

IK I K
IK I K


 



' / /AO IK I K OA   

Ngoài ra do các lập luận trên ta suy ra: ' ' sin . (1).K I AOA  
Lập luận tương tự ta có: . 
Cộng từng vế theo vế (1), (2), (3) ta được:  

sin . sin . sin . 0AOA B OB C OC   (do ' ' 'J' ' ' 0.K I I J K   ) 
 Nhận xét: theo định lý hàm số sin suy ra: a. . . 0OA b OB c OC   . Vậy O là 
tâm tỉ cự của ba đỉnh A, B, C theo bộ số (a; b; c). 

Bài toán 4.6. Chứng minh rằng: trong một tam giác, ba trung điểm của ba cạnh, ba 
chân đường cao và ba trung điểm của ba đoạn nối từ đỉnh đến trực tâm nằm trên 
một đường tròn (đường tròn Euler). 

Hướng dẫn giải: 
 Trong tam giác ABC, gọi: 

G là trọng tâm. 
H là trực tâm. 
O là tâm đường tròn ngoại tiếp 
O’ là tâm đường tròn Euler. 

1 2 3, ,M M M lần lượt là trung điểm của BC, AC, AB. 

1 2 3, ,H H H lần lượt là chân đường cao từ các đỉnh A, B, C. 
 

 Ta có: 

1
2

1
1

2
2

1
2

3

G

G

G

VA M

VB M

VC M


















 



. 

  Do đó: 

1
2

1 2 3
GVABC M M M



   
 Ta thấy O là trực tâm tam giác 1 2 3M M M  
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Suy ra 

1
2 1 (1)

2
GVH O GO GH




   . 

 Ta có: O’ là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 1 2 3M M M  

Suy ra 

1
2 1' ' (2)

2
GVO O GO GO




   . 

Từ (1) và (2) suy ra O’ là trung điểm của đoạn OH 
 Đường tròn (O’) ngoại tiếp tam giác 1 2 3M M M lần lượt cắt AH, BH, CH tại 

1 2 3, ,N N N  . 
Ta chứng minh 1 2 3, ,N N N là trung điểm AH, BH, CH. 

Thật vậy, ta có: 

1
2

1 2 3( ) ( )HVABC M M M . 

Mà A thuộc (ABC) và 1N  1 2 3 1 1
1( )
2

M M M HN HA N   là trung điểm HA. 

Tương tự ta có 2 3,N N lần lượt là trung điểm HB, HC. 
 Gọi 1 2 3', ', 'H H H  lần lượt là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC với HA, HB, HC. 

Ta có: 

1
2

1 1 1 1
1 ' '
2

HVHH HH H H   . Mà 1 1 1 2 3' ( ) ( )H ABC H M M M     

Vậy đường tròn Euler đi qua 9 điểm 1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,M M M H H H N N N  

 
 
 

■ CHỦ ĐỀ  1.9:  

CÁC ĐỊ NH LÝ– BỔ ĐỀ  – TÍNH CHẤT  

BÀI TOÁN TIÊU BIỂ U TRONG HÌNH HỌC PHẲNG 

1. ĐỊNH LÝ THALES THUẬN:Nếu một đường thẳng song song với một cạnh 
của tam giác và cắt hai cạnh còn lại thì nó định ra trên hai cạnh đó những đoạn 
thẳng tương ứng tỉ lệ. 

 Với tam giác ABC, nếu có đường thẳng d song song với BC, cắt AB, AC lần 
 lượt tại hai điểm D,E thì:  
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AD AE
AB AC

  và AD AE
DB DB

  và DB EC
AB AC

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Lưu ý: định lý trên cũng đúng trong với trường hợp hình 2 (giống “đồng hồ cát”): 
IA IC AB
IC ID CD

   

2. ĐỊNH LÝ THALES ĐẢO: Nếu một đường thẳng cắt hai cạnh của một tam 
giác và định ra trên hai cạnh này những đoạn thẳng tương ứng tỉ lệ thì đường 
thẳng đó song song với cạnh còn lại của tam giác. 

 Với tam giác ABC nếu có đường thẳng d cắt AB, AC lần lượt tại D, E và thỏa mãn: 
AD AE
AB AC

  và AD AE
DB DB

  và DB EC
AB AC

  thì khi đó DE // BC hay d // BC 

3. ĐỊNG LÝ VỀ ĐƯỜNG TRUNG BÌNH TRONG TAM GIÁC:  
3.1 Định lý: “Đường thẳng đi qua trung điểm một cạnh của tam giác và song 
song với cạnh thứ hai thì đi qua trung điểm cạnh thứ ba ” 

Cho tam giác ABC có M là trung điểm cạnh AB. Đường thẳng đi qua M song 
song với cạnh BC và cắt cạnh AC tại điểm N. Chứng minh rằng NA = NC. 

☺Chứng minh định lý: 

 
Từ M vẽ tia song song AC, cắt BC tại F. 
Ta có tứ giác MNCF có và MN // CF (MN // BC) và MF // NC (MF // AC)  
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Suy ra tứ giác MNCF là hình bình hành (1)MF NC   . 
Mặt khác, xét hai tam giác BMF và MAN có:  

( )
( ) ( )
( )

MBF AMN dong vi
BM MA gt BMF MAN g c g

BMF MAN dong vi




      
 

 

Suy ra (2)MF AN  (hai cạnh tương ứng bằng nhau) 
Từ (1) và (2) ta suy ra NA = NC (định lý được chứng minh) 

3.2 Định lý: “Đường trung bình của tam giác thì song song với cạnh thứ ba 
và dài bằng một nửa cạnh ấy ” 

Xét tam giác ABC có M là trung điểm cạnh AB và N là trung điểm cạnh AC. 
Chứng minh rằng MN song song BC và BC = 2MN. 

☺Chứng minh định lý: 
Kéo dài đoạn MN về phía N một đoạn NF có độ dài bằng MN. Nhận thấy tam 
giác ANM bằng tam giác CNF (trường hợp cạnh – góc – cạnh). 
Suy ra MAN NCF  (so le trong) suy ra CF // MA hay CF // BA 
Mặt khác vì hai tam giác này bằng nhau nên CF = MA suy ra CF = MB (do M 
là trung điểm AB). 
Tứ giác BMFC có hai cạnh đối BM và FC vừa song song và bằng nhau nên 
BMFC là hình bình hành 
Suy ra MF // BC hay MN // BC. 

Mặt khác 
2 2

MF BCMN NF    (tính chất hình bình hành) (định lý được 

chứng minh) 
4. ĐỊNH LÝ VỀ ĐƯỜNG TRUNG BÌNH TRONG HÌNH THANG:   

4.1 Định lý: “Đường thẳng đi qua trung điểm một cạnh bên của hình thang 
và song song với hai đáy thì đi qua trung điểm cạnh bên thứ hai.” 
Xét hình thang ABCD, E là trung 
điểm cạnh AD. Qua E kẻ đường 
thẳng song song với hai đáy, cắt 
cạnh BC tại F. Chứng minh rằng F 
là trung điểm BC. 

☺Chứng minh định lý: 
Gọi H là giao điểm AC và EF.  
Theo định lý 1 về đường trung bình 
trong tam giác, vì EH đi qua trung 
điểm AD và song song CD nên H là 
trung điểm cạnh AC.  
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Xét tương tự trong tam giác ABC vì HF đi qua trung điểm AC và song song AB 
nên F là trung điểm BC (định lý được chứng minh). 

 4.2. Định lý: “Đường trung bình của hình thang thì song song hai đáy và 
 dài bằng một nửa tổng độ dài hai đáy.” 

Xét hình thang ABCD, E là trung điểm cạnh AD, F là trung điểm BC. Chứng 

minh rằng EF song song AB và 1 ( )
2

EF AB CD  . 

☺Chứng minh định lý: 
Gọi H là trung điểm AC. Áp dụng định lý 2 về đường trung bình EH trong tam 
giác ACD và đường HF (tam giác CAB) ta có: 

 
/ / ,

2

/ / ,
2

CDEH CD EH

ABHF AB HF





 


.  

Do AB // CD nên E, H, F thẳng hàng suy ra EF / / AB // CD 

Và khi đó 1 ( )
2

EF EH HF AB CD     (định lý được chứng minh). 

5. ĐỊNH LÝ ĐƯỜNG PHÂN GIÁC TRONG TAM GIÁC: “ trong một tam 
giác, đường phân giác của một góc chia cạnh đối diện thành hai đoạn thẳng tỉ 
lệ với hai cạnh kề hai đoạn đó ”. 

Xét tam giác ABC có AD là đường phân giác trong góc A, D là chân phân giác 
trong. Chứng minh rằng  

DB AB
DC AC


 

☺ Chứng minh định lý: 
  ■Cách 1:  

Từ đỉnh B kẻ đường thẳng qua B và song 
 song với cạnh AC, cắt AD tại E. 

Theo giả thiết AD là đường phân giác 
trong góc A nên ta có:  

 (1)BAE CAE .  
Mặt khác BE // AC nên chúng ta có:  

 (2)CAE BEA . 

Từ (1) và (2) chúng ta có: BAE BEA
 

nên tam giác ABE cân ở B suy ra BA = BE. 

Trong tam giác DAC, theo hệ qua của định lí Thales ta có: DB BE BA
DC AC AC
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Thay 
BC AB AC
BD AD AB

 


 
, chúng ta có AB AC AC

AD AB AD





. 

  ■Cách 2: Áp dụng địn lý sin trong tam giác ABD và ACD, chúng ta có:  
sin
sin

AB BDA
BD BAD

  và 
sin (3)
sin

AC ADC
CD DAC

  

Do AD là đường phân giác trong góc A nên ta có: (4)BAD DAC  
Lại có: sin sin (5).BDA ADC  

Từ (3), (4), (5) suy ra DB AB
DC AC

 (định lý được chứng minh) 

6. ĐỊNH LÝ MÉNÉLAUS: “ cho tam giác ABC. Gọi D, E, F lần lượt là nằm 
trên các đường thẳng BC, CA, AB. Khi đó D, E, F thẳng hàng khi và chỉ khi 

. . 1FA DB EC
FB DC EA

  ”. 

☺ Chứng minh định lý: 

 
■ Chiều thuận: Giả sử D, E, F thẳng hàng. Vẽ đường thẳng qua C và song 
song với AB cắt đường thẳng DE tại G. Theo định lý Thales thuận, ta có: 

 

(1), (2)DB FB EC CG
DC CG EA FA

  . 
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Nhân (1) và (2) vế theo vế ta được: . . . 1DB EC FB DB EC FA
DC EA FA DC EA FB

    

(điều phải chứng minh). 

■ Chiều đảo: Giả sử . . 1FA DB EC
FB DC EA

 , ta chứng minh D, E, F thẳng hàng. 

Giả sử F’ là giao điểm giữa ED và AB. Theo chứng minh trên ta có:  
' . . 1
'

F A DB EC
F B DC EA

 . 

Kết hợp giả thiết ta có  
' 1
' ' ' ' '

FA F A FA FB FA FB AB
FB F B F A F B F A F B AB


     

  
' 'FA F A F F    (đpcm) 

7. ĐỊNH LÝ CEVA: “ cho 
tam giác ABC. Gọi D, E, F lần 
lượt là nằm trên các đường 
thẳng BC, CA, AB. Khi đó AD, 
BE, CF đồng qui khi và chỉ khi 

. . 1FA DB EC
FB DC EA

   ”. 

Ngoài ra định lý còn được biểu 
một cách tương tự trong lượng 
giác:  
“Cho tam giác ABC. Gọi D, E, F lần lượt là nằm trên các đường thẳng BC, 
CA, AB . Các cạnh AD, BE, CF đồng qui khi và chỉ khi 

sin sin sin. . 1
sin sin sin

BAD ACF CBE
CAD BCF ABE

  


  
 

8. CÁC TÍNH CHẤT VỀ ĐƯỜNG THẲNG EULER 
 ►Tính chất 8.1. Trong một tam giác thì trọng tâm, trực tâm và tâm đường 
tròn ngoại tiếp cùng nằm trên một đường thẳng. (Đường thẳng này được gọi là 
đường thẳng Euler của tam giác.) 

☺ Chứng minh Cho tam giác ABC, 

gọi G, H, O lần lượt là trọng tâm, 

trực tâm và tâm đường tròn ngoại 

tiếp tam giác ABC.  

Gọi D là điểm đối xứng của A qua 

O. Khi đó BHCD là hình bình hành, 

suy ra trung điểm M của BC cũng là 
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trung điểm của HD. Tam giác AHD 

có OM là đường trung bình, suy ra 

OM = 1
2

 AH.  

Suy ra GM/GA = OM/AH = 1
2

. Suy ra ΔAHG ∼ΔMOG (c.g.c) 

Suy ra  H,G, O thẳng hàng và GH = 2GO.  

 Nhận xét. Khi nói đến đường thẳng Euler thì ta chỉ cần cho đường thẳng đi qua 

hai trong 3 điểm trên.  

►Tính chất 8.2. Cho tam giác ABC có trọng tâm G, trực tâm H và tâm ngoại 

tiếp O. Gọi P là điểm đối xứng của H qua O. Gọi G1, G2, G3 là trọng tâm của các 

tam giác PBC, PAC và PAB. Chứng minh rằng G1A = G2B = G3C và G1A, G2B , 

G3C đồng quy.  

☺ Chứng minh  

Chứng minh GG1 song song với 

AP và GG1 = 
3

AP . 

Hơn nữa GO = 
3

OP . Suy ra A, O, 

G1 thẳng hàng và 1
4

3
AOAG  . 

Chứng minh tương tự ta cũng có BG2, CG3 cùng đi qua O và 

1
4

3
BOBG  , 1

4
3
COCG   

 ►Tính chất 8.3. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). (J) là đường tròn 

bàng tiếp thuộc góc A của tam giác ABC. 

 (J) tiếp xúc BC, AB, AC tai. M. N. P.  

 Chứng minh rằng OJ là đường thẳng Euler của tam giác MNP 

☺ Chứng minh: Gọi M1, N1, 

P1 là giao điểm của JA, JB, JC 

với PN, PM và MN. Khi đó 
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M1, N1, P1 lần lượt là trung 

điểm của PN, PM, MN. Do đó 

đường tròn Euler của tam giác 

MNP là đường tròn ngoại tiếp 

tam giác M1N1P1.  

Gọi A’, B’, C’ là giao điểm 

của JA, JB và JC với đường 

tròn ngoại tiếp tam giác 

ABC.  

Khi đó ta có JB’.JB = 

JA’.JA = JC’.JC  

Hơn nữa ta có JB.JN1 = JA.JM1 = JC.JP1 

Do đó JN1/JB’ = JM1/JA’ = JP1/JC’ 

Suy ra M1N1 //A’B’,  

P1M1 //A’C’ và N1P1//B’C’ 

Từ đó ta có tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác M1N1P1, tâm đường tròn ngoại 

tiếp tam giác A’B’C’ và J thẳng hàng. Suy ra tâm ngoại tiếp tam giác M1N1P1 

thuộc JO.  

Mặt khác J là tâm ngoại tiếp của tam giác MNP.  

Vậy JO là đường thẳng Euler của tam giác MPN.  

 ►Tính chất 8.4. Cho tam giác ABC ngoại tiếp đường tròn (I), với các đường 
cao AA’, BB’ và CC’. Gọi da, db, dc là các đường thẳng Euler của các tam giác 
AB’C’, BA’C’ và CA’B’. Gọi d’a, d’b, d’c là các đường thẳng đối xứng với da, db, 
dc qua AI, BI và CI. Chứng minh d’a, d’b, d’c  đôi một song song. 

☺ Chứng minh: Gọi B1, C1 đối xứng với B’, C’ qua AI, khi đó d’a là đường 
thẳng Euler của tam giác AB1C1, mà B1C1 //BC, suy ra d’a song song với đường 
thẳng Euler của tam giác ABC.  
Chứng minh tương tự thì d’b, d’c song song với đường thẳng Euler của tam giác 
ABC.  

 ►Tính chất 8.5. Cho tam giác ABC có trực tâm H. Khi đó đường thẳng 
Euler của các tam giác HAB, HAC và HBC đồng quy. 

☺ Chứng minh: Đồng quy tại trung điểm của OH.  
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Đến nay người ta vẫn còn tìm ra những tính chất thú vị liên qua đến đường 
thẳng Euler, và năm 2006 thì kiến trúc sư người Hy Lạp Rostas Vittasko có đưa 
ra bài toán sau:  

 ►Tính chất 8.6. Cho tứ giác ABCD nội tiếp có các đường chéo cắt nhau tại 
P. Khi đó đường thẳng Euler của các tam giác PAB, PBC, PCD, PAD đồng quy.  
9. CÁC TÍNH CHẤT CỦA ĐƯỜNG TRÒN EULER: Trong một tam giác 
thì 9 điểm gồm: trung điểm của 3 cạnh, trung điểm của các đoạn thẳng nối từ 
trực tâm đến đỉnh, chân các đường cao thì cùng thuộc một đường tròn. 
(Người ta gọi là đường tròn 9 điểm hay đường tròn Euler) 

Sau đây là một số tính chất của đường tròn Euler, xem như bài tập.  
Bài toán 9.1. Tâm đường tròn Euler 
là trung điểm của đọan thẳng nối 
trực tâm và tâm ngoại tiếp.  
Bài toán 9.2. Cho tam giác ABC 
trực tâm H. Tia Hx cắt đường tròn 
Euler tại M và đường tròn ngoại 
tiếp tại N. Khi đó M là trung điểm 
của HN.  
Bài toán 9.3. Cho tam giác ABC 

có trực tâm H. Khi đó đường tròn 

Euler của tam giác ABC cũng là 

đường tròn Euler của các tam giác 

HAB, HAC và HBC. (Từ bài toán 

2.3 suy ra bài toán 1.4) 

Sau đây là một định lý rất hay và đẹp của hình học tam giác. 

Bài toán 9.4.(Định lý Feuerbach)Trong một tam giác đường tròn Euler tiếp 

xúc với đường tròn nội tiếp và các đường tròn bàng tiếp. 

Chứng minh định lý Feuerbach dựa trên những công cụ mạnh, phép nghịch đảo, 

tuy nhiên vẫn có cách làm sơ cấp hơn. Sau đây là các bổ đề dùng để chứng 

minh định lý Feuerbach. Xem như bài tập. Ta sử dụng các ký hiệu trong bài 

toán 2.  

Bài toán 9.4.1.Giả sử A1A3> A2A3. Khi đó đường thẳng M1T tiếp xúc với 

đường tròn Euler tại M1 thì tạo với A2A3 một góc là α2– α3.  

Bài toán 9.4.2.Gọi D1 là giao điểm của phân giác trong góc A1 với A2A3. Gọi 

X1P là tiếp tuyến đến đường tròn nội tiếp (I), X1P’ là tiếp tuyến của đường 
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tròn bàng tiếp góc A (P, P’ là các tiếp điểm). Khi đó PX1P’ song song với 

M1T. 

Bài toán 9.4.3.Gọi Q là giao điểm của M1P với (I), khi đó Q cũng thuộc 

đường tròn Euler.  

Bài toán 9.4.4.Hai đường tròn Euler và đường tròn nội tiếp giao nhau tại Q. 

Chứng minh rằng chúng có chung tiếp tuyến. 

Một số bài toán liên quan đến đường tròn Euler.  

Bài toán 9.5.(VMO 2009) Trong mặt phẳng cho hai điểm cố định A, B (A khỏc 

B). Một điểm C di động trờn mặt phẳng sao cho ∠ACB = α  = const (00<α< 

1800). Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC và tiếp xúc với AB, BC, CA lần 

lươt tại D, E, F. AI, BI cắt EF lần lượt tại M, N. 

a)Chứng minh rằng: MN cú độ dài khụng đổi. 

b)Chứng minh rằng: (DMN) luôn đi qua một điểm cố định khi C lưu động. 

Bài toán 9.6. Cho tam giác ABC trung tuyến AM, O là tâm ngoại tiếp. Khi đó 

đường thẳng qua M vuông góc với AO tiếp xúc với đường tròn Euler của tam 

giác ABC. 

Bài toán 9.7. Chứng minh rằng các đường thẳng da, db, dc trong bài toán 1.3 

đồng quy tại một điểm thuộc đường tròn Euler. 

Bài toán 9.8. Tam giác ABC có các đường cao lần lượt là AD, BE và CF đồng 
quy tại trực tâm H. DE cắt CF tại M, DF cắt BE tại N. Gọi O là tâm đường tròn 
ngoại tiếp của tam giác HBC. Chứng minh OA ⊥ MN.  

10. CÁC TÍNH CHẤT ĐẶC BIỆT TRONG ĐƯỜNG TRÒN – TAM GIÁC:  
►Tính chất 10.1.Cho tam giác ABC cân tại A nội tiếp đường tròn tâm I, G là 
trọng tâm tam giác ABC. Gọi D là trung điểm AB, E là trọng tâm tam giác 
ACD I  là trực tâm tam giác DEG và suy ra IE vuông góc DG. 
☺ Chứng minh: 
 Gọi H, N, K lần lượt là trung điểm 
các cạnh BC, AC, AD và E là giao 
điểm KC và DH. 
 Ta có G DC AH G    là 
trọng tâm tam giác ABC suy ra 
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2 / /
3

CG CE GE AB
CD CK

    (theo 

định lý Thales đảo). 
 Lại có I là tâm đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC DI AB   nên 
GE DI  

Lại có 
/ /DE BC

GI DE
GI BC


 


.  

Ta có 
GE DI

HGI DE
I ID IG





  

là trực tâm tam giác DEG 

 Trong tâm giác DEG, EI qua I nên EI DG  (đpcm). 
►Tính chất 10.2.Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Gọi P, Q lần 
lượt là trung điểm của các đoạn thẳng BH, AH . Chứng minh rằng Q là trực 
tâm tam giác ACP và suy ra .AP CQ  
☺ Chứng minh: 
Do P, Q lần lượt là trung điểm 
BH, AH nên ta suy ra PQ là 
đường trung bình tam giác ABH 
Suy ra PQ // AB.  
Mà ( )AB AC gt   
Suy ra PQ AC .  
Mặt khác AH vuông góc PC có Q 
là giao điểm AQ và QC 
Suy ra H là trực tâm tam giác ACP AP QC   (đpcm). 
►Tính chất 10.3.Cho tam giác ABC cân 
tại A. Gọi D là điểm nằm trên cạnh AB 
sao cho AB = 3AD và H là hình chiếu 
vuông góc của B trên CD, M là trung 
điểm của HC. Chứng minh rằng 

.AM BM  
☺Gợi ý chứng minh: 
Gọi N, I là giao điểm của đường thẳng 
qua B vuông góc với BC với các đường 
thẳng CD và CA. 
Ta chứng minh tứ giác NAME là hình 
bình hành và E là trực tâm tam giác NBM  
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Từ đó, ta suy ra BM vuông góc AM. 
►Tính chất 10.4.Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), có H là trực 
tâm. Gọi H’ là giao điểm của AH với đường tròn (O) suy ra H’ đối xứng với H 
qua BC.  
☺Chứng minh: 

 Ta có góc 1 1A C  (do cùng phụ với 
 góc ABC ) 
  Lại có góc 1 2A C (góc nội tiếp 
 cùng chắn cung nhỏ BH’ nên bằng nhau). 
  Suy ra góc 1 2C C suy ra 'HCH  
 cân tại C suy ra BC là trung trực của HH’ 
  Do đó H’ đối xứng với H qua BC.  
 (đpcm). 
 

►Tính chất 10.5.Cho tam giác ABC 
nội tiếp đường tròn có tâm I và có H 
là trực tâm, G là trọng tâm. Kẻ 
đường kinh AK, M là trung điểm BC. 
Chứng minh rằng: 
a. Tứ giác BHCK là hình bình hành. 
b. G cũng là trọng tâm tam giác AHK 

suy ra H, G, I thẳng hàng. 
c. 2AH IM và 2HG HI .  
☺Chứng minh: 

 Ta có: góc 090ACK   (do nhìn đường 
 kinh AK) suy ra KC vuông góc AC. 
 Mà BH vuông góc AC nên ta có BH // KC (1). 

 Tương tự ta có góc 090ABK   (do nhìn đường kinh AK) suy ra KB vuông 
 góc AB. 

Mà CH vuông góc AB nên ta có: CH // KB (2). 
Từ (1) và (2) suy ra tứ giác BHCK là hình bình hành. 
Lại có M là trung điểm BC suy ra M cũng là trung điểm HK và I là trung điểm AK 
Nên ta suy ra IM là đường trung bình tam giác AHK suy ra IM // AH và AH = 2IM. 

Gọi 'G AM HI   ta có G’ là trọng tâm tam giác AHK ' ' 2
3

AG HG
AM HI

    

Mặt khác do G là trọng tâm tam giác ABC  
2 ' '
3

AG AG AG G G
AM
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Nên G cũng là trọng tâm tam giác ABC suy ra H, G, I thẳng hàng. 
►Tính chất 10.6.Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn tâm I, có BE và CF 
là 2 đường cao. Chứng minh rằng IA vuông góc EF. 
☺Chứng minhcách 1: 
Kẻ tiếp tuyến Ax ta có: xAB ACB   
(góc giữa tiếp tuyến và dây cung bằng 
góc nội tiếp vì cùng chắn cung AB). 

Mặt khác ta có: 090BEC CFB    
(2 góc liên tiếp cùng chắn cung BC) suy 
ra EFBC là tứ giác nội tiếp 

ACB AFE   (góc ngoài bằng góc 
đối trong). 
Do đó ta có xAB EAF  (theo vị trí 
so le trong) suy ra Ax // EF.  
Mà IA Ax  
Suy ra IA EF  (đpcm) 
☺Chứng minhcách 2: 
CF cắt (I) tại M, BE cắt (I) tại N. 
Ta có: MBA MCA   (góc nội tiếp 
cùng chắn cung MA) 
Mặt khác, ABN MCA  (2 góc 
cùng phụ với góc BAC). 

Do đó MBA ABN AM AN     
IA MN   

Ta có tam giác BMH có BF vừa là đường cao vừa là đường phân giác nên cân 
tại đỉnh B 
Suy ra F là trung điểm MH. 
Chứng minh tương tự ta có E là trung điểm HN. 
Do đó EF là đường trung bình tam giác HMN suy ra EF // MN 
Vì vậy IA vuông góc EF. (đpcm) 
►Tính chất 10.7.Cho tam giác ABC nội 
tiếp đường tròn (O), có H là trực tâm. Gọi 
I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
HBC suy ra O đối xứng với I qua BC. 
☺Chứng minh: 
Gọi H’ là giao điểm của AH với đường 
tròn (O) suy ra tức giác ACH’B nội tiếp 
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đường tròn (O) suy ra O đồng thời là tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác BH’C. 
Mặt khác H và H’ đối xứng nhau qua BC 
(xem lại tính chất 10.4) suy ra tam giác 
HBC đối xứng với tam giác H’BC qua 
BC. Mà O, I lần lượt là tâm đường tròn 
ngoại tiếp H’BC và HBC  
Suy ra I và O đối xứng nhau qua BC. 
►Tính chất 10.8.Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), Gọi D, E theo 
thứ tự là chân các đường cao từ A, B. Các điểm M, N theo thứ tự là trung điểm 
BC và AB. Chứng minh rằng tứ giác MEND nội tiếp. 
☺Chứng minh: 
Trước hết ta có thể vận dung bổ đề 
về đường tròn 9 điểm (đường tròn 
Euler) để chứng minh tính chất này. 
(bạn đọc có thể tham khảo cách 
chứng minh tính chất trên qua bài 
toán 4.6, chủ đề 8 chương 1: phép 
biến hình và các ứng dụng của phép 
biến hình) 
Ta có D là trung điểm HH’ (theo tính 
chất 10.4), M là trung điểm HA’ (do 
tính chất 10.5) 

  Như vậy ta có phép vị tự: 

1
2

1
2

'

'

H

H

VA M

VH D









. 

Mà A’, H’  thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC suy ra 2 điểm M, D 
thuộc đường tròn (C’) là ảnh của đường tròn (C) tâm O qua phép vị tự tâm H tỉ 

số k = 1
2

 

Chứng minh tương tự ta cũng có: N, E thuộc đường tròn (C’) là ảnh của đường 

tròn (C) tâm O qua phép vị tự tâm H tỉ số k = 1
2

. 

Do đó ta có D, M, E, N cũng thuộc đường tròn (C’) nên tứ giác DMEN là tứ 
giác nội tiếp. 
►Tính chất 10.9.Cho tam giác ABC , gọi O, I lần lượt là tâm đường tròn 
ngoại tiếp, tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC, AI cắt đường tròn (O) tại D. 
CMR: DB = DI = DC. 
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☺Chứng minh: 
Ta có góc 1 1 1I A B    do góc 

1I  là góc ngoài của tam giác ABI. 

Mà góc 1 2B B   (do BI là phân 
giác của tam giác ABC) và 

1 2A A  (do AI là phân giác tam 
giác ABC)  
Kết hợp với 2 3A B   

1 2 3I B B IBD     
IBD  cân tại D suy ra DI = DB (1) 

Do AI là phân giác cắt đường tròn 
(O) tai D nên cung BD bằng cung 
CD suy ra DC = DB (2) 
Từ (1), (2) ta suy ra DI = DB = DC (đpcm). 
►Tính chất 10.10.Cho tam giác ABC , 
gọi D, E, F lần lượt là chân đường cao 
kẻ từ A, B, C của tam giác ABC. Gọi H 
là trực tâm của tam giác ABC. Chứng 
minh rằng H là tâm đường tròn nội tiếp 
tam giác DEF. 
☺Chứng minh: 
Tứ giác ECDH nội tiếp (do có 
 0 0 090 90 180HEC HDC     )  
suy ra (1)HDE HCE   
Mà góc (2)FBH HCE  . 

Tứ giác FHDB nội tiếp (do có 0 0 090 90 180HFB HDB     ) suy ra 
(3)FBH FDH   

Từ (1), (2), (3) ta suy ra HDE FDH  suy ra DH là tia phân giác của tam 
giác DEF. 
Chứng minh tương tự ta có: EH, FH là tia phân giác của tam giác DEF. 
Lại có H là giao điểm của EH, FH, DH nên H là tâm đường tròn nội tiếp tam 
giác ABC (đpcm) 
►Tính chất 10.11.Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O), gọi D, E là 
giao điểm của đường tròn (O) với các đường cao qua A và C. Chứng minh 
rằng OB là trung trực của ED. 
☺Chứng minh: 
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Ta có góc 

1 1

1 1

1 1

2

2

sd BDE A

sd BED C

C A


   


   

  

  

1 1E D   suy ra tam giác EBD cân tại B (1)BE BD   

 Mà OE = OD (bán kinh đường tròn tâm O) (2). Từ (1) và (2) suy ra OB là 
trung trực của ED. 
►Tính chất 10.12.Cho tam giác ABC có I là tâm đường tròn nội tiếp. Gọi D, 
E, F lần lượt là các tiếp điểm của (I) với BC, CA, AB. Gọi K là giao điểm Của 
EF và BI. Chứng minh rằng CK BK  
☺Chứng minh: 

 
 Ta có: 0 090 90BIC BAC CIK BAC      . 
Lại có: 090CEK AEF BAC     (vì tam giác AEF cân tại A) 
Do đó tứ giác IEKC là tứ giác nội tiếp suy ra  

0 090 90IKC IEC BKC      
►Tính chất 10.13.Cho tam giác ABC vuông tại A, AH là đường cao. M là 
trung điểm AH. Đường thẳng vuông góc với BC tại B cắt cắt CM tại D. Chứng 
minh rằng tam giác DAB cân. 
☺Chứng minh: 
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 Gọi N là giao điểm giữa BD và AC. Ta có 090BAN  . 
 Vì BN vuông góc BC (gt), AH vuông góc BC (gt) nên AH // BN 

 Xét tam giác BDC có BD // HM suy ra MH CM
BD CD

  (hệ quả của định lý 

 Thales) 

 Tương tự ta có: AM CM
DN CD

  . Do đó MH AM
BD DN

 , mà  MH = AM (do M là 

 trung điểm) 
 Suy ra BD = DN.  
 Lại có tam giác ABN vuông tại A, AD là trung tuyến nên AD = DB 
 Suy ra tam giác DAB cân tại D. 

►Tính chất 10.14.Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (C) tâm I có AD là 
đường phân giác trong góc A.(D là chân phân giác trong). Gọi d là tiếp tuyến 
tại A của đường tròn (C) cắt BC tại E. Chứng minh rằng tam giác AED cân tại E. 
☺Chứng minh:  

  Gọi d là tiếp tuyến tại A của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC  
  E là giao điểm của d và đường thẳng BC (do AD không vuông góc d nên E 

luôn tồn tại)  
Và ta có thể giả sử EB EC .Ta có EAB ACB   và BAD DAC  ,  

 Suy ra EAD EAB BAD ACB DAC ADE       
 Suy ra ADE cân tại E.   
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►Tính chất 10.15.Chotam giác ABC nội tiếp đường tròn tâm I, điểm D là chân 
đường phân giác trong của góc BAC. Đường thẳng AD cắt đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC tại điểm M (khác A). Gọi J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ACD. Chứng minh rằng CM vuông góc CJ. 
☺Chứng minh:  

 Ta có: 2AJD CAD  (do 
tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
tâm I). 
Mà CAD BAD BCM    

2CJD BCM    
Ta lại có: CJD  cân tại J nên  

2 180

2 2 180

o

o

CJD CJD

BCM CJD

 

  
 

90oBCM CJD     
Do đó CM vuông góc CJ. 
►Tính chất 10.16.Cho tam giác 
ABC (AB > AC) nội tiếp đường 
tròn (O). Đường phân giác ngoài 
góc BAC cắt đường tròn (O) tại 
điểm E. M, N lần lượt là trung 
điểm các cạnh BC, CA. F là hình 
chiếu vuông góc của E trên AB, K 
là giao điểm MN và AE. Chứng 
minh rằng KF // BC. 
☺Chứng minh:  
Gọi D là điểm chính giữa cung 
BC không chứa điểm A, ta thấy 
AD AE  (1). 
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Mặt khác, dễ thấy ED là đường kinh của đường tròn (O) vuông góc với dây 
cung BC tại M. 
Từ đó bốn điểm B, E, F, M cùng nằm trên một đường tròn, suy ra  

/ / (2)FME FBE ABE ADE MF AD      
Từ (1) và (2) suy ra (3)MF AE  . Lại có MN // AB. EF vuông góc AB nên 
EF // MN (4). 
Từ (3) và (4) ta thấy F là trực tâm tam giác EKM suy ra KF vuông góc EM 
Mà EM vuông góc BC suy ra FK // BC (đpcm). 
►Tính chất 10.17.Cho tam giác 
nhọn ABC , tia phân giác trong của 
góc BAC cắt BC tại D. Gọi E, F thứ 
tự là hình chiếu vuông góc của D 
trên AB và AC. K là giao điểm của 
CE và BF. Chứng minh rằng AK 
vuông góc BC. 
☺Chứng minh:  
Kẻ AN vuông góc BC (N thuộc 
BC), suy ra các tứ giác AEND và 
AFDN nội tiếp.  
Từ đó suy ra BD.BN = BE.BA và 
CN.CD = CF.CA. 

Suy ra . .DB NB AB BE NB BE
DC NC AC CF NC CF

    

. . 1 ( )NB FC EA do AE AF
NC FA EB

    . 

Theo định lý Ceva đảo, ta có AN, CE, BF đồng quy tại K suy ra AK vuông 
góc BC. 

11. CÁC TÍNH CHẤT ĐẶC BIỆT TRONG TỨ GIÁC:  
►Tính chất 11.1.Trong một hình thang cân có hai đường chéo vuông góc thì 
độ dài đường cao bằng độ dài đường trung bình 
☺Chứng minh: 
Do ABCD là hình thang cân, AC 
vuông BD tại I suy ra ,AIB CID   
vuông cân tại I 
Suy ra IN, IM là các đường cao 
tương ứng đồng thời cũng là đường 
trung tuyến. 
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 Suy ra 2
2

2

ABNI AB CDNI MI EF MN EF MN
CDMI


 

      
 


(đpcm) 

►Tính chất 11.2.Cho hình vuông 
ABCD, gọi M, N lần lượt là trung điểm 
của các cạnh AB, BC của hình vuông 
ABCD. Chứng minh: AN vuông góc DM. 
☺Chứng minh: 
Ta có: ( )ABN DAM c g c      

1 1A D   .  

Mà 0 0
1 1 1 190 90D M A M       

AHM H AN DM     (đpcm) 
►Tính chất 11.3.Cho hình chữ nhật ABCD có AB = 2AD, M là một điểm trên 
AB = 2AD, M là một điểm trên AB sao cho AB = 4AM. Chứng minh DM vuông 
góc AC. 
☺Chứng minh: 

 
Ta có:  0

1 1 90 1D M    . 

Mặt khác: 
1

1 1

1

1tan
2 D
1tan D
2

BCA
AB A
AM
AD


 

 
  


 thay vào (1) ta được 

 0
1 1 90 1A M    

Suy ra DM vuông góc AC tại H. (với H là giao điểm DM và AC) (đpcm). 
Chú ý: ta cũng có thể E, F lần lượt là trung điểm AB và CD. I là trung điểm 
DF và G là giao điểm AC và EF. Theo định lý thales thuận ta có G là trung 
điểm EF. Dựa vào tính chất 11.2 ta suy ra AC vuông góc EI. Như vậy ta chỉ 
cẩn chứng minh MEID là hình bình hành (việc chứng minh xin dành cho bạn đọc) 
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►Tính chất 11.4.Cho hình vuông ABCD. Gọi M là trung điểm BC, N là điểm 
trên cạnh AC sao cho 4AC AN  . Chứng minh rằng tam giác DMN vuông tại N. 
☺Chứng minh: 

 Gọi F là trung điểm ID suy ra NF là đường 
 trung bình tam giác IAD suy ra NF vuông 
 góc CD. 
 Mặt khác DI vuông góc NC và F là giao 
 điểm NF và DI  
 Suy ra F là trực tâm tam giác NCD suy ra 
 FC vuông ND (1). 
 Mặt khác ta có NF = MC và NF // MC suy 
 ra tứ giác NMCF là hình bình hành 
 Do đó NM // FC.  
 Từ (1) ta suy ra MN vuông ND tại N  
 Nên tam giác DMN vuông tại N (đpcm). 

►Tính chất 11.5.Cho hình vuông ABCD. Gọi M là trung điểm BC, N là điểm 
trên CD sao cho 2CN ND  . Chứng minh góc MAN bằng 045  . 

 
☺Chứng minhcách 1: 
Gọi I là trung điểm CD và H là giao điểm IM và AC suy ra H là trung điểm IM. 

Ta có: 

3tan 3

3
4tan 3

4

AD DNAND
DN DN

AC AND AMH
AHAMH ACHM


  




 
   



.  

Lại có 090ADN AHM   
Suy ra tam giác ADN đồng dạng tam giác AHM (g–g) suy ra  
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NAD MAH   

Mà 0 0 045 45 45NAD HAN MAH HAN MAN         (đpcm). 
☺Chứng minhcách 2: Đặt cạnh hình vuông AB = a > 0  

Ta có: 

2
2 2 2

2
2 2 2

2 2
2 2

10
9 3

5
4 2

4 5
9 4 6

a aAN AD DN a

a aAM BM AB a

a a aMN NC MC


     




    


     



 

Áp dụng định lý hàm số cosin trong tam giác AMN ta có: 
2 2 2

01cos 45
2 . 2

MA NA MNMAN MAN
MA NA
 

      (đpcm). 

►Tính chất 11.6.Cho hình vuông ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm AB, 
BC. Gọi I là giao điểm của CM và DN. Chứng minh AI = AD. 
☺Chứng minh: 
Gọi P là trung điểm CD. Ta có CPMA là 
hình bình hành (do PC = AM và PC // 
AM) 
Suy ra AP // MC. Mặt khác theo tính 
chất 11.2, ta có MC DN  . 
Do đó, AP vuông góc DI.  
Lại có AP // MC có P là trung điểm CD  
Suy ra AP đi qua trung điểm DI nên AP 
vừa là đường cao vừa là đường trung 
tuyến. 
Do đó ta có tam giác ADI cân tại A suy ra AD = AI. (đpcm) 
►Tính chất 11.7.Cho hình vuông 
ABCD. M là một điểm tùy ý trên đường 
thẳng BD (M khác B, M khác D). Gọi H, 
K lần lượt là hình chiếu vuông góc của 
M trên các đường thẳng AB, AD. Chứng 
minh CM vuông góc HK. 
☺Chứng minh:  
Gọi ,E KM BC F CD MF     .  

Xét:   .MC KH MD DC KA AH    

. . . .MD KA MD AH DC KA DC AH     
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 Với 

0

0

0

. . cos( , ) . .cos135

. . cos( , ) .AH.cos135

. 0

. . cos( , ) .AH.cos0

MD KA MD KA MD KA MD KA

MD AH MD AH MD AH MD

DC KA

DC AH DC AH DC AH DC

  


 





 

 

 Do đó:  

. . . .CD CD.AH 0 MC KH
2

MDMC KH AD CD AH AH
         

►Tính chất 11.8.Cho hình chữ nhật ABCD. Gọi H là hình chiếu vuông góc 
của B trên đường chéo AC. Các điểm M, K lần lượt là trung điểm của AH và 
CD. Chứng minh rằng BM vuông KM. 

 
☺Gợi ý chứng minh: (xem cách chứng minh tính chất 11.4 – Lấy điểm phụ E 
là trung điểm BH ta sẽ được lời giải cho bài toán). 
►Tính chất 11.9.Cho hình chữ 
nhật ABCD. Gọi M là điểm đối 
xứng của B qua C, N là hình chiếu 
vuông góc của B trên đường thẳng 
MD. Chứng minh rằng AN vuông 
góc CN. 
☺Chứng minh: 

Ta có: 090DNB DCB    suy 
ra tứ giác BCND nội tiếp. (2 góc 
liên tiếp cùng nhìn cạnh BD) 
Do đó, BNC BDC  (do cùng 
chắn cung BC) 
Lại có CAB BDC  (tính chất của hình chữ nhật ABCD) 
Suy ra CAB BNC  nên tứ giác ABCN nội tiếp (2 góc liên tiếp cùng nhìn 
cạnh BC) 

Do đó: 0 0180 90ABC ANC ANC AN NC        (đpcm) 
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►Tính chất 11.10.Cho hình thang 
ABCD vuông tại A và D có CD = 2AB. 
Gọi H là hình chiếu của D trên đường 
chéo AC, M là trung điểm của đoạn 
thẳng HC. Chứng minh rằng BM vuông 
góc MD. 
☺Gợi ý chứng minh: Lấy điểm phụ E 
là trung điểm DH sẽ tìm được lời giải 
cho bài toán. 
 
►Tính chất 11.11.Cho hình vuông 
ABCD có hai đường chéo cắt nhau tại 
E. Một đường thẳng đi qua A cắt cạnh 
BC tại M, cắt đường thẳng CD tại N. 
Gọi K là giao điểm của các đường thẳng 
EM và BN. Chứng minh rằng CK vuông 
góc BN. 
☺Chứng minh : 
 Trên tia đối của tia BC, dựng điểm F 
sao cho CF = CN. 
 Xét tam giác DCF và BCN có :  

090
( ) ( ) (1)
( )

DCF BCN
CF CN gt DCF BCN c g c DFC BNC
DC BC gt

  


       
 


 

Tam giác DCB vuông tại C có CE vuông góc BD nên 2 . (2)BC BE BD  
Mặt khác, do AB // CN nên  

2 . (3)BM AB BC BM BC BC BM BF
CM CN CF BC BF

       

Từ (2) và (3) cho BE.BD = BM.BF  

( ) (4)BE BM BEM BFD c g c BEM BFD
BF BD

         

Từ (1) và (4) cho BNC BEM   tứ giác DEKN nội tiếp (tứ giác có góc 
ngoài bằng góc đối trong) suy ra 045 .BKE BDC    Lại có: 045ECB   
(tính chất hình vuông). 

Suy ra 045ECB EKB   tứ giác BKCE nội tiếp  

Suy ra 090BKC BEC CK BN      (đpcm). 
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Chương 2. CÁC PHƯƠNG PHÁP TIẾ P CẬN 

VÀ GIẢ I NHANH MỘT BÀI TOÁN HÌNH HỌC TRONG 

MẶT PHẲNG OXY 
 Trong chương 2 này, thầy sẽ tập trung giới thiệu cho các em các phương pháp 
tiếp cận một bài toán hình là như thế nào? Nhưng trước khi chúng ta bắt đầu vào 
từng chủ đề. Thầy mời các em xem bảng phân tích các câu hỏi hình học Oxy đã 
xuất hiện trong đề thi Đại học – Cao đẳng từ 2002 đến 2014. 

Các vấn đề liên quan đến  
HÌNH HỌC PHẲNG OXY  

(1 điểm) 

Số lần xuất hiện 
Tỉ lệ % 
ra đề Khối A  

A1 Khối B Khối D 

* Bài Toán liên quan đến tìm
Tọa độ điểm 9 12 8 80,5% 

* Bài Toán liên quan đến viết
PT Đường thẳng (d) 5 5 6 40,0% 

* Bài Toán liên quan đến viết
PT Đường Tròn (C) 4 6 4 30,8% 

* Bài Toán liên quan đến
Đường Elip (E) 3 2 2 19,4% 

* Bài Toán liên quan đến
Max – Min cực trị hình học 2 0 1 8,3% 

* Bài Toán liên quan đến
Hyperbol (H) (Nâng Cao) 1 1 0 5,0 % 

* Bài Toán liên quan đến
Parabol (Nâng Cao) 0 0 1 2,7 % 

 Theo xu hướng giảm tải của Bộ GD&ĐT thì những năm gần đây các bài toán 
liên quan về Hyperbol, Parabol gần như không còn xuất hiện nữa mà thay vào đó 
là các dạng toán tổng hợp liên quan đến đường tròn, đường thẳng lồng vào trong 
các khối hình tam giác, tứ giác với các câu hỏi quen thuộc như tìm điểm? lập 
phương trình đường?… Chính vì lẽ đó, thầy sẽ trình bày các cách tiếp cận dựa trên 
các chủ đề trên. 
 Đối với các cách tiếp cận một bài toán hình học trong mặt phẳng Oxy, thầy 
thiết nghĩ chúng ta cần nắm vững một số nguyên tắc chung cho mọi chủ đề mà ta 
sẽ giải quyết sau đây. Cụ thể là: 
■ NHỮNG NGUYÊN TẮC CHUNG:
►Nguyên tắc 1: “Đặt càng ít ẩn càng tốt!”
Tại sao ta phải đặt càng ít ẩn càng tốt? Để trả lời cho câu hỏi này, thì trước
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tiên chúng ta cần hiểu việc đặt ẩn ở đây là nhằm mục đích « đại số hóa hình 
học », nghĩa là chuyển bài toán theo « ngôn ngữ hình học » về bài toán theo 
« ngôn ngữ đại số » được ẩn dưới dạng các phương trình (PT), hệ phương trình 
(HPT) mà ta đã được học. Việc này sẽ được ta cân nhắc rất kỹ trong quá 
trình « tham số hóa » các điểm khi biết được quan hệ của chúng với các yếu tố 
hình học đã cho như đường thẳng, các đường conic. Bởi lẽ, nếu đặt quá nhiều 
ẩn, thì tương ứng với số ẩn chính là số phương trình mà ta phải giải? Việc này 
không làm cho vấn đề ta gặp phải được giải quyết gọn gàng mà đôi khi còn vô 
tình gây khó khăn, trở ngại cho ta. Theo kinh nghiệm, số ẩn tối đa nên đặt cho 1 
bài toán hình chỉ nên là 2 ẩn. Vạn bất đắc dĩ ta mới đặt nhiều hơn các em nhé. 
►Nguyên tắc 2: “ Đặt bao nhiêu ẩn?  cần lập bấy nhiều phương trình?”.
Các yếu tố trong một bài hình tựa như những giả thiết để ta thiết lập phương
trình. Nếu trong khả năng chỉ có thể lập được 2 phương trình nhưng các em lại
đặt đến 4 ẩn thì việc giải là không khả thi. Cho nên nếu đặt hai ẩn thì dứt khoát
phải lập cho bằng được ít nhất hai phương trình. Khi đi sâu vào phương pháp,
thầy sẽ phân tích kỹ hơn.
►Nguyên tắc 3: “Hiểu và biết cách vận dụng các tính chất hình học”.
Nếu bạn vẫn chưa nắm vững các khái niệm, tính chất, định lý có được trong quá
trình học hình học ở các lớp dưới thì thật khó để ta khai thác triệt để trọn vẹn
một bài toán hình. Vì vậy hãy xem kỹ chương 1 trước khi bước vào chương 2
nhé!
►Nguyên tắc 4: “Sau mỗi kết quả (KQ) tìm được phải biết cách kiểm tra lại
KQ đó ”.
Công việc này giống như chúng ta đang kiểm tra lại đáp số vậy. Nhưng kiểm tra
bằng cách nào? Hãy đưa các kết quả đó lên trên hệ trục tọa độ Oxyhoặc dựa
vào vị trí tương đối giữa các yếu tố hình học như điểm, đường thẳng, đường
tròn, các đường Conic để suy ra việc nhận, loại.

CHỦ ĐỀ  2.1 :  

CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾ N TÌM TỌA ĐỘ Đ IỂ M? 
■ NHỮNG KỸ THUẬT CẦN NHỚ:
► Nếu điểm thuộc đường thì biểu diễn tọa độ của điểm theo đường  giảm ẩn
của điểm. (Kỹ thuật tham số hóa)

Trong một bài toán hình, việc bắt gặp một điểm thuộc một đường thẳng là điều 
thường thấy. Việc tham số hóa chúng sẽ giúp chúng ta giảm ẩn của điểm đi.  
VD1: 1 : 4 0M x y     (chọn 4x m y m    )  ( ;4 )M m m

 2 : 2 4 0 2 4;A x y A a a     
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 3
3 6: 3 2 6 0 ; 2 ;3 6

2
bB x y B b hay B b b 

      
 

. 

4 : 4 0C x   (x = 4, ta chọn y = c bất kỳ)  (4; )C c

5 : 1 0D y    (y = –1, ta chọn x = d bất kỳ)  (d; 1)D 

► Sử dụng sức mạnh của độ dài đoạn thẳng. (Kỹ thuật sử dụng độ dài)
Khi biết được tọa độ của một điểm nào đó (ví dụ là A)  và đã tham số hóa điểm
cần tìm (ví dụ là B) thì ta tìm cách tính độ dài của chúng dựa trên công thức:

2 2( ) ( ) .B A B AAB AB x x y y    

VD2: Cho A(0;2) Tìm M 1  : x + y – 4 = 0 sao cho 2MA 

Ta có:  1 ;4M M m m   . Do 22 2MA MA  

  
22 2 2 1m m m      M(1;3)

► Sử dụng sức mạnh của véctơ : Hai đoạn thẳng tỉ lệ nhau (thẳng hàng) thì
chuyển đẳng thức độ dài  đẳng thức véctơ. (Kỹ thuật sử dụng véctơ)

Trong một bài toán hình, quan hệ giữa các điểm nằm trên một đường thẳng 
(thẳng hàng) có rất nhiều yếu tố để ta khai thác như độ dài, phương và hướng 
của chúng. Việc chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức véctơ nhằm mục đích 
tăng số lượng phương trình trong bày toán của mình lên (Việc này ngược với 
việc đặt ẩn các em nhé!) 
VD3: 

AC =  3AB  AC = 3 AB hay BC = 2AB  BC = – 2 BA  
► Xét các điểm cần tìm trong sự tương giao giữa các tia, trục tọa độ, đường
thẳng, đường tròn, đường conic... (Kỹ thuật sử dụng tính tương giao)

Điều này có nghĩa là chúng ta sẽ phải viết phương trình các đường trên (nếu 
chưa có) để cùng với   những đường đã cho  lập thành các hệ phương trình 
và giải nghiệm suy ra tọa độ của điểm cần tìm. 
VD4: A là giao điểm của : x + y – 6 = 0 và d: x – y – 2 = 0. 

Ta có : A d   Tọa độ A là nghiệm của hệ 
6 0
2 0

x y
x y
  


  

 A(4; 2)

VD5: C( 0Cx  ) và D là hai giao điểm của trục hoành (y = 0) và đường tròn 

   
22

1 : 1 1C x y   .

 Tọa độ C là nghiệm của hệ 2 2

0 0 1; 0
1 1; 01

y y x y
x x yx y

    
   

       

 C(1; 0)
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 Thầy sẽ xét các bài toán sau đây làm ví dụ để minh họa cho các kỹ thuật trên. 
(Để các bạn tiện theo dõi, mỗi một ví dụ sẽ là một dạng hình quen thuộc mà đề 
thi hay đề cập).  
BÀI TOÁN 1 (HÌNH THANG).Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thang 

ABCD (AB // CD) có diện tích 14ABCDS  . Biết tọa độ các đỉnh 

     0;1 , 2;0 , 3;2A B C . Tìm tọa độ đỉnh D? 

■ Đặt vấn đề : Do tọa độ của các điểm A, B, C khá là đẹp nên có một câu hỏi đặt 
ra là ta có nên « vẽ hình kèm hệ trục tọa độ «  vào không? hay là chỉ cần vẽ phác 
thảo hình thang ABCD? Cuối bài này bạn sẽ có câu trả lời.   
■ CÁCH 1: giải theo cách không gắn với hệ trục tọa độ (chỉ phác thảo hình) 

 
☺ Nhận xét : Điểm D là điểm cần tìm, nếu đặt tọa độ  ;D DD x y  thiết lập 2 

PT 2 ẩn và giải tìm  ;D Dx y  thì có vội vàng không? Trong khi nguyên tắc 
chung là nếu có thể giảm được ẩn của điểm thì ta nên thực hiện trước. Vậy câu 
hỏi đặt ra là điểm D có đang thuộc đường thẳng nào không để ta thực hiện 
tham số hóa theo đường thẳng đó? Đó chính là đường thẳng CD (Vì nhận 
thấy CD qua C(3;2) và song song AB). 

 Còn dữ kiện 14ABCDS   cho ta được điều gì?  1 ( )
2ABCDS AH AB CD    

☻ Ý tưởng: Từ công thức diện tích ta thấy ngay CD là độ dài cần tính  liên 
quan đến D. Vậy trước hết ta cần tính AH =? Rõ ràng AH là đường cao của 
hình thang (nhưng ngoài ra AH cũng chính là khoảng cách từ A đến đường CD 
 AH = d(A; CD)). Từ đây ta có sơ đồ tư duy sau: 

?
(?;?) 1? ( ) AH ? d[A;CD] ?

2ABCD

D CD pt CD
D

CD S AH AB CD pt CD

 



       



 
► Hướng dẫn giải cách 1:  
* Ta có CD qua C(3 ; 2) và nhận AB  = (2; –1) làm véctơ chỉ phương (VTCP) nên 
có dạng: 

3 2 : 2 7 0
2 1

x y CD x y 
    


 và D  CD  D(7 – 2d; d)    
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      * Vẽ AH  CD tại H, ta có 
2 2

| 0 2 7 |[ ; ] 5
1 2

AH d A CD  
  


 và 5AB   

      * Lại có 1 23( )
2 5ABCDS AH AB CD CD     và (4 2 ; 2)CD d d    

      * 2 2 2 223 529 529 529(4 2 ) ( 2) ( 2)
25 5 255

CD CD d d d            

 

1

2

33 31 3323 ;2 5 5 55
23 13 61 132 ;
5 5 5 5

d Dd

d d D

          
           

 

*  Xét 2CD =  46 23;
5 5

 
 
 

 và AB  = (2; –1)  

  2CD = 23
5

AB  (vô lý vì AB , 2CD cùng phương, ngược hướng)  

 Loại điểm 2D   

*  Xét 1CD = 46 23;
5 5
 

 
 

 và AB  = (2; –1)  

  1CD = – 23
5

AB  (thỏa yêu cầu bài toán) Nhận điểm 1D   

 Vậy điểm D thỏa yêu cầu bài toán là D 31 33;
5 5
 

 
 

 

■  CÁCH 2: Ta vẽ hình kèm hệ trục tọa độ: 
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☺ Nhận xét: Khi vừa vẽ hình xong, ta thấy ngay AB  BC (việc chứng minh 
không quá khó, ta chỉ cần xét AB . BC  0). Nếu vậy lúc này công thức tính 
diện tích ABCD sẽ là: 

1 ( )
2ABCDS BC AB CD   và khi đó ta dễ dàng suy ra được CD = 23

5
 

☻ Ý tưởng: Tuy vậy vấn đề đặt ra là ta có nên quay lại cách 1 với nhận xét này? 

 Câu trả lời là ta đã phát hiện AB // CD nên ta có: 23
5

CD
AB

 CD = 23
5

AB   

  Đến đây là mọi chuyện xem như được giải quyết. Mời các em xem lời giải! 
 
► Hướng dẫn giải cách 2:   
*  Ta có: AB  = (2; –1) và BC  = (1; –2). Xét AB . BC  = 2 – 2 = 0  AB  BC  

  Hình thang ABCD vuông tại B và C. Và ta có 5AB BC   . 

*  Mặt khác, 1 ( )
2ABCDS BC AB CD  CD = 23

5
 

*  Xét 23
5

CD
AB

 CD = 23
5

AB  (Do CD và AB ngược hướng nhau)    

23 313 .(2)
31 335 5 ;

23 33 5 52 .( 1)
5 5

D D

D D

x x
D

y y

  
       

     
      

  

 

       Vậy điểm D thỏa yêu cầu bài toán là D 31 33;
5 5
 

 
 

 

■ Lời bình: thông qua việc giải bài toán trên ta thấy được một số ưu điểm của kỹ 
thuật “chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức véctơ” điển hình như lời giải gọn 
nhẹ và không phải thử lại để loại một số trường hợp phát sinh. Đặc biệt việc biết 
kết hợp lồng hệ trục tọa độ vào trong hình vẽ đôi khi cho ta những nhận xét hữu 
ích. Và nếu giả sử bài toán trên với cách giải 2, một số em không chuyển đẳng thức 

CD = 23
5

ABCD = – 23
5

AB thì cũng rất may mắn vì đã có hệ tọa độ ở trên, bạn 

có thể đưa hai điểm 1 2&D D  lên hệ tọa độ để kiểm tra và sẽ mau chóng phát hiện 
điểm 2D  là điểm không thỏa yêu cầu bài toán và phải ngay lập tức tìm cách loại 
nó đi. 
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BÀI TOÁN 2 (TAM GIÁC CÂN). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho ABC 

 vuông cân tại A(2; 2), trọng tâm G 4 10;
3 3

 
 
 

. Tìm tọa độ điểm B và C? 

■ Đặt vấn đề: Đề bài rất ngắn gọn nhưng chứa 
đựng rất nhiều thông tin như yếu tố “vuông”, 
“cân” giữa các cạnh và “trọng tâm” của tam 
giác. Nếu gặp các yếu tố đó thì ta nên khai 
thác như thế nào? Mời các bạn cùng xem các 
cách giải sau. 

■ CÁCH 1: Đặt    ; ; ;B B C CB x y C x y   

☺ Ý tưởng :với yêu cầu tìm điểm B và C, ta đặt ngay 
tọa độ cần tìm là    ; ; ;B B C CB x y C x y  

  4 ẩn  Chúng ta cần đến 4 PT  vậy đó 
là những phương trình nào? 

 + ABC vuông cân tại A  
2 2

. 0

AB AC AB AC
AB AC AB AC

  
  

  

 2PT. 

 + G là trọng tâm ABC  2PT.    
► Hướng dẫn giải cách 1:   
 * Do G là trọng tâm ABC  

 
3 4 2 2
3 10 8 8

A B C G B C B C

A B C G B C B C

x x x x x x x x
y y y y y y y y

         
   

         
 

     * Ta có
( 2; 2) ( ;6 )

( 2; 2)

      


  

B B C C

C C

AB x y x y

AC x y
(chúng ta xem như chỉ phải lập 

 thêm 2 Pt nữa) 

     * ABCvuông cân tại A 
2 2

. 0

AB AC AB AC
AB AC AB AC

  
 

  

 

 
2 2 2 2

( 2) (6 )( 2) 0

(6 ) ( 2) (y 2)
C C C C

C C C C

x x y y

x y x

     


     
 

 
2 2 2 8 12 0

2 7
C C C C

C C

x y x y
x y

     


 


25 40 75 0
2 7

C C

C C

y y
x y

   


   

 


5 3
3 1

C C

C C

y x
y x

  


   
 

      * Với C(5; 3)  B(–1;3)   
54  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 60 

      * Với C(–1; 3)  B(5;3)   
       Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 

       5;3 & 1;3 5;3 & C 1;3C B hay B   

■  CÁCH 2:Gọi M là trung điểm BC AM  BC (do ABC vuông cân tại A)   
 ☺ Ý tưởng : 

– Để tìm một điểm bất kỳ, ta xét xem điểm ấy có đang thuộc đường thẳng nào 
không? Dĩ nhiên đó chính là đường BC (Làm sao viết phương trình đường BC 

 Xét thấy BCAG nên ta có ý tưởng tìm điểm MBC bằng cách 3AM AG
2

 .  

 – Đến đây bạn sẽ nghĩ là chúng ta nên “tham số hóa” 2 điểm B và C theo 
đường BC và sau đó trở lại cách làm của cách 1. Nhưng nếu bạn chú ý một chút 
thì có một đường tròn (C) tâm (M; bán kính = AM) đang ngoại tiếpABC.B và 
C chính là tương giao của (C) và BC. Mời các em xem lời giải. 

 
► Hướng dẫn giải cách 2:   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 * Do G là trọng tâm ABC  

 
3AM AG
2

 

3 42 ( 2)
2 3
3 102 (2 )
2 3

M

M

x

y


  


   



1
4

M

M

x
y





M(1; 4)  

     * Phương trình đường BC qua M(1;4) nhận AM = (–1; 2) làm VTPT có dạng là: 
1( 1) 2( 4) 0 2 7 0x y x y          

     * Phương trình đường tròn (C)với tâm M(1; 4), bán kính 5AM   có 
 dạng là: 

2 2(C) : ( 1) (y 4) 5x      

54  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 61 

     * Ta có B và C là giao điểm giữa (C) và đường BC nên tọa độ của B và C là 
 nghiệm của hệ: 

  2 2

2 7 0
( 1) (y 4) 5
x y
x
  


   

(Việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc !) 

  C(5; 3) và B(–1;3) hay C(–1; 3) và B(5;3) 
       Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 

       5;3 & 1;3 5;3 & C 1;3C B hay B   

■ CÁCH 3: Sử dụng phép biến hình (Phép quay) 
► Hướng dẫn giải cách 3:   
*  Do G là trọng tâm ABC  

 
3AM AG
2

 

3 42 ( 2)
2 3
3 102 (2 )
2 3

M

M

x

y


  


   



1
4






M

M

x
y

M(1; 4)  

*  Ta có phép quay
(M; 90 )

Q : A B


 

  B A M A M M

B A M A M M

x (x x ).cos( 90 ) (y y ).sin( 90 ) x
y (x x ).sin( 90 ) (y y ).cos( 90 ) y

 

 

       


      
 

 

B

B

x 1
B( 1;3)

y 3
 

  


 

      * Do M là trung điểm BC  C(5; 3). Do vai trò B và C là như nhau nên ta có 
 B(5;3) và C(–1;3) 
       Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 

       5;3 & 1;3 5;3 & C 1;3C B hay B   

 
■  Lời bình: thông qua việc giải bài toán trên ta thấy được sự sâu sắc trong 
 nguyên tắc đặt ẩn.  

Với cách 1, do tính khả thi trong việc đặt ẩn (4 ẩn) vì đã thiết lập được 4PT 
nhưng cũng đòi hỏi ở các bạn một số kỹ năng giải hệ đại số (chủ yếu là rút thế, 
cộng trừ vế). Điều này có thể một số bạn chưa làm tốt. Trong tư duy, ta luôn chọn 
con đường ngắn nhất, tính toán ít cồng kềnh nhất để thực hiện. Nếu chỉ giải một 
mình câu này thì không có gì để bàn cãi, bạn hoàn toàn có đủ thời gian, sự minh 
mẫn. Nhưng nếu xét trong thời điểm, làm cùng với các câu còn lại trong đề thi 
Quốc gia thì việc bạn chọn cách giải như vậy chưa hợp lý. 

Với cách 2, giải quyết được một số nhược điểm của cách 1, đồng thời cung 
cấp cho bạn thêm một số kinh nghiệm như khi gặp trọng tâm G thì sử dụng chúng 
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như thế nào? Hay việc tìm thấy sự tương giao củamột đường tròn với một đường 

thẳng. Đặc biệt, nếu bài toán này bạn chú ý thêm: 3 &
2 2
AG ACAM AM    độ 

dài AC. Ta cũng có thể viết PT đường tròn tâm A bán kính AC.  
Với cách 3, phép biến hình mà cụ thể chính là phép quay đã giúp ta giải 

quyết bài toán này một cách rất đặc biệt, bạn gần như không phải thiết lập thêm 
bất kì giả thiết nào khác, nhược điểm của cách làm này là công thức tương đối 
cồng kềnh và khó nhớ. Và chương phép biến hình học lớp 11 cũng chỉ dừng ở mức 
giới thiệu chứ chưa thấy được những ứng dụng rõ nét của chúng vào việc giải bài 
toán hình học phẳng trong mặt phẳng tọa độ Oxy.  
  
BÀI TOÁN 3 (TAM GIÁC THƯỜNG). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

ABC có      0;5 ; 2; 1 , 4;2A B C  . Tìm tọa độ điểm M thuộc đường BC sao 
cho diện tích tam giác ABM gấp hai lần diện tích tam giác ACM và chứng 
minh rằng AM vuông góc BC.   

■ Đặt vấn đề: bài toán này có một điểm khá thuận lợi là tọa độ của các đỉnh tam 
giác đã biết. Việc biết hết tất cả tọa độ các đỉnh có thể giúp ta được gì?  

  chúng ta có thể khai thác các yếu độ dài, góc, diện tích cũng như tính toán 
tìm các điểm đặc biệt, viết các phương trình các cạnh tam giác dễ dàng. Sau 
đây chúng ta sẽ xem thử các cách làm dưới đây khai thác yếu tố đó như thế nào?   

■  CÁCH 1:Tận dụng yêu cầu CMR: AM  BC  AM là đường cao của ABC 
 (chú ý chỉ dùng để vẽ hình, đây chưa phải là giả thiết) 

 
☺ Ý tưởng :Bài toán yêu cầu ta tìm điểm M  do M  BC nên ta sẽ viết PT 
 đường BC tham số hóa điểm M. Trong công thức 2ABM ACMS S    

   
1 1.. ; . ;
2 2

AB d M AB AC d M AC   phải viết thêm PT AB và AC và áp 

dụng công thức khoảng cách  tọa độ M. 
► Hướng dẫn giải cách 1:   

54  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 63 

 * Ta có: 

( 2; 6) 2 10

(6;3) 3 5

(4; 3) 5

     


  


   

AB AB

BC BC

AC AC

 

     * Phương trình đường BC qua B(–2;–1) nhận BC = (6;3) làm VTCP có dạng là: 
2 1 ( ) : 2 0

6 3
 

   
x y BC x y và do M  BC  M(2m ; m)    

    * Phương trình đường AB qua A(0;5) nhận AB = (–2;–6) làm VTCP có dạng là: 
5 ( ) :3 5 0

2 6
yx AB x y

    
 

 

     * Phương trình đường AC qua A(0;5) nhận AC = (4; –3) làm VTCP có dạng là: 
5 ( ) :3 4 20 0

4 3
yx AC x y

    


 

     * Mặt khác, 2ABM ACMS S     
1 1.. ; 2 . ;
2 2

AB d M AB AC d M AC   

 
2 2 2 2

| 6 5 | | 6 4 20 |2 10 2.5
3 1 3 4

m m m m   


 
 

 
1

2

1 (2;1)
| 1| 2 | 2 |

5 (10;5)
m M

m m
m M

 
    

 
 

     * Với  1AM (2; 4)   và BC (6;3) ta xét: 1AM .BC 0  1AM BC (đpcm) 

     * Với  2AM (10;0)  và BC (6;3) ta xét: 2AM .BC 60 ≠ 0 nên loại điểm 2M     

     Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  2;1M   

 
■  CÁCH 2: Kẻ AH  BC tại H (“phớt lờ” yếu tố AM  BC và ta sẽ chứng minh 
 M trùng H sau)   
☺ Ý tưởng :do hai tam giác ABM và ACM đều có chung đường cao AH nên 

nếu thiết lập công thức diện tích theo yêu cầu bài toán (YCBT) đã cho thì ta 
hoàn toàn có thể tìm được mối liên hệ giữa BM =?MCBM ?MC (chuyển 
đẳng thức độ dài về đẳng thức véctơ, do đã biết tọa độ B và C) nên ta dễ dàng 
suy ra tọa độ M. Sau khi giải được M, việc xét AM.BC 0  để suy ra AMBC 
trở nên thuận lợi hơn. Mời các em xem lời giải. 
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►  Hướng dẫn giải cách 2:   
 * Gọi  ;M MM x y là tọa độ của điểm cần tìm và vẽ AHBC tại H. 

    * Ta có: 2ABM ACMS S   1 1. 2 . 2
2 2

AH BM AH CM BM CM      

 TH1: M nằm trong đoạn BC. 
  BM = 2CM BM 2CM   (*) (vì BM,CM cùng phương, ngược hướng) 

(Bạn nên chọn BM,CM để tiện cho việc tính toán) 


2 2( 4)
1 2( 2)

M M

M M

x x
y y

   


   
 1

2
(2;1)

1
M

M

x
M

y





 

      * Với  1AM (2; 4)   và BC (6;3) ta xét: 1AM .BC 0  1AM BC (đpcm) 
 và M  H  
 TH2: M nằm ngoài đoạn BC. 
 BM = 2CM BM 2CM  (*) (vì BM,CM cùng phương, cùng hướng) 


2 2( 4)
1 2( 2)

M M

M M

x x
y y

  


  
 2

10
(10;5)

5
M

M

x
M

y





 

 * Với  2AM (10;0)  và BC (6;3) ta xét: 2AM .BC 60 ≠ 0 nên loại điểm M2 

     Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  2;1M  

 
■  Lời bình: thông qua việc giải bài toán trên, ta thấy được: 
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 Với cách 1, người làm sẽ vận dụng được khá nhiều công thức từ tính độ dài, 
viết PT đường, xét diện tích tam giác và công thức tính khoảng cách. Đó là “một 
điểm +” cho cách một vì nó giúp ta ôn tập lại những kiến thức đã học.  Tuy vậy, 
nhược điểm nói chung là cách giải 1 khá dài, sử dụng tính toán nhiều. Và đặc biệt, 
dù ta có lợi thế vẽ hình biết M ở đâu? nhưng lại không dùng được AM  BC. Và vô 
tình đẩy công thức tính diện tích sang một hướng khác nặng nề. Sau đó chúng ta 
còn phải loại đi một trường hợp nhờ may mắn kiểm tra AM  BC.     

 
 Với cách 2, việc gọi thêm một đường cao AH vô tình giúp ta “giải phóng” điểm 
M và khai thác triệt để công thức tính diện tích tam giác. Đặc biệt, cách đưa đẳng 
thức độ dài về đẳng thức véctơ một lần nữa cho ta thấy sức mạch của nó với ưu 
điểm tính toán nhẹ nhàng, tuy nhiên trong một số trường hợp chúng ta cần chú ý 
đến vấn đề vẽ hình phác thảo. “Con người chịu ảnh hưởng rất lớn bởi tư duy 
hình thức”. Rất nhiều bạn sẽ vẽ hình theo TH1 và “quên mất để sót” TH2 mặc dù 
điểm M2 ta không nhận. Để khắc phục điều này, bạn chỉ cần đưa tọa độ các điểm 
lên hệ trục Oxy và nhanh chóng nhận xét đó là tam giác nhọn hay tam giác tù, 
cùng với đó là lợi thế trong việc kiểm tra đáp số.  

 
BÀI TOÁN 4 (HÌNH BÌNH HÀNH). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình 

bình hành ABCD có    1;0 ; 2;0A B . I là giao điểm của hai đường chéo AC 
và BD và I thuộc đường thẳng :d y x  . Biết rằng diện tích hình bình hành 
ABCD bằng 4. Xác định tọa độ điểm C và D. 

■ Đặt vấn đề:Trong các bài toán liên quan đến tứ giác mà điển hình là hình bình 
hành, hình thoi, hình chữ nhật và hình vuông thì giao điểm của hai đường chéo 
có thể giúp ta khai thác được gì?   

■  CÁCH 1: Vẽ phác thảo hình bình hành ABCD (không đưa lên hệ tọa độ). 
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☺ Ý tưởng :Do tính chất I là trung điểm của mỗi đường AC và BD việc tham số 

hóa I  d  và nếu tìm được I thì qua công thức trung điểm ta tìm được C và 
D. Còn công thức diện tích hình bình hành thì ta phải làmnhư thế nào?  Ta 
xét diện tích hình bình hành là tổng diện tích của những “tam giác con” bên 

trong đó cụ thểtrong bài này  
14 4 . ;
2ABCD ABIS S AB d I AB   như vậy ta 

cần viết phương trình đường AB để dùng công thức khoảng cách ở đây.   
► Hướng dẫn giải cách 1:   
 * Ta có I  d: y = x  I(m ; m) và AB = (1; 0) AB = 1  
 * Nhận xét: A và B đều thuộc trục hoành nên phương trình đường AB chính là 
 y = 0. 

     * Ta có:  
14 4 . ;
2ABCD ABIS S AB d I AB   4 = 2.1.|m| 

2
2




 

m
m

 

     * Với m = 2  I(2; 2). Do I  là trung điểm AC và BD nên ta có: 
2 4 3
2 4 4

A C I C

A C I C

x x x x
y y y y

    
 

    
 C1(3 ;4) tương tự ta có D1(2;4) 

     * Với m = –2  I(–2; –2). Do I là trung điểm AC và BD nên ta có: 
2 4 5
2 4 4

A C I C

A C I C

x x x x
y y y y

      
 

      
 C2(–5 ;–4) tương tự ta có D2(–6;–4) 

       Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 

       1 1 2 23;4 , 2;4 5; 4 , 6; 4C D hay C D     

 
■ CÁCH 2:Đưa tọa độ các điểm lên hệ tọa độ Oxy. 
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☺ Ý tưởng :Như chúng ta đã biết, việc đưa điểm lên hệ tọa độ thể hiện ý đồ rất rõ 

ràng của mình trong việc tính toán và kiểm tra đáp số. Trong bài toán này, ưu 
điểm của cách làm này là có ngay độ dài AB = 1 và nếu ta xét 

 . ;ABCDS AB d D AB  (công thức tính diện tích hình bình hành)  

     ; ; Dd D AB d D Ox y  .Mời các em xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải cách 2:   
 * Ta có I  d: y = x  I(m ; m)  

 và I là trung điểm BD và AC 
 

 

2 1; 2
2 2; 2

C m m
D m m
 

 


  

 * Ta có:  . ;ABCDS AB d D AB = 1.    ; ; Dd D AB d D Ox y   m =  2     

 * Với m = 2 C1(3 ;4) và D1(2;4) 
  * Với m = –2 C2(–5 ;–4) và D2(–6;–4) 
 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 

       1 1 2 23;4 , 2;4 5; 4 , 6; 4C D hay C D     

■  Lời bình: Thông qua bài toán này ta thấy được sức mạnh của “kỹ thuật sử 
dụng điểm đối xứng I”.Tuy chưa hình thành được một phương pháp nhưng đó 
chính là một trong những “kỹ thuật giải” mà bạn nên nhớ. Ngoài ra sau 4 bài 
toán trên bạn cũng có thêm trong mình “kỹ thuật sử dụng diện tích”(Xem lại 
phần các kiến thức về tứ giác, chương 1). Cũng không thể không nói đến “kỹ 
thuật sử dụng khoảng cách” mà tiêu biểu là kỹ thuật xét khoảng cách từ 1 
điểm M(xM; yM) đến hai trục tọa độ. Để dễ nhớ các em cần lưu ý: 

   ; & ;M Md M Ox y d M Oy x   
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BÀI TOÁN5 (HÌNH THOI). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thoi ABCD 

có  3; 2A  , hai đỉnh B và D cùng nằm trên đường thẳng : 3 1 0d x y    
và B có tung độ dương. Tìm tọa độ các đỉnh B, C, D biết diện tích thoi bằng 
60. 

■ Đặt vấn đề:Với số lượng điểm cần phải tìm như vậy thì câu hỏi đặt ra là ta nên 
 đặt bao nhiêu ẩn là thích hợp? 
■  CÁCH 1:Gọi I là giao điểm hai điểm đường chéo AC và BD. (kỹ thuật sử dụng 
 tâm đối xứng) 
☺ Ý tưởng : 

● Nhận thấy I mới chính là “nhận vật trung tâm” (yếu tố quyết định) đến bài 
toán này nên ta nghĩ cách tìm I (do khi có tọa độ I  tọa độ C  độ dài AC  
 độ dài BD qua 60ABCDS   ).  
● Vậy làm sao đểtìm I? Ta đã có I = AC  BD và đã có PT BD  tìm cách viết 
PT AC  AC  BD và  qua A(3; –2).             

 
► Hướng dẫn giải cách 1: 
 * Ta có AC  BD: x – 3y + 1 = 0  (AC): 3x + y + m = 0. 
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 Lại có AC qua A(3; –2)  9 – 2 + m = 0  m = –7. Vậy (AC): 3x + y – 7 = 0.       
     * Mặt khác, I = AC  BD  tọa độ I là nghiệm của hệ phương trình sau: 

3 7 2
3 1 1

x y x
x y y

   
 

    
I(2; 1) 

    * Do I là trung điểm AC 
2 4 1
2 2 4

A C I C

A C I C

x x x x
y y y y

    
 

    
C(1; 4) 

     * Ta có B  d  B(3b – 1; b) (b > 0), và IB (3b 3;b 1)   và IA (1; 3)   
  10IA   

     * 2 214 4 . 30
2ABCD ABIS S AI BI IB      

  2 2 2(3 3) ( 1) 30b b     2 2 ( )
( 1) 9

4 ( )
b ktm

b
b tm
 

   


 B(11;4) 

 * Do I cũng là trung điểm BD (dùng công thức trung điểm) D(–7; –2) 

    Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là      11;4 , 1;4 , 7; 2B C D     

 
■  CÁCH 2:Xuất phát từ diện tích (kỹ thuật sử dụng diện tích + kỹ thuật lập 
đường tròn ẩn mình) 

 
☺ Ý tưởng :Ta có 4 .ABCDS IA IB , nhưng    ; ;IA d A BD d A d    độ dài IB. 

Ta xét thấy có thể tính được 2 2 2AB IA IB    B, D chính là giao điểm giữa 
đường d và đường tròn (C) tâm A bán kính AB (do tính chất của hình thoi). Có 
tọa độ B và D  tọa độ I  tọa độ C.        

► Hướng dẫn giải cách 2 
*  Gọi I là giao điểm của hai đường chéo AC và BD. 

54  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 70 

 Ta có IA = d[A; BD] = d[A ; d] = 
3 6 1

10 10
10

IA
 

     

* Mặt khác, 2 214 4 . 30
2ABCD ABIS S AI BI IB     

 Lại có 2 2 2AB IA IB   = 100  AB = 10   
*  Nhận xét: B và C là giao điểm giữa đường thẳng d và đường tròn (C) tâm A(3; –2), 
 R = AB = 10. 

  2 2

3 1 0
( 3) (y 2) 100
x y
x
  


   

(Việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc !) 

 
2 7
4 11

y x
y x
    


  

( yB> 0) nên ta nhận B(11 ; 4) và D(–7 ; –2) 

*  Do I là trung điểm BDI(2;1)  

*  Lại có I là trung điểm AC 
2 4 1
2 2 4

A C I C

A C I C

x x x x
y y y y

    
 

    
C(1; 4) 

    Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là C (1; 4), B (11; 4), D (–7; –2) 
     Đưa tọa độ của điểm lên trục tọa độ Oxy để kiểm tra, ta được: 
■  Lời bình:Trả lời cho câu hỏi “đặt vấn đề”về việc nên đặt bao nhiêu ẩn thì như 

các bạn thấy nếu thực hiện ở cách 1, bạn chỉ phải đặt 1 ẩn duy nhất cho B hoặc 
D. Với cách 2, thì chúng ta không cần phải đặt ẩn mà chỉ phải xét sự tương 
giao giữa đường thẳng và đường tròn. Đó cũng là một trong những kỹ thuật đã 
nhắc trong phần đầu của chủ đề. Hãy xem đây là một “dấu hiệu”. Ngoài ra 
cũng phải bàn đến yếu tố khoảng cách trong bài này, “Có một điểm và một 
đường thẳng thì ta có thể lập thêm được 1 PT  đường thẳng hoặc song song 
hoặc vuông góc với đường thẳng đã cho hay cũng có thể xét khoảng cách từ 
điểm đó đến đường thẳng.  
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BÀI TOÁN6 (HÌNH CHỮ NHẬT). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình chữ 
nhật ABCD có đỉnh  3; 3C   , đỉnh A thuộc đường thẳng : 2 0d x y   . M 
là trung điểm cạnh BC và phương trình đường : 3 6 0DM x y   . Xác định 
tọa độ các đỉnh A, B, D biết D có hoành độ âm? 

■  Đặt vấn đề:Khi các giả thiết trong đề không đủ để giúp ta giải quyết bài toán 
thì ta sẽ làm gì? Chắc chắn bạn sẽ nghĩ ngay đến việc tăng thêm giả thiết. Một 
trong những kỹ thuật hay nhất, thường dùng để giải quyết vấn đề này chính là 
“kỹ thuật sử dụng đường phụ”. Cụ thể là như thế nào thì xin mời các bạn xem 
lời giải sau. 

■  CÁCH 1:Vẽ AH và CK lần lượt vuông góc DM tại H và K.(kỹ thuật sử dụng 
 đường phụ) 

 
☺ Ý tưởng :Ta xét thấy điểm A  d thì đường d này chỉ có thể giúp ta « tham số 

hóa điểm A », ngoài ra giữa đường DM và điểm C là biết đầy đủ thông tin nhất. 
Nhưng kỹ thuật có thể xét đến ở đây nhất chính là“kỹ thuật sử dụng khoảng 
cách”  Vậy phải chăng d[A; DM] =?d[C;DM]  kẻ thêm đường AM        
 phát hiện 2ADM CDMS S   “kỹ thuật sử dụng diện tích”  để tìm điểm 
A. Sau khi tìm được A, ta sẽ dùng điều kiện tồn tại của hình chữ nhật (tính chất 
hình học) AD  CD  tọa độ điểm D. Ta cũng không quên sử dụng “kỹ 
thuật dùng tâm đối xứng” cụ thể ta tính tọa độ I (dựa vào A và C) tọa độ B. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 
 * A  d  A(a; – a – 2). Xét 2 2ABCD ADM CDM ADM CDMS S S S S      

 
1 1. . 2
2 2

AH DM CK DM AH CK   . 

     * Do AH = 2CK  d[A;DM] = 2[C;DM] 
2 2 2 2

| a 3( 2) 6 | | 3 9 6 |2
1 3 1 3

a     


 
 

 

1

2

3 (3; 5)
| 4a | 12

3 ( 3;1)
a A

a A
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(Câu hỏi đặt ra: trong hai điểm trên, có điểm nào không thỏa yêu cầu bài toán 
(YCBT) không? Nếu có thì làm cách nào để loại điểm đó đi?  

     * Nhận xét:      

TH1: A1(3;–5) và C(3;–3) ta có:    1 13 6 3 6 12.6 72A A C Cx y x y       > 0 

 (nằm cùng phía so với DM) 

TH2: A2(–3;1) và C(3;–3) ta có:    2 23 6 3 6 72 0A A C Cx y x y        

 (nằm trái phía so với DM) 
 Suy ra nhận điểm A2(–3;1). 
*  Gọi I = AC  BD  I là trung điểm AC  tọa độ I(0; –1) 
 Gọi D  DM: x – 3y – 6 = 0 D(3d + 6; d) (do xD< 0 nên 3d + 6 < 0 d < – 2) 
*  Ta có: ABCD là hình chữ nhật  AD  CD  

 AD.CD 0  với 
(3d 9;d 1)

(3d 3;d 3)

   


  

AD

CD
 

  (3d + 9)(3d + 3) + (d – 1)(d + 3) = 0  

  2
4 ( )

5 19 12 0 5
3 ( )

d ktm
d d

d tm


   


 

 D (–3; –3) 

*  Do I cũng là trung điểm BD nên ta có B (3; 1) 
    Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(–3; 1), B (3; 1), D (–3; –3) 
■  CÁCH 2: Gọi I = AC  BD và G = DM  AC. (kỹ thuật sử dụng đường phụ) 
☺ Ý tưởng :Một phản xạ bất ngờ ta nối hai đường chéo của hình chữ nhật lại 

(thứ nhất việc này để về sau ta sẽ sử dụng “kỹ thuật dùng tâm đối xứng”, thứ 
hai là để tìm thêm các yếu tố mới cho bài toán. Cụ thể ở đây chính là điểm G 
(trọng tâm BCD). Ta cũng sẽ tham số hóa điểm A theo đường d. Tuy nhiên 
thay vì xét như cách 1 thì ta lại thấy 3 điểm A, G, C thẳng hàng và G  DM, vì 
vậy ta sẽ tìm cách sử dụng “kỹ thuật chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức 
véctơ” (ĐTDĐĐTVT), ở đây AG = 2GC GA 2CG  tọa độ A tọa độ 
điểm I. Thay vì đi tiếp như cách 1, ta lại sử dụng “kỹ thuật lập đường tròn (C) 
ẩn mình” có tâm I , bán kính R = IC. D = (C)  DM  tọa độ D  tọa độ B. 
Mời các em xem lời giải.           
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► Hướng dẫn giải cách 2: 
     * Ta có G  DM: x – 3y – 6 = 0  G(3g + 6; g).  

 Do G là trọng tâm BCD (Vì IC và DM là trung   tuyến BCD )  2
3
ICGC    

 Lại có 4 2 2
3 3

IC ICAG AI IG IC GC AG GC          

     * Do AG = 2GC 

 GA 2CG 
3 6 2(3 6 3) 9 12

2(g 3) 3g 6
A A

A A

x g g x g
y g y

       
 

     
 

 Mặt khác A  d: x + y + 2 = 0  5
3

g 
 A(–3; 1) 

     * Gọi I = AC  BD  I là trung điểm AC  tọa độ I(0; –1) và 13IC    

      * Ta có D là giao điểm giữa DM và đường tròn (C) tâm I, bán kính 13IC 

 nên tọa độ D thỏa hệ: 

  2 2

3 6 0
(y 1) 13

x y
x
  


  

(Việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc !) 

 Suy ra  
18 43; 3 ;
5 5

D hay D 
   

 
. Do D có hoành độ âm nên ta nhận D(–3;–3) 

     * Do I cũng là trung điểm BD nên ta có B(3; 1) 
     Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A (–3; 1), B (3; 1), D (–3; –3) 
■  Lời bình: “kỹ thuật vẽ đường phụ” rõ ràng đã giúp ích được cho chúng ta rất 

nhiều trong quá trình giải toán. Tuy vậy việc tiếp cận theo các hướng khác nhau 
sẽ khiến ta phải linh hoạt vận dụng các kỹ thuật khác nhau. Mỗi một kỹ thuật 
đều có cái hay riêng của nó. Quan trọng là chúng ta khai thác chúng như thế 
nào? Nói về cách 1, ưu điểm của nó là đã vận dụng linh hoạt nhiều kỹ thuật 
giải cùng một lúc nhưng gặp nút thắt trở ngại ở việc “phát sinh nhiều điểm 

54  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 74 

A”, nếu không xử lý khéo vô tình sẽ làm bài toán dài thêm nữa do phải xét thêm 
1 trường hợp. Với cách 2, giải quyết được những nhược điểm của cách 1, 
nhưng có lẽ nút   thắt của bài là phát hiện điểm đặc biệt G và khai thác nó trong 
kỹ thuật chuyển ĐTĐDĐTVT. Qua đây ta cần lưu ý cách xét vị trí tương đối 
giữa điểm và đường.  

Chú ý: Cho hai điểm  ;M MM x y  ,  ;N NN x y và : 0ax by c    . Ta có:  

☺  M và N nằm cùng phía với đối với  khi và chỉ khi:  
   0M M N Nax by c ax by c      

☻ M và N nằm khác phía với đối với  khi và chỉ khi:  

   0M M N Nax by c ax by c      

 
BÀI TOÁN7 (HÌNH VUÔNG).Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình vuông 

ABCD có tọa độ  1;2N là trung điểm cạnh BC, đường trung tuyến kẻ từ 
đỉnh A của tam giác ADN có phương trình là :5 1 0d x y   . Xác định tọa 
độ của các đỉnh hình vuông đã cho biết A có hoành độ dương. 

■ Đặt vấn đề:Sau bài toán 6, chắc chắn bạn đã cảm thấy khá thích thú với việc kẻ 
thêm những đường phụ. Trong bài toán 7 này, ngoài việc sử dụng những đường 
phụ đó, cũng cần phải nói đến tính chất đặc biệt của hình vuông.Với những bài 
toán càng ít dữ kiện đi bấy nhiêu, thì lại luôn có một cách xử lý hoàn hảo cho 
nó?Đó là cách gì? Mời các bạn xem các cách giải sau. 

■  CÁCH 1:Gọi M và E lần lượt là giao điểm của d với DN và BC. ( kỹ thuật sử 
dụng đường phụ) 

☺ Ý tưởng : 
● Trong đề bài có một thông tin quan 
trọng chính là “đường trung tuyến d kẻ 
từ đỉnh A của ADN” ta sẽ thử kéo dài 
d cắt DN và BC để hy vọng phát hiện 
“các tỉ lệ đặc biệt”, cụ thể rong bài này, 
ta có ANED là hình bình hành  M, C 
lần lượt là trung điểm AE, NE và 

3
2
BCBE    

● Vậy câu hỏi đặt ra trong 4 điểm cần 
tìm, điểm nào có nhiều thông tin nhất?  
 điểm A  d  xung quanh điểm A có thể liên hệ với điểm nào?  điểm N 
 tính độ dài AN =?(Ta có thể tính được d[N;AE] =?  AN =?d[N;AE]).  
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● Để tìm được mối liên hệ trên, ta có thể “đặt cạnh hình vuông   AB = a  
tính tất cả các cạnh theo a tìm quan hệ giữa chúng với d[N;AE] ”  
● Sau khi tìm được điểm A, thì ta nên tìm tiếp điểm nào? điểm E (vì khi có E 
 C  I và B  D)  làm sao tìm E?  E  AE (tham số hóa E) và dùng độ 
dài AE  E (hoặc xem E = AE và đường tròn ẩn mình (C) có tâm N bán kính 
NE)           

►  Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Ta có ADEN là hình bình hành (do NE // AD và M là trung điểm DN)  
 Suy ra M là trung điểm AE và NE = AD = 2NC  

  BE = BN + NE = 3BN = 3
2
BC   

*  Đặt AB = a > 0 ta có 

2 2

2 2

5
2
13

2

aAN AB BN

aAE AB BE


  





  


và NE = AB = a 

 Mặt khác ANE có cosNAE = 
2 2 2AN AE NE 7

2AN.AE 65
 



 

 
 sinNAE = 2 41 (cos NAE)

65
   

*  Ta có:  
1 1. sin NAE ; .
2 2ANES AN AE d N AE AE    

  d[N;AE] = AN.sinNAE = 5 4 2.
2 65 13

a a
   

 Do đó d[N;AE] = 2
13
a  

2 2

| 5 2 1| 2
135 1

a 



 2a AB    

  
5 10 *

2 2
aAN     

*  Gọi A  AE: 5x – y + 1 = 0  A(m; 5m + 1) (m >0) và NA (m 1;5m 1)    

 Vậy (*)  2 2 210 1(m 1) (5m 1) 26m 12m 0
4 2

       
 

 
 1

2
m    (nhận) hay 1

26
m 
  (loại) 

 Suy ra 1 7;
2 2

A 
 
 

.  Lại có E  AE  E(e; 5e + 1) và 
1 5AE e ;5e
2 2
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*  Do 
2 2

2 126 26 1 5 265
02 4 2 2 4

e
AE AE e e

e
   

            
    

  

*  TH1: e = 1   1;7E . Lại có C là trung điểm EN  91;
2

C  
 
 

. 

 Vì N là trung điểm BC  11;
2

B  
 
 

và M là trung điểm AE  3 21;
4 4

M  
 
 

 

 M lại là trung điểm DN  172;
2

D 
 
 

 

 Xét :   5 1 5 1 10 0D D N Nx y x y        

  D và N cùng phía so với DN (loại)                

*  TH2: e = 0 E(0;1). Tương tự ta giải ra 3 5 1 3 1 5; , ; , ;
2 2 2 2 2 2

B C D      
     
     

  

      Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 

1 7 3 5 1 3 1 5; , ; , ; , ;
2 2 2 2 2 2 2 2

A B C D        
       
       

 

 
■  CÁCH 2: Gọi M và E lần lượt là giao điểm của d với DN và BC. (kỹ thuật sử 
 dụng đường phụ) 
☺ Ý tưởng : 
●  Tương tự như cách 1, ta cũng kéo dài AM cắt DN và BC lần lượt tại M và E. 

Đồng thời ta cũng có được các kết quả chứng minh được của cách 1, chỉ có 
điều thay vì khai thác khoảng cách để chuyển về độ dài tìm liên hệ AN thì ở bài 
này, chúng ta nghĩ cách tìm thêm một đường nữa “viết PT đường thẳng”(sẽ nói 
kỹ hơn ở chủ đề 2.2) 

●  Cụ thể ở đây đó chính là đường BE qua N và tạo với AE một góc AEN?(xét 

 cos BEAEB
AE

  )  

●  Sau khi viết được PT BE  
 AE BE N N quaB AE C B

BCE C B AB A I D


       (dùng 

 liên tiếp công thức trung điểm) 
► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  Ta có ADEN là hình bình hành (do NE // AD và M là trung điểm DN)  
 Suy ra M là trung điểm AE và NE = AD = 2NC  

  BE = BN + NE = 3BN = 3
2
BC  
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*  Xét 
2 2

3
32cos
13

  



BC
BEAEB
AE AB BE

và đường thẳng BC qua N có dạng: 

BC: a(x – 1) + b(y – 2) = 0 ( 2 2 0 a b  ) 
* Ta có:  

cosAEB = cos(AE;EB) = cos(AE;BC) = |cos( AE BCn ,n )| = AE BC

AE BC

| n .n | 3
| n | . | n | 13

  

2 2

2 2 2 2

| 5a b | 3 7a 10ab 17b 0
135 ( 1) . a b


    

  
(*) 

*  Nhận xét b ≠ 0 (vì b = 0 thì (*)  a = 0 (loại vì 2 2 0 a b ) nên ta chọn b = 7 

*  Với b = 7 thì (*)  2 10 119 0  a a   a = 17 hay a = –7      
TH1: a = 17; b = 7  BC: 17x + 7y – 31 = 0. 
 Ta có E = AE BC  tọa độ E là nghiệm của hệ  

6x5x y 1 0 6 4313 E ;
17x 7y 31 0 43 13 13y

13

 
      

    
      

 

 

  Vì C là trung điểm EN  19 69;
26 26

 
 
 

C và N là trung điểm BC  33 35;
26 26

 
 
 

B  

  PT AB  BC  AB: 7x – 17y + m  = 0.  

 Do AB qua 33 35;
26 26

 
 
 

B  m = 14 AB: 7x – 17y + 14 = 0 

  Ta có A = ABAE tọa độ E là nghiệm của hệ  
1x5x y 1 0 26

7x 17y 1 0 21y
26

 
    

 
    

 

 (loại vì xA>0) 

TH2: a = –7; b = 7  BC: x – y + 1 = 0. 
 Ta có E = AE BC  tọa độ E là nghiệm của hệ  

 
5x y 1 0 x 0

E 0;1
x y 1 0 y 1

    
  

   
 

 Vì C là trung điểm EN  1 3;
2 2

C  
 
 

 và N là trung điểm BC  3 5;
2 2

B  
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  PT AB  BC  AB: x + y + n  = 0. Do AB qua 3 5;
2 2

B  
 
 

 

  m = –4 AB: x + y – 4 = 0 

 Ta có A = ABAE tọa độ E là nghiệm của hệ 

1x5x y 1 0 2
x y 4 0 7y

2

 
    

 
    

 

 

 (nhận vì xA>0) 
      Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  

1 7 3 5 1 3 1 5; , ; , ; , ;
2 2 2 2 2 2 2 2

A B C D        
       
       

 

 
■  Lời bình:tiếp tục vận dụng “kỹ thuật vẽ đường phụ” vào việc giải bài toán 

trên, với cách 1, nút thắt nằm ở chỗ tính được tất cả độ dài các cạnh hình 
vuông theo a và đặc biệt là sử dụng “kỹ thuật dùng diện tích và khoảng cách”. 
Còn ở cách 2, thì tập trung viết phương trình đường BC với việc dùng “kỹ thuật 
dùng góc”. Qua đây ta cũng thấy được hình vuông có nhiều yếu tố đặc biệt mà 
các hình khác không có được. Có lẽ vì vậy mà trong các đề thi những năm gần 
đây hay đưa hình vuông vào đề thi và việc xử lý chúng không dễ chút nào khi đề 
thi ngày càng cho ít dữ kiện đi. 

 
BÀI TOÁN 8 (HÌNH THANG VUÔNG).Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

hình thang ABCD vuông tại A và D(2;2), cạnh CD = 2AB. Gọi H là hình 
chiếu của D lên cạnh AC và M là trung điểm HC. Biết rằng phương trình 
đường thẳng : 2 6 0DH x y    và đường thẳng : 4 7 61 0BM x y   . Tìm 
tọa độ các đỉnh A, B, C của hình thang ABCD. 

■ Đặt vấn đề:mô típ trong đề thi đại học gần đây là sử dụng các bài chứng minh 
hình học thuần túy để áp vào bài toán hình học phẳng, nghĩa là trước khi bạn 
muốn sử dụng các dữ kiện trong bài, bạn phải chứng minh một số yếu tố như sự 
bằng nhau về cạnh, về góc, sự vuông góc, song song, v.v… Dấu hiệu nào giúp 
cho ta biết phải tiến hành các bước chứng minh đó trước khi vào giải bài toán. 
Mời các bạn xem lời giải sau: 
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■ CÁCH 1:Gọi K là trung điểm DH. ( kỹ thuật sử dụng đường phụ) 
☺Ý tưởng :  
●  Khi chúng ta vừa vẽ hình ra đúng theo tỉ lệ đề cho thì ta “phát hiện” 

DMBM tìm cách chứng minh? 
●  Nếu gọi K là trung điểm DHAKMB là hình bình hành  AK // BM và AK  

DM (do K trực tâm)  
●  Khi đã chứng minh được BM  DM  viết PT DM và DM  BM = M    
●  Sau đó, viết PT AC  DH và qua M, AC  DH = H là trung điểm AM  tọa độ 

H tọa độ C. 
●  Để tìm A ta viết PT AD  CD và qua D  A = AD  AC (Kỹ thuật tương giao)    

●  Để tìm điểm B ta dùng CD = 2ABDC 2AB  (Kỹ thuật ĐTĐD  ĐTVT) 
► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Gọi K là trung điểm DH  KM là đường trung bình trong CHD KM // CD 

 và 
2

CDKM    

 Mặt khác AB // CD và 
2

CDAB    AKMB là hình bình hành  

 
( / /
/ /

KM DA doKM AB
AL BM


 


  

*  Xét ADM có ta có K = KM  DH  
  K là trực tâm của ADM lại có AK qua K AK  DM 



AK  DM 
AK // BM BM  DM 

*  DM  BM  (DM): 7x – 4y + m = 0, (DM) qua D(2; 2)  
  m = – 6  (DM): 7x – 4y – 6 = 0 
  Ta có M = DM  BM  tọa độ M thỏa hệ:  
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22x4x 7y 61 0 22 315 M ;
7x 4y 6 0 31 5 5y

5

 
      

    
      

 

 

  Mặt khác AC  DH  (AC): x – 2y + n = 0, (AC) qua 22 31;
5 5

M  
 
 

 n = 8 

  (AC): x – 2y + 8 = 0 

 Ta có H = AC  DH  tọa độ 4 22;
5 5

H  
 
 

. Do M là trung điểm HC C(8; 8) 

*  AD qua D(2; 2) nhận  DC 6;6  làm vectơ pháp tuyến có dạng : 

 6(x – 2) + 6(y – 2) = 0  (AD): x + y – 4 = 0. 
 Tương tự ta có A = AD  AC A(0; 4) 

*  Lại có CD = 2AB DC 2AB (phần giải tiếp xin dành cho bạn đọc)  
   B(3; 7)    
     Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0; 4), B(3; 7) và C(8; 8) 
■  CÁCH 2: (kỹ thuật “dùng tọa độ mới”) 
☺ Ý tưởng : Sau khi vẽ hình ta cũng phát hiện DM BM, thay vì tìm cách chứng 

minh bằng hình học thuần túy, chúng ta sẽ vận dụng một trong những ứng dụng 
của hình tọa độ trong việc giải và chứng minh các bài toán hình học phẳng(Các 
bạn có thể xem tiếp chương 3: “Một số ứng dụng của hình tọa độ Oxy vào 
việc giải bài toán hình học phẳng”) 

 
-  Cách làm tổng quát:  
 ● Ta sẽ “tạm quên đi” các dữ kiện liên quan đến tọa độ, phương trình trong hệ 
 tọa độ Oxy và chỉ giữ lại các yếu tố đã có của hình phẳng. 

● Ta tiếp tục thay thế hệ tọa độ Oxy bằng một hệ tọa độ khác, để từ đó bằng 
cách giả thiết mới ta đi đến điều phải chứng minh.  
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● Để làm được điều này, các bạn nên chọn áp hệ trục?xy vào nơi có hai cạnh 
vuông góc.  

►  Hướng dẫn giải: 
*  Dựng hệ trục Dxy như hình vẽ (DC  AD). 
 Gọi H1, H2 lần lượt là hình chiếu của H lên tia Dx, Dy.  
*  Đặt độ dài cạnh AB = a ( a > 0 ) CD = 2AB = 2a. 
 Và độ dài cạnh AD = b = ka ( k > 0). 

*  Ta có ADC  D có đường cao DH: 2 2 2

1 1 1
DH DA DC

 
 

 


2 2 2 2
2

2 2 2

DA .DC 4k aDH
DA DC k 4

 
 

 

*  Trong CHD  H có 1HH là đường cao có 2
1.DH CD DH  (hệ thức lượng 

trong   vuông)  

Suy ra 
2 2

2
1 2

DH 2k aDH
DC k 4

 


 

*  Tương tự với AHD  H có HH2 là đường cao 
2

2
2 2

DH 4kaDH
DA k 4

 


 

*  Ta có  tọa độ của các điểm là D(0; 0), C(2a; 0), B(a; ka), 
2

2 2

2k 4kH a; a
k 4 k 4

 
 

  
.  

 Do M là trung điểm HC 
2

2 2

2k 4 2kM a; a
k 4 k 4

 
 

  
 

*  Do đó, 
2

2 2

2k 4 2kDM a; a
k 4 k 4

 
  

  
 và 

2 3

2 2

k k 2kBM a; a
k 4 k 4

  
  

  
 

 Xét : 
2 2 3

2

(2k 4) k 2k( k 2k)DM.BM a 0
k 4

   
 


DM BM (đpcm) 

 (Phần giải tiếp xin dành cho bạn đọc) 
■ Lời bình:Có thể thấy, nếu như ở cách 1, bạn phải vận dụng rất nhiều tính chất 

của hình học phẳng để chứng minh kết quả của tính chất thì khi ứng dụng cách 
2, ta thấy được triển vọng của cách làm này. Đó cũng là phương pháp mà thầy 
nghĩ các bạn nên theo đuổi. Các bạn có thể xem kỹ chương 3, nếu muốn vận 
dụng nó vào việc giải các bài tọa độ phẳng Oxy này. Cũng cần phải nói thêm, 
khi tọa độ hóa thành công theo hệ tọa độ mới thì các tính chất, công thức các 
bạn điều có thể vận dụng được. (Nó tựa như ứng dụng hệ trục tọa độ Oxyz vào 
việc giải bài toán bài toán hình không gian cổ điển). Điểm mấu chốt của cách 
2 chính là tìm được vị trí để dựng hệ trục và tính toán các tọa độ của các 
điểm trên hình. 
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BÀI TOÁN9 (ĐƯỜNG TRÒN NGOẠI TIẾP TAM GIÁC). Trong mặt phẳng 

tọa độ Oxy, cho hình tròn   2 2: 25C x y   ngoại tiếp ABC có tọa độ các 

chân đường cao hạ từ B, C lần lượt là  1; 3M    và  2; 3N   . Hãy tìm tọa 
độ các đỉnh A, B, C biết A có tung độ âm.    

■ Đặt vấn đề:với bài toán 8 vừa rồi, chúng ta có thể nhận xét việc vẽ thêm đường 
phụ,chứng minh thêm một số yếu tố đóng vai trò rất quan trọng trong việc giải 
quyết bài toán hình phẳng Oxy. Bài toán 9 này cũng là một ví dụ điển hình cho 
vấn đề trên. 

☺ Ý tưởng :  
-  Thoạt nhìn bài toán rất mới mẻ với ta nhưng thật sự nếu bỏ qua các yếu tố về 

tọa độ thì đó chính bài toán chứng minh hình học trong phần hình tròn (lớp 9) 
mà ta đã học. bài toán khi đó đã yêu câu ta   chứng minh OA  MN. Và một 
trong những cách giải mà các em HS   lựa chọn là kẻ thêm tiếp tuyến từ A 
(đường phụ).  

-  Do OA  tiếp tuyến nên ta chỉ cần chứng 
minh Tiếp tuyến // MN.   
-  Việc chứng minh // có rất nhiều cách tiếp 

cận một trong những cách đó là dùng 
góc. Cụ thể trong bài này là ta sẽ chứng 
minh góc MNA = góc BAT. (dĩ nhiên 
cũng phải vận dụng CMNB là một tứ 
giác nội tiếp).   

► Hướng dẫn giải: 
*  (C) có tâm O(0;0) và bán kinh R = 5.  
 Ta có tứ giác CMNB là tứ giác nội tiếp (do CMB =CNB, 2 góc liên tiếp 
 cùng nhìn một cạnh bằng nhau) 
 Suy ra: BCM =MNA (1) (góc ngoài = góc đối trong) 
* Gọi AT là tiếp tuyến của đường tròn (C) AT  OA. Khi đó:  



TAB góc giữa tiếp tuyến AT và dây cung AB chắn cung AB 
ACB góc nội tiếp chắn cung AB  

 TAB =ACB (2)   
 Từ (1) và (2) MNA = TAB (so le trong)MN // AT mà AT  OA  
  OA  MN 

*  MN 3;0  là vectơ pháp tuyến của OA, nên OA có phương trình là x = 0.   

* Tọa độ điểm A là nghiệm của hệ 2 2

0 0
525

x x
yx y
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 Vì yA< 0 nên A(0; –5). 

*    AM 1;2 ,AN 2;2   lần lượt là vectơ chỉ phương của AC, AB. 

 Nên AC có phương trình AC: 2x + y  + 5 = 0, tương tự AB: x – y – 5 = 0 

 Tọa độ C là nghiệm của hệ  2 2

2 5 0 0; 5
4;3

4; 325

x y x y
C

x yx y

     
   

    
  

 Tọa độ B là nghiệm của hệ:  2 2

5 0 0; 5
5; 0

5; 025

x y x y
B

x yx y

     
  

   
 

     Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0; –5), B(5; 0) và C(–4; 3) 
■  Lời bình:Rõ ràng việc giải bài toán này cần phải gỡ cho được “nút thắt” OA 

MN, và nếu đề thi tiếp cận theo hướng có sử dụng chứng minh những tính chất 
hình học của lớp dưới thì sẽ là một điều vô cùng khó khăn cho các bạn. Quá 
trình đại số hóa hình học tuy mạnh nhưng cũng có một điểm giới hạn thật sự 
của nó. Một bài hình tọa độ mà được giải bằng cách hình học thuần túy bao giờ 
cũng mang đến những lời giải đẹp như mơ – ngắn gọn – súc tích. Trong tiến 
trình xây dựng các câu hỏi của chủ đề 1 này, thầy tập trung giới thiệu gần như 
là tất cả những đường hướng mà người ra đề có thể ra khi đặt vấn đề tìm tọa độ 
của một điểm thỏa mãn yêu cầu cho trước. Ngoài việc nắm vững một số nguyên 
tắc chung, hình thành cho mình một số kỹ thuật, song song đó, các em cũng cần 
rèn luyện lại việc chứng minh thêm các tính chất hình học.   

 
BÀI TOÁN10 (ĐƯỜNG TRÒN ẨN MÌNH). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

tam giác ABC vuông tại A có đỉnh B(1;1). Phương trình đường thẳng 
: 4 3 32 0AC x y   . Trên cạnh BC lấy điểm M sao cho BM.BC = 75. Tìm 

tọa độ đỉnh C, biết bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác AMC là 5 5  . 
■ Đặt vấn đề:bài toán khá quen thuộc khi 

yêu cầu chúng ta tìm tọa độ của điểm C. 
Tuy vậy vướng mắc ở đây chính là chúng 
ta chưa thể xác định tọa độ của tâm 
đường tròn ngoại tiếp AMC và chưa 
khai thác được BM.BC = 75. Trong tình 
huống này, ta nên giải quyết ra sao? Mời 
các bạn xem lời giải.   

☺Ý tưởng :  
● Do AB  AC và AB qua B  dễ dàng viết được phương trình AB 
  AB AC A   tọa độ A  độ dài AB (1).         
● Để xác định được tâm I (tâm đường tròn ngoại tiếp ABC)   ta cần xác định 
trước hết vị trí điểm M  dựa vào đẳng thức BM.BC = 75 (2).     
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● Đẳng thức BM.BC = 75 gợi cho ta liên tưởng đến một công thức khá quen 
thuộc trong hệ thức lượng của tam giác vuông  ABC  Vẽ AH  BC tại H  
BH.BC = 2AB  (3)        

● Từ (1), (2), (3)  BM
BH

 =?  vị trí M  BC    

● Để xác định tâm I là đường tròn ngoại tiếp AMC ta có thể kẻ các đường 
trung trực các cạnh AM, MC, AC và giao lại thì tìm được I. Tuy vậy chúng ta 
chưa gắn kết thực sự các yếu tố đã có bên ABC với AMC. Vì vậy ta sẽ vận   
dụng tính chất của tứ giác nội tiếp bằng cách vẽ thêm một điểm nữa  Đó 
chính là điểm D trên hình vẽ.       

● Dễ thấy ADCM chính là tứ giác nội tiếp do có DAC DMC 90   I 
chính là trung điểm CD.   

► Hướng dẫn giải: 
 * Ta có AB  AC  AB: 3x – 4y + m = 0. AB qua B(1; 1)  m = 1  
 AB: 3x – 4y + 1 = 0 
 A = AB  AC  Tọa độ A là nghiệm của hệ phương trình:  

4x 3y 32 x 5
3x 4y 1 y 4
   

 
    

 A(5;4) 

*  Ta có AB = 5. Gọi H là hình chiếu của A lên BC, khi đó AB2 = BH.BC = 25.  
Theo đề bài thì BM.BC = 75 BM = 3BH 
Qua M, kẻ đường thẳng vuông góc BC cắt AB tại D. 

* Ta có góc DAC = góc DMC = 90o đường tròn ngoại tiếp AMC có tâm I là 
 trung điểm của CD và bán kính ID 

 Xét ABC đồng dạng MBD (g–g) AB
MB = BC

BDBD = BM.BC
AB  = 75

5  = 15. 

*  Ta có góc DAC = góc DMC = 90o đường tròn ngoại tiếp AMC có tâm I là 
 trung điểm của CD và bán kính ID. 

*  Lại có C  AC  C(8 – 3c; 4c) và 


 AC = (3 – 3c; 4c – 4) 

 Vậy AC2 = 400 = (3 – 3c)2 + (4c – 4)2 (c – 1)2 = 16 

c = 5  C(-7; 20) 
c = -3  C(17; -12) 

     Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là C1 (–7; 20) hay C(17; –12) 
■  Lời bình:Có thể thấy, mấu chốt của việc giải bài toán này chính là việc xác 

định I là tâm đường tròn   ngoại tiếp AMC. Và một lần nữa ta lại thấy được 
“kỹ thuật vẽ đường phụ” hay đến mức nào. Tuy vậy, không phải ai cũng có 
thể nghĩ được. Điều quan trọng là ta xem việc kẻ thêm đường, gọi thêm điểm 
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là một việc hết sức tự nhiên trong quá trình chứng minh, lập luận, giải quyết 
một bài toán hình học. 

BÀI TOÁN 11 (GÓC TRONG ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 
cho đường tròn (C) có phương trình là 2 2 3 6 0x y x y     . Gọi M, N là 

hai điểm thuộc (C) thỏa mãn góc MON bằng 30o(O là gốc tọa độ). Tìm tọa 
độ trọng tâm G của MON biết G thuộc đường thẳng : 1 0d x y     

■ Đặt vấn đề:Trong bài toán đường tròn có liên hệ đến góc trong đường tròn thì 
 ta nên khai thác như thế nào? Mời các bạn xem lời giải. 

 
☺ Ý tưởng :  
●  Để bài đã gợi mở G  d tham số hóa điểm Gcần một pt? 

●  Nhận xét O  (C) MON chính là góc nội tiếp chắn cung MN của (C) và góc 

 MIN chính là góc ở tâm của (C)  

  số đo góc MIN = 2 MON = 60o.    

● Dễ dàng chứng minh được MIN đều  3 3
2 2

IM RIH     

● Để sử dụng độ dài IH ta biểu thị tọa độ H theo G qua công thức trọng tâm  
 tìm được tọa độ G. 
► Hướng dẫn giải: 

*  Ta có (C) có tâm 3I ;3
2
 

 
 

 và R = 
2

23 3 53
2 2
 

  
 

 

*  Mặt khác G d: x + y – 1 = 0 G(m ; 1 – m).  

* Nhận xét O(0 ; 0)   (C) MON chính là góc nội tiếp chắn cung MN của (C) 

 và góc MIN chính là góc ở tâm của (C) chắn cung MN  

  số đo góc MIN = 2 MON = 60o.   
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 Lại có IMN cân tại I (do IM = IN = R) IMN là  đều. 

*  Gọi H là trung điểm MN  IH  MN  IH = R 3 3 15
2 4

 .  

 Do G là trọng tâm MON  

 
2OG OH
3

 
3m 3 3mH ;
2 2

 
 
 

 và 3m 3 3m 3IH ;
2 2
   

  
 

 

*  Ta có  

 IH = 3 15
4

 2 135IH
16

 

2 23m 3 3m 3 135
2 2 16
    

    
   

  
2 15m 1

8
   

 Suy ra 

30 4m
4

30 4m
4

 



  




  

 Nên ta có 1 2
30 4 30 30 4 30G ; hay G ;

4 4 4 4
      
      
   

  

       Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 

1 2
30 4 30 30 4 30G ; hayG ;

4 4 4 4
      
      
   

 

■  Lời bình: Có một sự khó khăn nếu ta không phát hiện điểm O thuộc đường tròn 
(C). Bởi lẽ khi đó bạn không thể khai thác các góc đặc biệt trong đường tròn. 
Trong bài toán này, chúng ta đã nhắc lại một phần kiến thức đã học ở hình học 
lớp 9. Cũng cần phải nói thêm, các bài toán tọa độ có sử dụng các tính chất hình 
học lớp dưới mới thật sự trở ngại lớn nhất đối với các bạn. Chúng ta cũng không 
tránh né các vấn đề đó hoặc tìm một con đường khác để đi đến kết quả. Điều 
quan trọng là các kiến thức toán học được xây dựng từ những cơ sở sơ khai từ 
lớp dưới. Nếu bạn vẫn chưa nắm vững các kiến thức đó, các bạn có thể xem 
lại các kiến thức ở chương 1 trước khi tìm hiểu các bài toán tiếp theo liên 
quan đến đường tròn. 

 
BÀI TOÁN 12 (ĐƯỜNG TRÒN NỘI TIẾP TAM GIÁC). Trong mặt phẳng tọa 

độ Oxy, cho đường tròn 2 2( ) : 2 4 20 0C x y x y      và điểm  5; 6A  . Từ 
A vẽ các tiếp tuyến AB, AC với đường tròn (C) với B, C là các tiếp điểm. Tìm 
tọa độ tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 

■ Đặt vấn đề:Cũng là tâm của một đường tròn, nhưng tâm đường tròn ngoại tiếp, 
nội tiếp, bàng tiếp tam giác có một vị trí rất đặc biệt. Vậy làm sao để xác định 
tọa độ tâm đường tròn nội tiếp của một tam giác? Mời các bạn xem lời giải. 
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■  CÁCH 1:(Tìm tọa độ tiếp điểm B và C). 
☺ Ý tưởng :  
● Để tìm tọa độ tâm đường tròn nội tiếp, có rất nhiều cách, một trong những cách 

giải nhanh nhất chính là áp dụng tính chất aIA bIB cIC 0    (với ABC 
có a = BC, b = AC, c = AB và I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác). (Xem lại 
phần chứng minh bổ đề ở chương 1) 

●  Như vậy ta cần tìm tọa độ B và C? (Ở đây thầy nghĩ có hai hướng đi phù hợp 
 hơn cả) 

 
*  Hướng thứ 1, Xét {B; C} = BC  (C)  viết phương trình BC  BC  AI và 

qua H  tìm tọa độ điểm H  Do đã có AI và BI nên ta dễ dàng tính được HI 

 HI =?AI HI ?AI tọa độ H. 
*  Hướng thứ 2,Xét {B; C} = (C1) (C) (trong đó (C1) chính là đường tròn ẩn 

mình có tâm A và     bán kinh AB)tính độ dài AB  dựa vào BI và AI. 
● Sau khi tìm được tọa độ B và C, ta có thể áp dụng bổ đề trên để tìm nhanh tọa 

độ tâm đường tròn nội tiếp   ABC.  
► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Đường tròn (C) có tâm I(–1; 2) , bán kính R = 5 và IA = 10. 

 Mặt khác lại có AB = 2 2AI BI 5 3   
* Ta có B và C là giao điểm giữa hai đường tròn (C) và (C1) trong đó (C1) có tâm 
 A(5; –6) và bán kính là 5 3AB   . Do đó tọa độ B và C thỏa hệ phương trình: 

2 2

2 2

x y 2x 4y 20 0
(x 5) (y 6) 75

     


   
 Suy ra 

1 1

2 2

1 4 3 3 3 1 4 3 3 3B ; , C ;
2 2 2 2

1 4 3 3 3 1 4 3 3 3B ; , C ;
2 2 2 2

     
       
    


     
      
   

 

(Việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc) 
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 Do vai trò của BC là như nhau nên ta có thể chọn  

1 4 3 3 3 1 4 3 3 3B ; ,C ;
2 2 2 2

    
      
   

 

* Gọi H là trung điểm BC  BC = 2BH với 
2 2 2

1 1 1
BH BI BA

    

 5 3 5 3
2

BH BC      

 (Đến đây ta lại phát hiện ABC đều do BC = BA = AC nên ta có thể kết luận 
luôn trọng tâm tam   giác ABC chính là tâm đường tròn nội tiếp ABC. Tuy vậy ta 
vẫn sẽ kiểm tra lại bằng cách áp dụng tính chất trên) 
* Gọi G là tâm đường tròn nội tiếp ABC.  

 Ta có: BC.GA AC.GB AB.GC 0    

  Suy ra  GA GB GC 0    là trọng tâm tam giác ABC G(2; –2) 
 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là G(2; –2) 
 
■ CÁCH 2:(Phát hiện tam giác ABC đều) 
► Hướng dẫn giải cách 2 

*  Gọi H là giao điểm của BC và IA, ta có: 
2

2 5.
2

IBIH IA IB IH
IA

      

 
1 1IH IA H ;0
4 2

 
   

 
 

* Xét AIB có cos IB 1AIB
IA 2

 
 

 
AIB 60   mà ABC cân tại A (do AB = AC) ABC đều. 

*  Vậy tâm đường tròn nội tiếp ABC trùng với trọng tâm G của ABC. 

*  Gọi G là trọng tâm ABC   
2AG AH G 2; 2
3

    

 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là G(2; –2) 
■  Lời bình: Nếu chú ý ở hai bài toán 11 vừa rồi và bài toán 12 này thì ta có một 

nhận xét rút ra được trong quá trình đi tìm lời giải, có rất nhiều yếu tố hình học 
quan trọng, đặc biệt đã bị người ra đề “làm mờ” đi. Nếu không khéo léo phát 
hiện ra có thể hoặc bạn sẽ dẫn dắt bài toán theo hướng giải dài hơn, hoặc cũng 
có thể bạn không tìm thấy hướng giải quyết của bài toán. Ngoài phương pháp 
tìm trên chúng ta cũng có thể viết phương trình đường phân giác trong (dựa vào 
đúng định nghĩa tâm đường tròn nội tiếp chính là giao điểm của các đường phân 

54  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 89 

giác, tuy nhiên việc thiết lập phương trình phân giác trước hết phải có được yếu 
tố của phương trình đường thẳng, các cạnh của tam giác và hướng giải tương 
đối cồng kềnh, trừ trường hợp vạn bất đắc dĩ ta mới nên làm theo hướng đó). 

 
BÀI TOÁN13(ĐƯỜNG TRÒN BÀNG TIẾP TAM GIÁC). Trong mặt phẳng 

tọa độ Oxy, cho tam giác OAB có các đỉnh A và B thuộc đường thẳng : 4x + 
3y – 12 = 0 và điểm K(6; 6) là tâm đường tròn bàng   tiếp góc O. Gọi C là 
điểm nằm trên đường  sao cho AC = AO và các điểm C, B nằm khác phía 

nhau so với điểm A. Biết điểm C có hoành độ bằng 24
5

 . Tìm tọa dộ các đỉnh 

A và B. 
    (Trích đề minh họa kì thi THPT Quốc Gia 2015 – Bộ GD&ĐT) 
■ Đặt vấn đề:Gần như trong tất cả các tài liệu, bài tập, đề thi, dạng đường tròn 

bàng tiếp tam giác rất khi được người ra đề đề cập đến. Đây cũng là đầu tiên, 
trong một đề thi với mục tiêu thay đổi cách dạy và học ở Phổ Thông, xét tốt 
nghiệp THPT và hướng đến sàng lọc, phân loại, lựa chọn những học sinh có 
năng lực tiếp tục học lên tiếp các cấp bậc Đại Học, Bộ GD&ĐT đã đưa ra bài 
toán này. Trở lại bài toán, có phải điểm mấu chốt, là nút thắt của bài toán 
chính là việc xác định tâm đường tròn bàng tiếp tam giác? Mời các bạn xem 
lời giải. 

 
■  CÁCH 1:(Theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Trên  lấy điểm D sao cho BD = BO (D và D nằm khác phía nhau so với B). 
*  Gọi E = KA  OC và F = KB  OD.  Vì K là tâm   đường tròn bàng tiếp góc O 
và OAB nên KE là phân   giác của góc OAC. Mà OAC cân A (do OA = AC) 
Suy ra KE là đường trung trực của OC. Do đó E là trung điểm OC và KC = KO.     
*  Xét tương tự đối với KF, ta cũng có F là trung điểm OD và KD = KO. 
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*  Do đó CKD cân tại K. Kẻ KH  tại H  H là trung điểm CD. Như vậy: A 
và B lần lượt là giao điểm của  và trung trực d1 của đoạn OC, trung trực của   
đoạn OD (với D là điểm đối xứng của C qua H, H là hình chiếu vuông góc của 
K trên .    

*  Vì C  và có hoành độ 24 1
5 5o ox y 

     

Từ đó, trung điểm E của OC có tọa độ là E 12 6;
5 5

 
 
 

 và đường thẳng OC có 

phương trình x + 2y = 0. 
 Suy ra phương trình của d1 là: 2x – y – 6 = 0. 
*  A =   d1  tọa độ A là nghiệm của hệ phương trình:  

4x 3y 12 0
2x y 6 0
  


  

A(3; 0). 

*  Gọi d là đường thẳng đi qua K(6; 6) và d , ta có d: 3x – 4y + 6 = 0. 
 Do H =  d  tọa độ H là nghiệm của hệ  

4x 3y 12 0 6 12 12 36H ; D ;
3x 4y 6 0 5 5 5 5

      
     

      
 

*  Do đó, trung điểm F của OD có tọa độ là 6 18D ;
5 5
 

 
 

 và đường thẳng OD:  

  3x + y = 0. Suy ra d2: x – 3y + 12 = 0. 
* Mặt khác B =   d2  Tọa độ B là nghiệm của hệ  

 
4x 3y 12 0

B 0; 4
x 3y 12 0
  


  

 

 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(3;0) và B(0;4) 
 

■ CÁCH 2:(Vận dụng tính chất của phân giác tìm thêm điểm mới ) 
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☺Ý tưởng :  
● Do A thuộc  tham số hóa A.    
● Do C  tìm được tọa độ của C.  
● Nhận xét OK chính là đường phân giác trong   của OAB (Do K là đường 
tròn bàng tiếp OAB)   
 Viết phương trình OK.      
● Vì OA = CA  tìm đươc tọa độ điểm A.  
● Sử dụng tính đối xứng của phân giác  tìm được điểm A’ là điểm đối xứng 
của A qua phân giác  Có điểm A’ ta viết phương OA’     
● B = OA’  AB  tọa độ B       

► Hướng dẫn giải cách 2: 

*  Do C : 4x + 3y – 12 = 0  12
5Cy 

   24 12C ;
5 5

 
 
 

 .  

 Lại có A  A(3a; 4 – 4a) 

*  Theo đề bài ta có OA = CA  2 2OA CA  với 
 

24 32CA 3a ; 4a
5 5

OA 3a; 4 4a

  
   
 

  

 

 Suy ra 
2 2

2 2 24 329a 16(1 a) 3a 4a
5 5

   
        

     

 
48a 48  a = 1 A(3; 0) 

*  Do K là tâm đường tròn bàng tiếp ABC  OK là đường phân giác trong của 

 góc AOB  

 Đường OK qua O(0; 0) nhận OK (6;6) làm vtcp có dạng là:   

y 0x 0
6 6


  x – y = 0 

*  Gọi H là hình chiếu vuông góc của A lên OK và A’ là điểm đối xứng của H qua 
 OK (A’  OK). 
 Đường AH  OK  x + y + m = 0, AH qua A(3; 0)  m = – 3.  
 Vậy AH: x + y – 3 = 0 
 Lại có, H = AH  OK  Tọa độ H là nghiệm của hệ  

x y 3 0 3 3H ;
x y 0 2 2
    

  
   

 

 Mặt khác, H là trung điểm AA’ A’(0; 3) 

 * Đường thẳng OB qua O(0; 0) nhận OA ' (0;3)  làm vtcp có dạng là OB: 
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x 0

(t )
y 3t





 

 Do B  OB  B(0; 3t).  

 Mặt khác B : 4x + 3y – 12 = 0  4
3

t   B(0; 4) 

 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(3;0) và B(0;4) 
 
■  CÁCH 3:(Vận dụng tính chất của tâm đường tròn bàng tiếp tam giác) 
☺ Ý tưởng : Tâm đường tròn bàng tiếp tam giác tiếp xúc với một cạnh của tam 
 giác và phần kéo dài của hai cạnh còn lại (tương tự như tâm đường tròn nội tiếp 
  dùng định nghĩa tiếp xúc để chuyển sang khoảng cách) . 
●  Cụ thể trong bài này, chúng ta làm tương tự cách 2 khi tìm dễ dàng tọa độ A và C.  
●  Viết phương trình đường OA và gọi dạng đường thẳng OB:  

     2 20, 0o oa x x b y y a b       

●  Ta có d[K; OA] = d[K;OB]  Tìm được phương trình OB. 
●  OB  AB = B  Tọa độ điểm B.    
►  Hướng dẫn giải cách 3: 

*  Do C : 4x + 3y – 12 = 0  12
5Cy 

  
24 12C ;
5 5

 
 
 

 .  

 Lại có A  A(3a; 4 – 4a) 

*  Theo đề bài ta có OA = CA  2 2OA CA  với 
 

24 32CA 3a ; 4a
5 5

OA 3a; 4 4a

  
   
 

  

 

 Suy ra 
2 2

2 2 24 329a 16(1 a) 3a 4a
5 5

   
        

   
48a 48  a = 1  

  A(3; 0) 

*  Ta có đường thẳng OA qua O(0;0) và nhận OA (3;0) làm vtcp có dạng: y = 0 

 Gọi pt đường thẳng OB qua O(0; 0) nhận 2 2n (a;b) (a b 0)    làm vtpt có 
 dạng là: a(x 0) b(y 0) 0 OB: ax by 0        
*  Do K là tâm đường tròn bàng tiếp tam giác  d[K; OA] = d[K; OB]  

2 2 2 2

a 0| 0.6 6 | | 6a 6b | ab 0
b 00 1 a b

 
     

  
 

*  Với a = 0, ta chọn b = 1  OB: y = 0 (loại vì trùng đường OA)   
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*  Với b = 0, ta chọn a = 1  OB: x = 0. Lại có B = OB  AB  Tọa độ B là 
 nghiệm của hệ: 

 
4x 3y 12 0

B 0; 4
x 0

  



 

 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán làA(3;0) và B(0;4) 
■ Lời bình:Có thể thấy khó khăn lớn nhất của bài toán này của học sinh là không 

nắm và không hiểu hết được định nghĩa, tính chất của tâm đường tròn bàng 
tiếp tam giác. Tuy vậy ta vẫn thấy cách giải của Bộ GD&ĐT tương đối khó 
hiểu khi chú ý việc vận dụng “sử dụng kỹ thuật vẽ đường phụ”mà không khai 
thác triệt để tính chất của “tâm đường tròn bàng tiếp tam giác” (Các bạn có 
thể xem kỹ ở phần lý thuyết chương 1 nhé). 

 
BÀI TOÁN 14 (ĐƯỜNG ELIP). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip         

 
22

: 1
25 9

yxE    có hai tiêu điểm 1 2,F F . Tìm tọa độ điểm M thuộc (E) sao 

cho bán kính đường tròn nội tiếp tam giác 1 2MF F bằng 4
3

 . 

■ Đặt vấn đề:trải qua 13 bài toán với các dạng hình khác nhau từ tam giác đến 
tứ giác, đường tròn, giờ đây chúng ta tiếp tục đi tiếp đến đường elip (nằm trong 
bộ ba đường conic: Elip – Hypebol – Parabol). Bài toán tìm điểm M thuộc (E) 
thì ta nên khai thác theo những yếu tố nào? Mời các bạn cùng theo dõi. 

☺ Ý tưởng :  

 
-  Khi M  (E) ta chắc chắn có được 1 pt 2 ẩn  tìm thêm 1PT nữa. 
-  Từ PT (E) ta khai thác các yếu tố a, b, c của (E) 
-  Do M  (E) nên theo định nghĩa ta có 1 2 2MF MF a  .  
-  Bài toán đề cập đến bán kính đường tròn nội tiếp MF1F2 ta có thể đi theo 
 hướng phân giác hoặc khoảng cách từ tâm I đến các cạnh (cụ thể là Ox) bằng   
 r = 4/3. Hoặc cũng có thể khai thác nó theo công thức  
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  1 2
1 1; . .2
2 2 MS pr d M Ox F F y c     

►  Hướng dẫn giải: 

     * Từ (E): 

2
22

2

2 2 2

25 5
1 9 3

25 9
16 4

a a
yx b b

c a b c

  
 

      
    

(do a, b, c > 0 ) 

  Gọi M(xM; yM) là điểm cần tìm. Do M  (E) nên ta có 
2 2

1
25 9
M Mx y

  (1) và 

1 2 2 10MF MF a     

 * Xét MF1F2 có nửa chu vi p = MF1 + MF2 + F1F2

2  =  10 + 2c
2  = 9  

 Lại có 1 2
49. 12
3MF FS pr      (r là bán kính đường tròn nội tiếp  1 2MF F )         

 * Mặt khác,   1 2
1 1; . 9 .2 12 3
2 2 M MS pr d M Ox F F y c y        (2) 

 * Từ (1), (2) ta suy ra M(0; 3) hay M(0; –3) 
       Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là M(0 ;3) hay M(0 ;–3) 
■  Lời bình:Với bài toán tìm điểm liên quan đến Elip ngoài việc liên hệ các kiến 

thức đã học, bạn còn phải biết vận dụng các kỹ thuật ở những bài toán đã giới 
thiệu trước đó như kỹ thuật tham số hóa, kỹ thuật dùng diện tích, kỹ thuật vẽ 
đường phụ, v.v... 

 
BÀI TOÁN15(ĐƯỜNGHYPEBOL).Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hypebol 

 
22

: 1
4 16

yxH    và tọa độ điểm A(–2; 0). Tìm tọa độ điểm B và C thuộc 

nhánh phải của (H) sao cho ABC là tam giác đều.   
■ Đặt vấn đề:Tương tự như bài toán 14, khi tìm điểm thuộc các đường conic đã 

có phương trình thì việc khai thác các chỉ số a, b, c của phương trình chính tắc 
chắc chắn không thể bỏ qua. Cụ thể trong bài toán này thì ta nên khai thác 
chúng theo hướng nào? Đặc biệt việc cho điểm A(–2;0) có tạo được thuận lợi 
nào cho ta không? Mời các bạn xem lời giải. 

☺ Ý tưởng :  
●  Từ phương trình (H) ta khai thác các giá trị a, b, c. 
●  Nhận xét A  (H) mà (H) nhận trục hoành làm trục đối xứng nên để ABC đều 

(AB = AC) thì ta phải có 0,B C B Cx x y y    . Và cho điểm B  (H)  lập 
được một phương trình (1).   
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●  Gọi H là trung điểm BC  H thuộc trục hoành.  

 Ta có ABC đều  3
2

BCAH   pt (2). 

► Hướng dẫn giải: 

*  (H): 
2 2x y 1

4 16
 

 

 


2

2

2 2 2

a 4
b 16

c b a 12

 



     

 

a 2
b 4 (a,b,c 0)

c 2 3

 


  




 

*  Gọi B(xB; yB), C(xC; yC) là tọa độ điểm cần tìm.  (xB; xC> 0 do B và C thuộc 
 nhánh phải (H))                   

Nhận xét A(–2; 0)  (H), vì (H) nhận trục hoành làm trục đối xứng nên ta có    
0,B C B Cx x y y                        

*  Gọi K = BC  trục hoành ta có: B2 | y | 3BC 3AK AO AK
2 2

     

 Suy ra B
B B B

2 x
2 x | y | 3 | y |

3


     (1). 

*  Mặt khác ta lại có: B  (H) 
2 2

B Bx y 1
4 16

   (2).Thay (1) vào (2)  ta được: 

B
B B

B

2
2 2 2 B

B B B

B
B

B
B

B
2

B B
B

2 x
2 x | y |

| y | 3
3

(2 x )4x y 16 4x 16
3

2 x
| y |

2 x 3| y |
3 x 2

11x 4x 52 0 26x
11


   

 
     

 
 

  
     

    
   

 

 

  Do xB> 0 nên ta nhận  
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B

B

B

16 3y26 11x
11 16 3y

11




 
 






1 1

2 2

26 16 3 26 16 3B ; , C ;
11 11 11 11

26 16 3 26 16 3B ; , C ;
11 11 11 11

    
       
    


   
      
   

 

    Vậy tọa độ điểm cần tìm là: 
1 1

2 2

26 16 3 26 16 3B ; , C ;
11 11 11 11

26 16 3 26 16 3B ; , C ;
11 11 11 11

    
       
    


   
      
   

 

■ Lời bình:Có thể thấy với bài toán tìm điểm thuộc các đường conic, chúng ta đã 
có sẵn một phương trình của điểm. Tuy vậy nếu không biết cách phát hiện vị trí 
đặc biệt của điểm A, hoặc nhận xét các tính chất đặc biệt của (H) như nhận các 
trục tọa độ làm trục đối xứng thì dường như bài toán trở nên rất khó khăn. Việc 
vẽ hình cũng đã định hướng phần nào trong quá trình giải.  

BÀI TOÁN 16 (ĐƯỜNGPARABOL). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 
parabol   2:P y x  và tọa độ điểm I(0; 2). Tìm tọa độ điểm hai điểm M, N 

thuộc (P) sao cho IM 4IN  
■ Đặt vấn đề:tương tự như khi ta khai thác các đường elip, hypebol, với đường 

parabol ta cũng cần nắm vững những thuộc tính của chúng. Tuy nhiên với bài 
toán này, chúng ta không cần quan tâm đến các thuộc tính của chúng nhưng 
cũng cần phải nói, có một số bài nếu không nắm được thuộc tính của các đường 
conic thì rất khó để ta giải đúng và tìm nhanh ra kết quả như mong muốn. Mời 
các bạn xem lời giải. 

■  CÁCH 1: 
☺ Ý tưởng : Theo như yêu cầu bài toán, ta gọi tọa độ M và N  4 ẩn cần thiết 
 lập 4 phương trình? 
● phương trình (1)  M  (P),  
●  phương trình (2)  N  (P),  

●  phương trình (3) và (4)  khai thác biểu thức tọa độ IM 4IN . 
► Hướng dẫn giải cách 1: 

*  Gọi M(xM; yM), N(xN ; yN) là hai điểm thuộc (P). Khi đó ta có : 
2

M M
2

N N

x y (1)
x y (2)
 



 

*  Ta có M M

N N

IM (x ;y 2)

IN (x ;y 2)

  


 

.  
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 Theo đề bài ta có : IM 4IN 
M N

M N

x 4x (3)
y 2 4(y 2) (4)




  
 

*  Từ (1), (2), (3), (4) ta có hệ phương trình và giải hệ đó ta được : 

N N M N

N N M N

x 1 y 1,x 2 y 4
x 3 y 9,x 6 y 36

      


     


M(4; 2), N(1;1)
M(36;6), N(9;3)





 

 Vậy có hai cặp điểm thỏa yêu cầu bài toán là: 
M(4; 2), N(1;1)
M(36;6), N(9;3)





 

■  CÁCH 2: tham số hóa M, N  theo (P) (sử dụng 2 ẩn  thiết lập 2 phương trình, 
 việc giải tương tự như cách 1, xin dành cho bạn đọc)   
■ Lời bình:Như vậy là 16 bài toán đầu tiên với đủ các dạng hình cùng với câu 

hỏi tìm tọa độ điểm đã được giới thiệu đến các bạn. Để củng cố và nhấn mạnh 
một số kiến thức, kỹ năng, các bạn nên làm bài tập chọn lọc– tự luyện có 
hướng dẫn giải ở phần tiếp theo đây nhé. Đồng thời cũng cần nhấn mạnh, các 
chủ đề còn lại của chương này như viết phương trình đường thẳng, đường 
tròn, đường conic, v.v... đều có thể ứng dụng để tìm tọa độ điểm.  

 

BÀI TẬP CHỌN LỌC – TỰ LUYỆ N CHỦ ĐỀ  1 
 
Câu 1: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có A(2;6), B(–3; –4), C(5; 0).  
a. Tìm tọa độ trọng tâm G, trực tâm H của ABC. 
b. Tìm tọa độ I là tâm đường tròn ngoại tiếp ABC.   
c. Tìm tọa độ D là giao điểm của đường thẳng BC và đường phân giác ngoài của 

góc A. 
d. Tìm tọa độ J là tâm đường tròn nội tiếp ABC.    
e. Tìm tọa độ K là tâm đường tròn bàng tiếp góc A của ABC.  

    (ĐS:  
4 2 1; , 5;0 , I ;1 , (17;6), (2;1), (2; 9)
3 3 2

   
   

   
G H D J K ) 

a. Tìm tọa độ trọng tâm G, trực tâm H của ABC 
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■  Phân tích tìm lời giải: 
●Không quá khó để tìm tọa độ G do đã biết cả 3 tọa độ của 3 đỉnh A, B, C 
● Để tìm tọa độ điểm H ta dựa vào tính chất của trực tâm  AHBC và      

 BH  AC  chuyển về tích vô hướng giữa 2 véctơ để giải  tìm được tọa độ H. 
► Hướng dẫn giải: 
*  Do G là trọng tâmABC nên ta có:  

A B C
G

A B C
G

x x x 2 3 5 4x
4 23 3 3 G ;

y y y 3 36 4 0 2y
3 3 3

   
    

  
        



 

*  Gọi H(xH; yH) là tọa độ trực tâm của ABC  

 
AH BC
BH AC





(*) với 

AH (x 2; y 6)

BH (x 3; y 4)

BC (8; 4)

AC (3; 6)

   


  





 

 

 Do đó (*) 
AH.BC 0 8(x 2) 4(y 6) 0 x 5

H(5;0)
3(x 3) 6(y 4) 0 y 0BH.AC 0

       
    

      

 

b. Tìm tọa độ I là tâm đường tròn ngoại tiếp ABC   
■  Phân tích tìm lời giải: 

Để tìm tọa độ tâm đường tròn ngoại tiếpABC khi đã biết tọa độ của 3 đỉnh A, 
 B, C ta có thể giải theo 3 cách sau: 

● Cách 1: Gọi tọa độ I(x;y), vận dụng định nghĩa của tâm I là cách đều ba 

 đỉnh tam giác
IB IC
IB IA





 

● Cách 2: Lập pt d1, d2 lần lượt là phương trình trung trực của cạnh AB, BC ta 
có d1d2= I(vận dụng cách dựng tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác là giao 
điểm của các đường trung trực). 
● Cách 3: Gọi dạng khai triển của pt đường tròn (C) ngoại tiếpABC: 

2 2x y 2ax 2by c 0     , trong đó I(a;b) chính là tọa độ cần tìm. Lần lượt 
thay tọa độ A, B, C vào pt khai triểngiải hệ 3 pt 3 ẩn tìm I. 
● Cách 4: Ta cũng có thể vận dụng quan hệ thẳng hàng giữa trực tâm H, trọng 
tâm G và tâmđường tròn ngoại tiếp I đó chính là IH 3IG  (H và G là tọa độ 
đã tìm được ở câu a). 
● Cách 5: Ta cũng có thể gọi M là trung điểm BC, dựa vào tính chất 
AH 2IM  giải tìm I. 
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● Cách 6: Bằng cách tính tất cả các cạnh để kiểm traABC có là tam giác đặc 
biệt? 

 + Giả sử: ABC vuông tại A thì trung điểm cạnh huyền BC chính là tâm I   
 + Giả sử: ABC đều thì trọng tâm G của tam giác ABC chính là tâm I 

 + Giả sử: ABC cân tại A có góc BAC 120 thì tâm I chính là đỉnh thứ 4 
 của hình thoi ACDB. 

         
► Hướng dẫn giải cách 1: 

*  Gọi I(xI; yI) là tọa độ tâm đường tròn ngoài tiếpABC 
IB IC
IC IA





(*) 

* Với 
I I

I I

I I

AI (x 2; y 6)

BI (x 3; y 4)

CI (x 5; y )

   


  


 

 do đó (*)  

 

2 2

2 2

CI BI
CI AI
 





2 2 2 2
I I I I

2 2 2 2
I I I I

(x 5) y (x 2) (y 6)
(x 5) y (x 3) (y 4)
      


     
 

 
I I I

I I I

10x 25 4x 4 12 y 36
10x 25 6x 9 8y 16

      

     

  (nhận xét xI
2; yI

2 đều bị triệt tiêu nên 

 ta khai triển nhanh) 

 
I I I

I I
I

16x 12 y 15 x 1I ;12
16x 8 y 0 2y 1


      

    
      

 

► Hướng dẫn giải cách 2:Gọi d1, d2lần lượt là trung trực của cạnh AB, BC 

* Gọi 
1M ;1 , N(1; 2)

2
 

 
 

 lần lượt là trung điểm AB, AC. 
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* Ta cód1 qua 
1M ;1

2
 

 
 

 nhận AB ( 5; 10)   làm vtpt có dạng là : 

1
15(x ) 10(y 1) 0 (d ) : 2x 4y 3 0
2

          

* Ta cód2 qua  N 1; 2  nhận BC (8;4) làm vtpt có dạng là : 

28(x 1) 4(y 2) 0 (d ) : 2x y 0        

*  Ta có I là tâm đường tròn ngoại tiếpABC  I = (d1)  (d2) 

  tọa độ I là nghiệm của hệ: 
12x y 0 x 1I ;12

2x 4y 3 0 2y 1

 
      

    
      

 

► Hướng dẫn giải cách 3: 
* Gọi phương trình dạng khai triển của đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC là: 

2 2(C) : x y 2ax 2by c 0     với tâm I(a; b) 

* Ta có 

1aA (C) 4a 12b c 40 (1) 2 1B (C) 6a 8b c 25 (2) b 1 I ;1
2

C (C) 10a c 25 (3) c 30


      

   
           

          


 

► Hướng dẫn giải cách 4: 

*  Nhận xét I, H, G thẳng hàng và đặc biệt IH 3IG (phần chứng minh kết quả 
 bổ đề này mời các bạn xem ở chương 1). Do đó  

 IH 3IG 
I I

I

II I

4 15 x 3( x ) x 13 I ;12
2 2y 10 y 3( y )
3


        

    
      

 

► Hướng dẫn giải cách 5:Gọi M(1; –2) là trung điểm BC 

*  Nhận xét AH 2IM (phần chứng minh kết quả bổ đề này mời các bạn xem ở 
 chương 1).  

*  Do đó AH 2IM 
I I

I
I

15 2 2(1 x ) x 1I ;12
0 6 2( 2 y ) 2y 1


      

    
       

 

► Hướng dẫn giải cách 6: 
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  * Ta có 

AB ( 5; 10) AB 5 5

BC (8;4) BC 4 5

AC (3; 6) AC 3 5

     


  


   

 

*  Nhận xét BC2 + AC2 = AB2 (theo định lý Py–ta–go đảo) ABC  C tâm 
 đường tròn ngoại tiếp ABC chính là trung điểm cạnh huyền AB 

 

A B
I

A B
I

x x 1x 12 2 I ;1
y y 2y 1

2

 
    

  
    



 

 (hoặc nhận xét BC.AC 0 ABC  C)     
 
■  Lời bình cho câu b:Qua các cách giải đã trình bày ở câu b, chúng ta rút ra vài 
 nhận xét sau: 

Một là, đề cập đến việc xác định tâm đường tròn ngoại tiếp với những tam giác 
đặc biệt thì chúng ta có những lưu ý sau: 

 
Hai là, mỗi cách trên đều có cái hay riêng của nó, có cách thì vận dụng tính 
chất hình học, các kết quả đẹp từ đường tròn (cách 4 và cách 5), có cách vận 
dụng nội tại của định nghĩa và tính xây dựng của điểm (cách 1 và cách 2), có 
cách thì vận dụng phương trình đường tròn trong hình tọa độ Oxy (cách 3), đặc 
biệt là cách 6 với việc tính toán kiểm tra các dạng hình để rút ra những kết luận 
quan trọng.          

 
c.Tìm tọa độ D là giao điểm của đường thẳng BC và đường phân giác ngoài 
của góc A. 
■  CÁCH 1: 
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■  Phân tích tìm lời giải: 

● Yêu cầu của đề là tìm tọa độ DAD  BC = D  như vậy ta cần viết pt BC 
 và pt AD. 

● AD là phân giác ngoài góc A của ABC  AD  AE (2 phân giác vuông 
 góc nhau)     

● Ở đây ta có thể có những cách nào để viết phương trình AD?  
 + Hướng thứ 1: Ta có thể viết phương trình AC và AB sau đó dùng công thức 

 lập pt đường phân giác trong và ngoài của góc A. 
 + Hướng thứ 2:Ta tìm tọa độ E là chân đường phân giác trong kẻ từ A thông 

qua tỉ số của chân đường phân giác với các cạnh là AC CE
AB EB

   AD qua A và 

AD  AE. 
● Xin được trình bày lời giải cách 1 theo hướng thứ 1. 

 
► Hướng dẫn giải cách 1: 

 * Dễ dàng lập được phương trình AB ,AC, BC là 
AB: 2x y 2 0
AC : 2x y 10 0
BC : x 2y 5 0

  


  
   

 

 * Phương trình đường phân giác tạo bởi AB và AC là:  
2 2 2 10

4 1 4 1
x y x y   

 
 

 

 Suy ra 
y 6 0
x 2 0
 


 

 

(Để biết đường thẳng nào là phân giác trong hay ngoài ta có thể xét sự cùng 
phía của B,C so với các đường đó hoặc xét khoảng cách từ B (hoặc C) lần lượt 
đến hai đường  khoảng cách lớn nhất tương ứng với phân giác ngoài). 

 * Ta có: B(–3;–4) và C(5; 0): (–4–6).(–6) = 60 > 0  B và C cùng phía so với 
 đường y – 6 = 0AD: y – 6 = 0 chính là đương phân giác ngoài góc A.     
 * Ta có D = AD  BC  tọa độ D là nghiệm của hệ  
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y 6 0 x 17

D 17;6
x 2y 5 0 y 6
   

  
    

 

■ CÁCH 2: Sử dụng tỉ số chân đường phân giác ngoài. 
■  Phân tích tìm lời giải: 

● Ở lớp 8, chúng ta đã được học một định lý về đường phân giác.  

Cụ thể AC CE DC
AB EB DB

   

● Chúng ta sẽ dựa vào tỉ số đó để chuyển đẳng thức độ dài  đẳng thức véctơ.   
► Hướng dẫn giải cách 2: 
 * Ta có AB = 5 5, AC = 3 5. Theo định lý về đường đường phân giác ta có:   
AC DC 3 3 3 3DC DB DC BC CD CB
AB DB 5 2 2 2

        (chú ý dấu của véctơ) 

 Suy ra 
D

D

D
D

3x 5 .8 x 172 D(17;6)
y 63y 0 .4

2


  

  
  



 

■  Lời bình cho câu c: Qua việc tìm tọa độ chân đường phân giác ngoài ta rút ra 
 một số kinh nghiệm sau: 

Một là, dựa vào tỉ số chân đường phân giác ngoài ta hoàn toàn có thể giải 
nhanh bài toán này, tuy nhiên ta cần chú ý đến dấu giữa các véctơ, về sự cùng 
hướng, ngược hướng giữa các véctơ. 
Hai là, tuy là cách 1 trình bày tương đối dài và thiên về hướng “lập phương 
trình đường thẳng” (xem chủ đề 2) nhưng cũng cho ta một hướng tiếp cận khác 
đó chính là xét tọa điểm trong sự tương giao giữa các đường.  

 
d.Tìm tọa độ J là tâm đường tròn nội tiếp ABC. 
■  Phân tích tìm lời giải: 

Có thể có những cách nào để tìm tâm đường tròn nội tiếp ABC (khi đã biết tọa 
 độ 3 đỉnh)?   

● Cách 1:Tìm tọa độ E chân đường phân giác trong góc Adựa vào AC CE
AB EB

  

 tâm J chính là chân đường phân giác trong góc B của ABE (hoặc chân 
 đường phân giác trong góc C của ACE)     

● Cách 2: Lập 2 phương trình đường d1 và d2 là phân giác trong của 2 trong 3 
 góc bất kỳ của ABC  J = d1 d2 tìm được tọa độ J            

● Cách 3: Áp dụng bổ đề: “Cho ABC với BC = a, AC = b, AB = c và J là tâm 

 đường tròn nội tiếp của   tam giác. Khi đó: aJA bJB cJC 0    tọa độ J.    
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► Hướng dẫn giải cách 1: 
 * Gọi AE là đường phân giác trong góc A (E = AE  BC)   

 Suy ra: 5
3

AC CE
AB EB

   
5EB EC

3


 
3E 2;

2
 

 
 

 

 * Mặt khác, ta lại có J chính là chân đường phân giác trong góc B của ABE  

 Suy ra: 
JE CE 1
JA CA 2

  
1JE JA J(2;1)

2


   

► Hướng dẫn giải cách 2: 
 * Ta có đường phân giác trong góc A là AE: x – 2 = 0.   
 * Phương trình đường phân giác tạo bởi BC và AC là:  

2 5 2 10
4 1 4 1

   
 

 

x y x y
 

 Suy ra 
x 3y 5 0
3x y 15 0
  


  

 

 * Ta có: A(2;6) và B(–3; –4) thay vào đường x + 3y – 5 = 0 :  
 (2 + 18 – 5).(– 9 + 4 – 15) < 0  B và A khác phía so với đường x + 3y – 5 = 0 
  CJ: x + 3y – 5 = 0 chính là đương phân giác trong góc C.     
 * J = CJ  AE  Tọa độ J là nghiệm của hệ  

   
x 2 0 x 2

J 2;1
x 3y 5 0 y 1
   

  
   

 

► Hướng dẫn giải cách 3: 

 * Áp dụng bổ đề: BC.JA AC.JB ABJC 0    (việc chứng minh bổ đề này 
 mới bạn đọc xem ở lý thuyết chương 1) 

 * J A J B J C

J A J B J C

4(x x ) 3(x x ) 5(x x ) 0
4AJ 3BJ 5CJ 0

4(y y ) 3(y y ) 5(y y ) 0
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J J J J

J J J J

4(x 2) 3(x 3) 5(x 5) 0 x 2
J(2;1)

4(y 6) 3(y 4) 5(y 0) 0 y 1
       

   
       

 

 
e.Tìm tọa độ K là tâm đường tròn bàng tiếp góc A của ABC. 
■  Phân tích tìm lời giải: 

 
● Để xác định tâm đường tròn bàng tiếp của một góc trước hết bạn cần nắm lại 
định nghĩa và các tính chất liên quan của chúng (bạn có thể tham khảo phần lý 
thuyết chương 1 và bài toán mẫu của chủ đề 1 để hiểu rõ hơn).   
● Dựa vào định nghĩa và tính chất của tâm đường tròn bàng tiếp một góc trong 
tam giác ta có thể có những hướng giải sau: 
 + Hướng thứ 1: (Dựa vào định nghĩa K là tâm đường tròn bàng tiếp góc A 
chính là giao điểm giữa   phân giác trong góc A và hai đường phân giác ngoài 
của góc B và C)  như vậy ta chỉ cần lập phương trình các đường phân giác là 
có thể tìm được giao điểm. 
 + Hướng thứ 2: Do K là tâm đường tròn bàng tiếp góc A của ABC nên K sẽ 
cách đều cạnh BC và hai cạnh nối dài AC và AB  d[K;AB] = d[K; BC] = 
d[K;AC] (hướng đi này sẽ tối ưu hơn nếu như ta đã   có K  đường phân giác 
trong góc A).    

► Hướng dẫn giải cách 1: 
 * Ta có đường phân giác trong góc A là AE: x – 2 = 0. 
 * Dựa vào kết quả từ câu d, ta có phương trình đường phân giác ngoài của góc 
 C là  

CK: 3x – y – 15 = 0 
 * K = AE  CK  Tọa độ K là nghiệm của hệ  
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x 2 0 x 2

K 2; 9
3x y 15 0 y 9
   

   
    

 

► Hướng dẫn giải cách 2: 
 * Ta có K  AE: x – 2 = 0  K(2; k)   
 * Do tính chất của K nên ta có d[K;AB] = d[K; BC]  

 
| 2.2 k 2 | | 2 2k 5 |

4 1 4 1
   


 

 

 Suy ra |6 – k| = |2k + 3|  1k 1 K (2;1)
k 9 K(2; 9)

 


   
(loại K1 vì K1 J) K(2; 9)  

 
Câu 2: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

tam giác ABC có đỉnh A(1;5), trung 
tuyến CN và đường trung trực của 
cạnh BC lần lượt có phương trình là 
3x – 5y = 0 và 3x + 4y – 2 = 0. Tìm 
tọa độ các đỉnh B và C. 

 (ĐS:    1; 5 , 5;3B C  ) 

 
■  Phân tích tìm lời giải: 

● Để tìm tọa độ B và C ta xem B, C có đang thuộc phương trình đường thẳng 
nào không? hoặc liên hệ với     những tọa độ với điểm nào không?  C  CN, 
N là trung điểm AB và N  CN.     
● Ta cần thiết lập 2 phương trình có liên hệ với B và C. Vậy đó là những 
phương trình nào?  gọi H là   trung điểm BC  tọa độ H theo tọa độ B và C. 
Lại có H  trung trực của BC pt (1).  

● Mặt khác BC vuông góc với trung trực của BC  dBC.u 0  pt (2)      

● Từ (1), (2)  giải hệ phương trình tìm được tọa độ C và N  tọa độ C và B.    
► Hướng dẫn giải:Gọi N, H lần lượt là trung điểm của AB và BC. 
 * Gọi C  CN C(5c; 3c) và N  CN N(5n; 3n). 

 Ta có: N là trung điểm AB  N thỏa 


2xN = xA + xB 
2yN = yA + yB




xB = 10n - 1 
yB = 6n - 5  

 B(10n – 1; 6n – 5) 

 * DoH là trung điểm BC H thỏa 

B C
H

B C
H

x x 10n 1 5cx
2 2

y y 6n 5 3cy
2 2
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 Mặt khác ta có H d là đường trung trực BC  
  3xI + 4yI – 2 = 0 2n + c – 1 = 0 (1) 
  * Ta có BC  d: 3x + 4y – 2 = 0  

  dBC.u 0  với 
d

BC (5c 10n 1;3c 6n 5)

u (4; 3) la vtcp cua d

     


 

 

  Do đó ta có 4(5c – 10n + 1) – 3(3c – 6n + 5) = 0 c – 2n + 1 = 0 (2) 

 * Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 


c + 2n = 1 
c - 2n = 1 



c = 1 
n = 0  

  C(5; 3) và B(–1; –5) 
 Vậy tọa độ đỉnh cần tìm là C(5;3) và B(–1;–5) 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: C(5;3) và B(–1;–5) 
■  Lời bình:Có một số kinh nghiệm rút ra sau khi giải xong bài toán này: 

Một là, khi đặt tọa độ tham số hóa các điểm cần tìm, thì cách đặt và lựa chọn 
biến đặt cho phù hợp rất quan trọng, trong bài này với tọa độ điểm N nếu đặt xN 
= n hay yN = n đều có kết quả tọa độ điểm không đẹp dẫn đến gây ra khó khăn 
trong quá trình giải.         
Hai là, khi sử dụng tích vô hướng giữa các đoạn vuông góc, ta cũng có thể sử 
dụng véctơ chỉ phương (vtcp), véctơ pháp tuyến (vtpt) để thay thế.           

Câu 3: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ đỉnh C(–1; –1), 
trọng tâm G thuộc đường     thẳng x + y – 2 = 0. Biết độ dài cạnh AB = 5 và 
phương trình đường thẳng chứa cạnh AB là x + 2y – 3 = 0. Tìm tọa độ của đỉnh 
A và B. 

     (ĐS: 
3 1 1 36; , 4; 4; , 6;

2 2 2 2
          

       
       

A B hay A B ) 

■ CÁCH 1: 
■ Phân tích tìm lời giải: 

● Ta tìm cách tham số hóa điểm A và B  A và B thuộc AB. (Giảm ẩn)  
thiết lập 2 phương trình.   
● Sử dụng tính chất của trọng tâm G  biểu diễn tọa độ G theo tọa độ của A và 
B , lại có G  d  pt (1)     
● Mặt khác độ dài AB = 5 pt (2)   
● Từ (1) và (2) giải hệ tìm tọa độ A và B. 
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► Hướng dẫn giải cách 1: 

 
 * Ta có A và B  AB  A(3 – 2a; a) và B(3 – 2b; b) 
 Lại có G là trọng tâm ABC  tọa độ G thỏa  

  

A B C
G

A B C
G

x x x 5 2a 2bx
3 3

y y y a b 1y
3 3

   
 


     



 

 Mặt khác G  d: x + y – 2 = 0  

 
5 2a 2b a b 1 2 0 a b 2 (1)

3 3
   

        

 * Khi đó ta có A(7 + 2b; – b – 2) và B(3 – 2b; b) AB ( 4 4b;2b 2)     

 Lại có: 2 2 2AB 5 AB 5 16(b 1) 4(b 1) 5         

2

1 3 1b A(6; ),B(4; )1 2 2 2(b 1)
3 1 34 b A(4; ),B(6; )

2 2 2

  
 

    
    



 

 Vậy tọa độ điểm cần tìm là: 
3 1 1 36; , 4; 4; , 6;

2 2 2 2
          

       
       

A B hay A B  

 
■ CÁCH 2:Gọi M là trung điểm AB. 
■ Phân tích tìm lời giải: 

● Ta xét tọa độ A, B chính 
là giao điểm giữa đường 
thẳng AB và đường tròn 
ẩn mình (C)có tâm M và 
đường kính AB. 
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● Như vậy chỉ cần tìm được tọa độ điểm M là xem như mọi nút thắt của bài 
toán xem như được gỡ  M  AB  tham số hóa điểm M     

● Mặt khác G là trọng tâm ABC 
2CG GM
3

  biểu diễn tọa độ G theo 

tọa độ điểm M      
● Cuối cùng, do G  d  tìm được tọa độ điểm M  lập được tròn (C)  
 (C)  AB = {A; B}       

► Hướng dẫn giải cách 2: 

 * Ta có M  AB  M(3 – 2m; m). Do G là trọng tâm ABC CG 2GM  

 Suy ra 
G

G G

G G
G

5 4mxx 1 2(3 2m x ) 3
y 1 2(m y ) 2m 1y

3


    

 
     



 

 * Lại có G  d 
5 4m 2m 1 2 0 m 1

3 3
 

      M(5 ; –1)  

 * Đường tròn (C) tâm M(5 ; –1) và bán kinh 5
2 2

ABR    có dạng là: 

(C): 2 2 5(x 5) (y 1)
4

     

 * Mặt khác A, B là tọa độ giao điểm giữa đường thẳng AB và (C) nên tọa độ A 
 và B thỏa hệ: 

  2 2

2 3 0
5( 5) (y 1)
4

  



   


x y

x
(Việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc !) 

 

3 1A(6; ),B(4; )
2 2
1 3A(4; ),B(6; )

2 2

 


 
 



 

 Vậy tọa độ điểm cần tìm là:
3 1 1 36; , 4; 4; , 6;

2 2 2 2
          

       
       

A B hay A B  
 

■  Lời bình:Có một số kinh nghiệm rút ra sau khi giải xong bài toán này: 
Một là, tất cả các giả thiết đề cho điều đóng một vai trò quan trọng trong quá 
trình tìm kiếm lời giải cho ta, đó chính là chìa khóa, là lời gợi ý ẩn mình bên 
trong bài toán. Việc của ta là phải liên kết các dữ kiện đó từ rời rạc thành một 
thể thống nhất.          
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Hai là, trong quá trình trình bày các bài toán ví dụ, tác giả đã cố gắng sử dụng 
“lập phương trình đường tròn ẩn mình”, đây là một cách làm khá hay giúp ta 
củng cố và vận dụng mối liên hệ giữa đường tròn và đường thẳng.  

 
Câu 4: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ điểm (2; 1)A  , 

(1; 2)B  , trọng tâm G của tam giác nằm trên đường x + y – 2 = 0. Tìm tọa độ 

đỉnh C biết diện tích tam giác ABC bằng 27
2

. 

        (ĐS:    18; 12 9;15C hay C  ) 

■  Phân tích tìm lời giải: 
● Nhận xét: ta chưa có một đường thẳng chứa C không thể tham số hóa điểm 
C? Tuy nhiên ta có thể   tham số hóa tọa độ điểm G (do G  d: x + y – 2 = 0.  
● Do G là trọng tâm ABC  biểu diễn tọa độ C theo G  giảm ẩn của điểm C 
 cần một phương trình? 
● Yếu tố mà ta chưa khai thác đó chính là SABC? (Phương pháp diện tích gắn 

liền với phương pháp khoảng cách)  SABC = 12 CH.AB trong đó CH chính là 

khoảng cách từ C đến đường AB  viết pt AB. 
● Vận dụng khoảng cách từ C đến AB ta tìm được tọa độ Gtọa độ C. 

 
► Hướng dẫn giải: 
 * Ta có G  d: x + y – 2 = 0  G(g; 2 – g).Do G là trọng tâm ABC nên ta có : 

A B C
G

C G A B

C G A BA B C
G

x x x
x x 3x x x 3g 33 C(3g 3;9 3g)

y 3y y y 9 3gy y y
y

3

 
     

    
       



 

 * AB qua A(2; –1) nhận AB ( 1; 1)    làm vtcp nên có dạng:  

y 1x 2 x y 3 0
1 1
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 * Ta lại có SABC = 12 d[C, AB].AB với AB = 2 

 Suy ra d[C, AB] = 27
2


2 2

| 3g 3 (9 3g) 3 | 27
21 1

   



 |6g – 15| = 27 

g 7
g 2



 

 

*  Với g = 7  C1(18; –12)    
*  Với g = –2  C2(–9; 15)    

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:    18; 12 9;15C hay C   

■ Lời bình: Có một số kinh nghiệm rút ra sau khi giải xong bài toán này: 
Một là, đa phần các bài toán đề cập đến việc diện tích hoặc có cho dữ kiện là 
diện tích chính là chìa khóa để ta sử dụng “phương pháp khoảng cách”. Phương 
pháp khoảng cách có thể ứng dụng để tìm điểm nếu đã biết đường thẳng hoặc 
lập phương trình đường thẳng nếu đã tọa độ điểm. 
Hai là, qua cách giải câu 2 và 3, ta thấy khi đề cho trọng tâm ta có thể khai thác 
theo hướng dùng công thức tọa độ của trọng tâm hoặc tỉ số trọng tâm giúp ta 
tìm thêm điểm mới.  

 
 
Câu 5: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(2; 1), đường 

cao qua đỉnh B có phương trình đường thẳng: x– 3y – 7 = 0 .Đường trung tuyến 
qua đỉnh C có phương trình : x + y +1 = 0 . Xác định tọa độ B và C  và tính diện 
tích tam giác ABC. 

      (ĐS:    2; 3 , 4; 5B C   , S = 16 (đvdt)) 

■ Phân tích tìm lời giải: 

 
● Ở bài toán này, trước khi tham số hóa điểm B và C có tìm thêm được 
điểm mới hay đường thẳng mớinào không? đó chính là đường AC (do nhận 
xét AC qua A và vuông với đường cao kẻ từ B)  
● Kết hợp AC và phương trung tuyến kẻ từ C tìm được tọa độ điểm C.   
● Để tìm điểm B ta cho B thuộc đường cao kẻ B  tham số hóa điểm B.    
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● Gọi M là trung điểm AB  biểu diễn tọa độ M theo tọa độ B, M thuộc đường 
trung tuyến kẻ từ C    tìm được tọa độ điểm B    

● Để tính diện tích SABCsử dụng đường AC sẵn cóSABC = 12d[B; AC].AC 

► Hướng dẫn giải:Đặt d: x – 3y – 7 = 0, : x + y + 1 = 0 và M là trung điểm AB   
*  AC  d: x – 3y – 7 = 0  AC: 3x + y + m = 0.  
 Lại có AC qua A(2; 1)  m = – 7 
 Vậy AC: 3x + y – 7 = 0 

* Ta có C = AC  tọa độ C là nghiệm của hệ: 
x y 1 0

C(4; 5)
3x y 7 0

  
 

  
 

* B  d: x – 3y – 7 = 0  B(3b + 7; b).  

 Do M là trung điểm AB  3b 9 b 1M ;
2 2
  

 
 

 

* Mặt khác M  3b 9 b 1 1 0 b 3 B( 2; 3)
2 2
 

         và AC = 2 10 

*  SABC= 12AC.d[B;AC] = 12 2 10
2 2

| 3.( 2) 3 7 |
3 1
  


= 16 (đvdt) 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: B(–2; –3), C(4; –5) và SABC= 16 
■  Lời bình: Có một số kinh nghiệm rút ra sau khi giải xong bài toán này: 

Một là, trước khi tiến hành vào tìm điểm hay viết phương trình đường ta nên có 
bước đặt câu hỏi   có tìm thêm, “tạo thêm điểm mới, đường thẳng mới”? 
Như câu 4 vừa giải xong, ta thấy ngay việc tìm được phương trình đường AC 
giúp ta tìm nhanh tọa độ C và vận dụng công thức khoảng cách để tính diện tích   
Hai là, ta khai thác đường trung tuyến ở các khía cạnh như chứa đựng trung 
điểm cạnh đối diện, nếu giao thêm với 1 đường trung tuyến sẽ tạo ra trọng tâm 
(điểm đặc biệt trong tam giác), hoặc giao với 1 đường thẳng khác để có thể tìm 
được điểm mới, cụ thể trong bài là là đường AC.  
Ba là, ta khai thác đường cao trong tam giác ở khía cạnh như giúp ta viết 
phương trình cạnh vuông tương ứng, hay nếu giao với đường một đường cao 
khác thì tìm được trực tâm (điểm đặc biệt trong tam giác). 

Câu 6: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giácABC cân tại A có trọng tâm      
4 1;
3 3

G  
 
 

, phương trình đường thẳng chứa cạnh : 2 4 0BC x y   và 

:7 4 8 0BG x y   . Xác định tọa độ các đỉnh của ABC.     

    (ĐS:      0;3 , 0; 2 , 4;0A B C ) 

■ Phân tích tìm lời giải: 
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●Trong ba tọa độ A, B, C thì tọa độ điểm B dễ tìm nhất ( do BGBC = B) 
●Nếu gọi H là trung điểm BCviết được pt AH (tìm thêm đường thẳng mới) 
●AH  BC = H  tọa độ Htọa độ C. 
● Do G là trọng tâm ABC (kết hợp B và C)  tọa độ A (hoặc dùng tính chất 

của trọng tâm AG = 2GH)     

 
► Hướng dẫn giải: Gọi H là trung điểm BC. 
* Ta có B = BG  BC  tọa độ B là nghiệm của hệ  

x 2y 4 0
B(0; 2)

7x 4y 8 0
  

 
  

 

*  Ta có AHBC (do ABC cân tại A)  AH: 2x + y + m = 0. 

 Mặt khác, AH qua 
4 1G ;
3 3

 
 
 

 m = – 3. Vậy AH: 2x + y – 3 = 0 

*  Ta có H = AH  BC  tọa độ H là nghiệm của hệ 
x 2y 4 0

H(2; 1)
2x y 3 0
  

 
  

 

*  Do H là trung điểm BC  B C H C

B C H C

x x 2x x 4
y y 2y y 0

   
 

   
C(4; 0) 

*  Ta có G là trọng tâmABC 

A B C
G

A

AA B C
G

x x x
x x 03 A(0;3)

y 3y y y
y

3

 
 

  
   



 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:A(0 ;3), B(0;–2), C(4;0) 
Câu 7:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC với A(1; –2),  đường cao 

: 1 0CH x y   , phân giác trong : 2 5 0BN x y   .Tìm toạ độ các đỉnh B,C 
và tính diện tích tam giác ABC 

      (ĐS:  
13 9 454;3 , ; ,
4 4 4ABCB C S

 
    

 
)) 
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■  Phân tích tìm lời giải: 
● Do đề cho “đường cao CH”tìm thêm được đường mới. (do nhận xét    

 AB  CH và AB qua A)  viết pt đường AB. 
● Một dấu hiệu đặc trưng khi đề bài cho “đường phân giác” tìm thêm được 

 điểm mới. (do nhận xét về tính đối xứng của phân giác)  tìm được tọa độ     
 A’  BC viết pt đường BC.  

● AB  BN = B và BC  HC = C  tìm được tọa độ B và C.     

● Để tính SABC ta dùng công thức SABC = 12 d[C;AB]. AB 

 
► Hướng dẫn giải : 
* AB  CH: x – y + 1 = 0  AB: x + y + m = 0, AB qua A(1 ; –2) m = 1.  
 Suy ra AB : x + y + 1 = 0. 
* Ta có B = AB  BN  Tọa độ B là nghiệm của hệ :  

x y 1 0
B( 4;3)

2x y 5 0
  

 
  

 

* Gọi H là hình chiếu của A lên phân giác trong BN và A’ là điểm đối xứng của 
 A qua BN (ta có H là trung điểm AA’ và A’ BC) 
 Do AH  BN: 2x + y + 5 = 0  AH: x – 2y + n = 0, AH qua A(1; –2)  n = –5 
 Suy ra AH : x – 2y – 5 = 0. 
* Ta có H = AH  BN  Tọa độ H là nghiệm của hệ  

x 2y 5 0
H( 1; 3)

2x y 5 0
  

  
  

 

 Lại có H là trung điểm AA’  A’(–3 ;–4).  
* Đường BC qua B(–4;3) nhận A 'B ( 1;7)   làm vtcp có dạng:  

y 3x 4 7x y 25 0
1 7
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* Ta có C = BC  CH  Tọa độ C là nghiệm của hệ  

7x y 25 0 13 9C ;
x y 1 0 4 4

       
  

    

 

* Ta có SABC = 12BC.d[A; BC] =  
1 15 2 | 7.1 2 25 | 45. .
2 4 449 1

 



(đvdt) 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: ABC
13 9 45B( 4;3),C ; ,S (dvdt)
4 4 4

  
  

 
 

 
Câu 8:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai đường thẳng d1: 2x + y + 5 = 0,       

d2: 3x + 2y – 1 = 0 và điểm G(1;3). Tìm tọa độ các điểm B thuộc d1 và C thuộc 
d2 sao cho tam giác ABC nhận điểm G làm trọng tâm. Biết A là giao điểm của 
hai đường thẳng d1 và 2d . 

        (ĐS:    35;65 ,C 49; 73B   ) 

■ Phân tích tìm lời giải: 
● Với gợi ý A = d1d2 (1) cùng với B  d1, C  d2 (2)  d1 chứa đường AB, d2 

 chứa đường AC.                      
● Ta dễ dàng tính ra tọa độ điểm A nhờ (1), dựa vào (2) ta tham số hóa điểm B 

 và C. 
● Dùng công thức trọng tâm G để tính ra B và C 

 
► Hướng dẫn giải : 

* Ta có: A = d1d2 tọa độ A là nghiệm của hệ  
2x y 5 0

A 11;17
3x 2y 1 0

  
 

  
 

* Ta có B  d1: 2x + y + 5 = 0  B(b; – 5 – 2b) và C  d2 : 3x + 2y – 1 = 0  

 
1 3tC t;

2
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*  Do G là trọng tâm ABC 

A B C
G

A B C
G

x x x b t 3 11x
3

1 3ty y y 5 2b 9 17y 23

 
    

  
        



 

 

b c 14 b 35 B( 35;65)
4b 3c 7 c 49 C(49; 73)
      

    
      

 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:B(–35; 65) và C(49; –73) 
 
Câu 9:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho tam giác ABC có C(1;2), hai 
đường cao xuất phát từ A và B lần 
lượt có phương trình là x + y = 0 
và 2x – y + 1 = 0. Tính diện tích 
tam giác ABC. 

 (ĐS: 9 (dvdt)
2ABCS  ) 

■ Phân tích tìm lời giải: 
● Để tính diện tích tam giác ABC 

 ta có thể vận dụng công thức S = 12 đường cao. đáy  

● Trong đó đường cao chính là khoảng cách từ một đỉnh đến đường thẳng chứa 
cạnh đối diện ở đây trong bài này ta có thể chọn đỉnh C nhưng lại chưa có 
phương trình đường AB hay thông tin của cả điểm A và Btìm tọa độ điểm A 
và B 
● Để tìm tọa độ điểm B và A, ta có thể tham số hóa điểm A và B tương ứng với 
các đường thẳng đang thuộc tuy nhiên việc thiết lập 2 phương trình 2 ẩn nếu 
cóAHCB và BH CA (với H là trực tâm của   tam giác có thể tìm được)  
khá dài và phức tạp.     
● Ta xét xem A và B trong sự tương giao của các đường?  Ở đây A đã thuộc 
d1: x + y  = 0. Dựa vào hình vẽ ta thấy A  AC và AB Ta nghĩ đến việc lập 
phương trình AC hoặc ABở đây việc lập AC là khả thi nhất vì AC qua C và 
ACd2: 2x – y + 1 = 0. Một cách tương tự ta cũng viết được phương trình BC. 
● Khi tìm được tọa độ A và B, ta có thể dùng công thức  

  SABC = 12d[A;BC].BC = 12d[B;AC].AC  

 mà không cần phải lập thêm phương trình AB. Mời các bạn xem lời giải. 
► Hướng dẫn giải: 
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* Ta có AC  d1: 2x – y + 1 = 0  
  AC: x + 2y + m = 0, AC qua C(1 ; 2)  m = –5 
 Suy ra AC : x + 2y – 5  = 0.  

 Lại có A =AC  d2 Tọa độ A là nghiệm của hệ  
x 2y 5 0

A 5;5
x y 0
  

 
 

 

* Ta có BC  d2: x + y = 0 BC: x – y + n = 0, BC qua C(1 ; 2)  n = 1 
 Suy ra BC : x – y + 1 = 0.  

 Lại có B = BC  d1 Tọa độ B là nghiệm của hệ  
2x y 1 0

B 0;1
x y 1 0
  


  

 

* SABC = 12d[B; AC].AC = 2 21 | 0 1.2 5 | 9. (1 5) (2 5)
2 21 4

 
   


(đvdt) 

Vậy diện tích tam giác ABC là:SABC = 92 (đvdt) 

 

Câu 10:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho ABC có đỉnh A(4; 3), đường cao BH 
và trung tuyến CM có pt lần lượt là: 3x  y + 11 = 0, x + y  1 = 0. Tìm tọa độ 
các đỉnh B, C 

        (ĐS:    4; 1 , 5;6B C   ) 

■  Phân tích tìm lời giải: 
● Tương tự như bài toán 9, Khi có 
đường cao BH  viết phương trình 
ACC = ACCM. 
● Để tìm tọa độ điểm B ta có thể mã 
hóa B theo BH và biểu diễn tọa độ M 
theo tọa độ B (Do nhận xét M thuộc 
đường thẳng CM)  

► Hướng dẫn giải: 
* AC BH: 3x – y + 11 = 0 AC; x + 3y + m = 0, AC qua A(4; 3) m = –13. 
 Suy ra AC : x + 3y – 13 = 0.  
 Lại có C = AC  CM  

  Tọa độ C là nghiệm của hệ  
x 3y 13 0

C 5;6
x y 1 0
  

 
  

 

* Ta có B  BH: 3x – y + 11 = 0  B(b; 3b + 11).    
* Lại có M là trung điểm AB 
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M

B A M

B A M
M

b 4xx x 2x b 4 3b 142 M ;
y y 2y 3b 14 2 2y

2


     

    
      



 

* Mặt khác M  CM 
b 4 3b 14 1 0 b 4 B( 4; 1)

2 2
 

          

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:B(–4; –1) và C(–5; 6) 
 
Câu 11:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có phương trình đường 

AB: 5x – 2y + 6 = 0 và phương trình đường AC: 4x + 7y – 21 = 0. Biết gốc tọa 
độ O là trực tâm của ABC. Tìm trọng tâm của ABC.    

         (ĐS: 9 11;
2 3

G  
 
 

) 

■ Phân tích tìm lời giải: 
● Để tìm trọng tâm tam giác ABC ta nghĩ ngay đến việc tìm tọa độ 3 đỉnh A, B, 
C. Vậy câu hỏi đặt ra trong 3 đỉnh trên, đỉnh nào có thể tìm được dễ dàng nhất? 
chính là điểm A = AB  AC.   
● Cách 1: Rõ ràng trong hai điểm B và C còn lại vai trò là tương tự nhau nên ta 
xét việc tìm điểm B trước. Ta xét thấy O là trực tâm ABC  OB  AC và OB 
qua O  viết phương trình OB  OB  AB = B. Một cách tương tự ta cũng 
tìm được tọa độ điểm C. 
● Cách 2: Ngoài ra bạn cũng có thể 
tham số hóa tọa độ điểm BAB, 
CACtìm hai phương trình 2 ẩn? 
 Đó chính là phương trình OB  
AC và OC AB giải hệ pt tìm được 
tọa độ B và C.    

► Hướng dẫn giải cách 1: 
* Ta có A = AB  AC 

   Tọa độ A là nghiệm của hệ  
5x 2y 6 0

A 0;3
4x 7y 21 0

  


  
 

* Ta có OB  AC: 4x + 7y – 21 = 0  OB: 7x – 4y + m = 0, OB qua O(0; 0)  
  m = 0 
 Suy ra OB: 7x – 4y =  0.  
 Lại có: OB  AB = B  Tọa độ B là nghiệm của hệ  
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7x 4y 0

B 4; 7
5x 2y 6 0

 
  

  
 

* Ta có OC  AB: 5x – 2y + 6 = 0  OC: 2x + 5y + n = 0, OC qua O(0; 0)  
  n = 0     
 Suy ra OC: 2x + 5y =  0.  
 Lại có: OC  AC = C  Tọa độ C là nghiệm của hệ  

  
2x 5y 0 35C ; 7

4x 7y 21 0 2
    

   
    

 

* Vậy tọa độ trọng tâm G là 

A B C
G

A B C
G

x x x 9x
9 113 2 G ;

y y y 11 2 3y
3 3

 
    

  
      



 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:
9 11G ;
2 3

 
 
 

 

► Hướng dẫn giải cách 2: 
* Ta có A = AB  AC  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

  
5x 2y 6 0

A 0;3
4x 7y 21 0

  


  
 

* Ta có B  AB: 5x – 2y + 6 = 0  B(2b; 5b + 3),  C AC: 4x + 7y – 21 = 0 
  C(7c ; 3 – 4c)  
*  O là trực tâm ABC  

 
AC

AB

OB.u 0OB AC
OC AB OC.u 0

  
 

  

(*) với 
AB

AC

OB (2b;5b 3)

OC (7 c;3 4c)

u (2;5) la vtcp cua AB

u (7; 4) la vtcp cua AC

  


 





 

 

* Do đó (*) 
B( 4; 7)b 22b.7 4(5b 3) 0

355 C ; 77c.2 5(3 4c) 0 c
22
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*  Vậy tọa độ trọng tâm G là 

A B C
G

A B C
G

x x x 9x
9 113 2 G ;

y y y 11 2 3y
3 3

 
    

  
      



 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:
9 11G ;
2 3

 
 
 

 

■  Lời bình: khi đọc lời giải ở cách 2, nếu bạn tinh ý một chút sẽ phát hiện hai 
 điều quan trọng 

Một là, việc đặt ẩn tham số hóa cho B và C đã được cân nhắc, thay vì đặt xB= b 
ta đặt xB= 2b (tương tự với trường hợp xC = 7c thay vì xC = c). Việc đặt ẩn này 
hỗ trợ phần nào trong quá trình tính toán của bạn, tuy nhiên không phải lúc nào 
cũng thực hiện được. Nhưng trong quá trình tham số hóa các điểm ta luôn phải 
có ý thức đặt ẩn sao cho “gọn nhẹ” để tiện cho việc tính toán về sau. 
Hai là, thay vì sử dụng véctơ AC và AB thì ở cách 2 đã sử dụng véctơ chỉ 
phương của 2 đường để thay thế cho. Việc làm cũng góp phần giúp ta tính toán 
“gọn nhẹ” bài toán đi. Tuy nhiên xét ở một góc độ nào đó cách 1 vẫn có ưu thế 
hơn khi phát huy được việc “lập phương trình đường thẳng mới” trong quá 
trình tìm tọa độ điểm. 

 
Câu 12:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(–1; 2), B(2; 1) 

và trực tâm H(1; 2). Xác định tọa độ I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
          (ĐS: (1;3)I ) 

■ Phân tích tìm lời giải: 
● Để tìm tọa độ tâm I cách đều 3 đỉnh tam ABCta cần xác định cho được tọa 

độ điểm C 
 ● Để tìm tọa độ điểm C  xét C trong sự tương giao của các đường 
  C = AC  BC   
● Như vậy ta cần viết phương trình 
AC và BC trong đó ta có AC qua A 
và AC  BH, BC qua B và BC  AH.     
● Khi đã có tọa độ điểm C thì bạn 
đọc có thể xem lại câu 1 phần bài 
tập chọn lọc về cách xác định tâm 
đường tròn ngoại tiếp khi đã biết ba 
đỉnh A, B, C. (ở đây tác giả sử dụng 
cách viết phương trình đường tròn đi 
qua 3 điểm) 
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► Hướng dẫn giải : 

*  Đường AC qua A(–1;2) nhận ( 1;1)BH   làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

1( 1) 1( 2) 0 : 3 0x y AC x y          

*  Đường BC qua B(2; 1) nhận (2;0)AH  làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

2( 2) 0( 2) 0 : 2 0x y BC x        

* Ta có AC  BC = C  

  Tọa độ C là nghiệm của hệ 
3 0

2 0
x y

x
  


   

 

2
(2;5)

5
x

C
y


 


 

* Gọi phương trình khai triển của đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC có tâm 
 I(a; b) là: 2 2 2 2 0x y ax by c      

* Ta có 
( 1;2) ( ) 5 2 4 0 1
(2;1) ( ) 5 4 2 0 3
(2;5) ( ) 29 4 10 0 5

A C a b c a
B C a b c b
C C a b c c

        
  

         
         

 tâm I(1; 3) 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:I(1; 3) 
 
Câu 13:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác đều ABC có tọa độ đỉnh      

A(2; 1), B(–1; 2). Xác định tọa độ đỉnh C của tam giác ABC. 

     (ĐS: 1 2
1 3 3 3 3 1 3 3 3 3; ;

2 2 2 2
C hay C

      
      
   

) 

 
■ Phân tích tìm lời giải: 
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● Hướng thứ 1: Để tìm tọa độ điểm C thỏa mãnABC đều ta có thể gọi tọa độ 
C(m; n) và thiết lập hai phương trình 2 ẩn để giải  phương trình thứ 1 là 
CHAB (khi đó ABC cân tại C) và phương trình thứ 2 là BC = AB (khi đó 
ABC đều) 
● Hướng thứ 2: Ta sẽ tìm cách tham số hóa điểm C theo một đường thẳng đã 
có (nhưng hiện tại chưa có đường thẳng nào? ). Xét thấy có 3 đường thẳng qua 
C là AC , BC và HC (H là trung điểm AB)  DoABC đều nên HC là trung 
trực của AB  viết phương trình HC  tham số hóa điểm C theo đường thẳng 
HC. (khi đó bạn ABC đã là tam giác cân tại C).Để ABC đều thì ta có BC = 
AB  giải phương trình 1 ẩn tìm C.     
Ở đây tác giả trình bày bằng cả hai cách để bạn đọc tiện so sánh. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

*  Gọi C(m; n) là tọa độ điểm cần tìm và H là trung điểm AB
1 3;
2 2

H  
 
 

 

* ABC đều 
2 2

. 0HC AB
BC AB

 



(*) với 

( 3;1)

(m 1;n 2)
1 3;
2 2

AB

BC

HC m n


  


  


     
  

 

* Do đó (*) 
   

   
2 2

2 2

1 33 1 0 3
2 2

1 3 2 10
1 2 10

m n n m

m m
m n

    
         

     
         

 

2

3
2 2 1 0

n m
m m


 

  
 

 Suy ra 

1 3 3 3 3
2 2

1 3 3 3 3
2 2

m n

m n

  
  


  

  


 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: 

1 2
1 3 3 3 3 1 3 3 3 3; ;

2 2 2 2
C hay C
      
      
   

 

► Hướng dẫn giải cách 2: 

*  Gọi H là trung điểm AB
1 3;
2 2

H  
 
 

. Do ABC  HC  AB    
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* HC qua 
1 3;
2 2

H  
 
 

và nhận ( 3;1)AB   làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

1 33 1 0 :3 0
2 2

x y HC x y   
          

   
 

* Ta có C  HC  C(c; 3c) và ( 1;3 2)BC c c    
* ABC đều 

 
2 2 2 2 2 1 3( 1) (3 2) 10 2 2 1 0

2
BC AB c c c c c 

             

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: 

1 2
1 3 3 3 3 1 3 3 3 3; ;

2 2 2 2
C hay C
      
      
   

 

 
Câu 14: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho tam giác ABC có tọa độ đỉnh 
A(–2; 3), B(5; 2), C(–1; 0). Chứng 
minh tam giác ABC là tam giác 
vuông và tìm điểm M thuộc tia Ox 
sao cho tam giác AMB vuông tại M. 

 (ĐS:  4;0M ) 

■ CÁCH 1:Vẽ hình phác thảo 
 không kèm hệ trục tọa độ. 
■ Phân tích tìm lời giải: 

● Để chứng tỏ ABC vuông thì ta có thể tính độ dài các cạnh của tam giác để kiểm 
tra hoặc chỉ ra trong các tích vô hướng giữa các véctơ AB, AC, BC để xác định. 
● Do đề bài gợi ý M thuộc tia Oxtham số hóa điểm M theo tia Ox1 ẩn nên 

 cần 1 phương trình? 

● AMB  M  . 0MA MB   giải phương trình tìm được tọa độ điểm M.  
► Hướng dẫn giải cách 1: 

* Ta có 

(7; 1)

(6;2)

(1; 3)

AB

CB

AC

  





 

 . Xét 

. 7 3 10

. 42 2 40

. 6 6 0

AB AC

AB CB

CB AC

   


  


  

 AC  BC  

 ABC vuông tại C (đpcm)       
* Ta có: M  tia Ox  M(m; 0) (m > 0)    
* AMB  M  
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2 1

. 0 ( 2)( 5) 3.2 0 3 4 0
4

m
AM BM m m m m

m
 

           


 

*  Do M thuộc tia Ox nên ta nhận m = 4 M(4; 0) 
Vậy tọa độ điểm cần tìm là:M(4; 0) 
 

■  CÁCH 2: Vẽ hình kèm hệ trục tọa độ. 
■  Phân tích tìm lời giải: 

● Khi vừa đưa tọa độ của các điểm A, B, C lên hình vẽ ta phát hiệnABC 
vuông tại C  chỉ cần xét tích vô hướng giữa hai véctơ BC và AC để suy ra 
điều phải chứng minh. 
● Nhận xét ABC và AMB đều cùng nhận AB làm đường kính  M thuộc 
đường tròn đường kính AB  
● Viết phương trình đường tròn (C) có tâm I là trung điểm AB và bán kính 

 IA  M = (C)Ox 
► Hướng dẫn giải cách 2: 

*  Ta có 

(7; 1)

(6;2)

(1; 3)

AB

CB

AC

  





 

 .  

 Xét . 6 6 0CB AC     AC  BC ABC vuông tại C (đpcm)      

* Gọi I là trung điểm AB 
3 5;
2 2

I  
 
 

 và 5 2AB   

* Ta có M và C cùng nhìn AB dưới một góc vuông  M thuộc đường tròn đường 
 kính AB Tọa độ M là nghiệm của hệ:  

 

2 2 2 43 5 25 3 25
12 2 2 2 4

0 0 0

x
x y x

x
y y y

        
                       

  
    

 

 Do M  Ox nên x >0 x = 4, y = 0  
Vậy tọa độ điểm cần tìm là: M(4; 0) 

■  Lời bình: Có thể thấy việc đưa các điểm lên hệ trục tọa độ đã góp phần định 
hướng nhanh cho lời giải của ta, trong một số bài toán tình huống cụ thể ta nên 
vẽ hình kèm hệ trục để có những đánh giá chính xác nhất. 
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Câu 15:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có trung điểm các cạnh 
AB, BC, CA lần lượt là M (–1; –1), N (1; 9), P (9; 1). Xác định tọa độ I là tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

        (ĐS: 
7 7;
3 3

 
 
 

I ) 

■  Phân tích tìm lời giải: 
● Một trong những cách để xác định tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác là dựng 
các đường trung trực của tam giác, trong bài toán này với ta hoàn toàn có thể 
giải theo hướng đi trên vì xét thấy đường trung trực của BCMP và trung trực 
qua N (tương tự với các đường còn lại). 
● Quan sát kĩ hơn tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC lại chính là trực tâm 
của tam giác MNP (do IN MP, IP  MN) ta có thể chuyển bài toán xác định 
tâm ngoại tiếp tam giác quay về việc xác định trực tâm của tam giáctương tự 
như việc ta lập 2 phương trình đường cao. 

► Hướng dẫn giải : 
* Gọi d1và d2 lần lượt là đường trung 
 trực của BC và AC.    
* Do M, P lần lượt là trung điểm AB, 
 AC  
  MP là đường trung bình củaABC 
 Suy ra MP // BC  d1 MP     

* d1 qua N(1; 9) nhận (10;2)MP   làm 
 véctơ pháp tuyến có dạng là: 

 15( 1) 1( 9) 0 :5 14 0x y d x y         

* Tương tự ta có d2 qua P(9;1) nhận (2;10)MN   làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

2( 9) 5( 1) 0 : 5 14 0x y d x y         

*  Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp ABC  I = d1  d2 
  Tọa độ I là nghiệm của hệ: 

7
5 14 0 7 73 ;

5 14 0 7 3 3
3

xx y
I

x y y

 
      

    
      

 

 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:
7 7;
3 3

I  
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Câu 16: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có M(–1; 1) là trung 
điểm của một cạnh của tam   giác, phương trình đường thẳng chứa hai cạnh còn 
lại của ABC lần lượt là: x + y – 2 = 0 và 2x + 6y + 3 = 0. Xác định tọa độ các 
đỉnh của tam giác.    

 (ĐS: 1 7 9 1 15 7; , ; , ;
4 4 4 4 4 4

A B C      
     
     

) 

■  Phân tích tìm lời giải: 
● Do đề bài chưa xác định được 
chính xác phương trình các cạnh 
của tam giác và điểm M đang 
thuộc trên cạnh nào  Ta bắt buộc 
phải kiểm tra vị trí tương đối giữa 
điểm M với những đường thẳng đó.  
 

 Cụ thể ta sẽ thay tọa độ của điểm M vào cả hai đường trên và rút ra được 
nhận xét M không thuộc cả 2 đường thẳng trên    
● Do vai trò của các điểm A, B, C là như nhau nên ta có thể giả sử điểm M là 

 trung điểm cạnh AB và đường thẳng AC: x + y – 2 = 0, BC: 2x + 6y + 3 = 0. 
● Đến đây ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm C do C = AC  BC.   
● Để tìm tọa độ điểm A (hoặc B) ta có thể tham số hóa điểm A theo đường AC 
và dùng công thức trung điểm của M để biểu thị B theo tọa độ của A. 
● Cuối cùng ta cho điểm B thuộc đường thẳng BC  giải tìm B và suy ra A. 
Mời bạn đọc xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải : 
* Nhận xét điểm M không thuộc hai đường thẳng trên và do vai trò của các điểm 

 A, B, C là như nhau nên ta giả sử: : 2 0
: 2 6 3 0

M AB
AC x y

BC x y




  
   

 

* Ta có C = AC  BC  Tọa độ C là nghiệm của hệ  
15

2 0 15 74 ;
2 6 3 0 7 4 4

4

xx y
C

x y y

 
       

    
       

 

 

* Ta có A  AC: x + y – 2 = 0  A(a; 2 – a). Do M là trung điểm AB nên ta có: 

 
2 2 2

2 ;
2 2

A B M B M A

A B M B M A

x x x x x x a
B a a

y y y y y y a
       

    
     

 

* Măt khác B  BC: 2x + 6y + 3 = 0  2(–2 – a) + 6a + 3 = 0  
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1 7;
4 41

4 9 1;
4 4

A
a

B

  
 

  
  

 
   

 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:
1 7 9 1 15 7; , ; , ; .
4 4 4 4 4 4

A B C      
     
     

 

 
Câu 17:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có trực tâm H(–1; 4), tâm 

đường tròn ngoại tiếp I(–3; 0) và trung điểm cạnh BC là điểm M(0;–3). Xác 
định tọa độ các đỉnh của tam giác ABC.     

(ĐS:            7;10 , 7; 10 , 7;4 7;10 , 7;4 , 7; 10     A B C hay A B C ) 

■ Phân tích tìm lời giải: 
●Bài toán này sẽ không còn quá khó 
khăn cho bạn đọc nếu biết cách áp dụng 
các bổ đề về quan hệ của những điểm 
đặc biệt trong tam giác. Cụ thể trong 
bài này chúng ta sẽ tính nhanh ra tọa độ 
điểm A dựa trên đẳng thức 2AH IM  
và cùng với đó là nhận xét ta hoàn toàn 
có thể viết được phương trình BC (do 
BC qua   M và BC  MI) việc viết được 
phương trình BC phục vụ cho việc tìm 
tọa độ điểm B và C.   
Đến đây ta có hai hướng đi cho bài toán này: 
● Hướng thứ 1: Ta sẽ lập phương trình đường tròn ẩn mình (C) có tâm I bán kính 
IA ngoại tiếp ABC. Khi đó B và C là giao điểm giữa BC và đường tròn (C)   
● Hướng thứ 2: Ta sẽ tham hóa điểm B theo đường BC (và cần hiểu rằng việc 
tìm được tọa độ điểm B cũng xem như tìm được tọa độ điểm C do đã có M là 
trung điểm BC)  1 ẩn nên cần 1 phương trình  Ở đây đó chính là phương 
trình IA = IB.     
Trong bài toán này, xin được trình bày theo hướng thứ 1. 

► Hướng dẫn giải: 
* Ta có tính chất 2AH IM (việc chứng minh bổ đề mời bạn đọc xem lại 
 chương 1) 

 
 

1 2.3 7
7;10

4 2.( 3) 10
A A

A A

x x
A

y y
     

    
    

và 2 116IA   
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* Ta có BC qua M(0; –3) và nhận (1; 1)IM    làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

 
:1( 0) 1( 3) 0 : 3 0BC x y BC x y         

* Ta có B, C là giao điểm giữa BC và đường tròn (C) có tâm I(–3; 0) và bán kính 
 IA nên tọa độ B, C thỏa hệ phương trình: 

 

2 2( 3) 116
3 0

x y
x y

   


  
(việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc!) 

 Suy ra 
7 10 ( 7; 10),C(7;4)
7 4 (7;4),C( 7; 10)

x y B
x y B

       
 

    
 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: 

           7;10 , 7; 10 , 7;4 7;10 , 7;4 , 7; 10A B C hay A B C       

 

Câu 18:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có trọng tâm 7 4;
3 3

G  
 
 

 

và tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC là I(2; 1), phương trình đường 
thẳng chứa cạnh AB: x – y + 1 = 0. Xác định tọa độ các đỉnh các tam giác ABC 
biết B có hoành độ lớn hơn hoành độ của điểm A.   

     (ĐS:      1;0 , 3;4 , 5;0A B C ) 

 
■  Phân tích tìm lời giải: 

● Đề bài đã gợi ý các điểm đặc 
điểm biệt “trọng tâm G, tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC” Gọi thêm trực tâm H 
củaABCdo 

3IH IG tìm được tọa độ 
điểm H. 
● Dấu hiệu tiếp theo là ta dựa 
vào cách dựng tâm I  
 giao điểm của những đường trung trực  gọi N là trung điểm AB và viết 
phương trình đường trung trực của AB  N = AB  trung trực AB. 

● Vận dụng tính chất của trọng tâm G 2CG GN tìm được tọa độ đỉnh C 
● Đến đây ta chỉ cần xét AB trong sự tương giao giữa đường tròn (C) có tâm I, 

 bán kính IC và đường thẳng ABgiải hệ tìm được tọa độ A và B. 
► Hướng dẫn giải : 
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*  Gọi H là trực tâm củaABC. Ta có : 3IH IG  (3;2)H  

* Gọi N là trung điểm cạnh AB và d là trung trực của đoạn AB  d qua N và I.  
 Ta có: d  AB: x – y + 1 = 0  : 0d x y m   . (d) qua I(2 ;1)  m = – 3 

 Vậy  : 3 0d x y    

* Lại có N = d  AB  Tọa độ M là nghiệm của hệ  

  
3 0 1

1;2
1 0 2

x y x
N

x y y
    

  
   

 

*  Mặt khác, do G là trọng tâmABC  2GC NG  (5;0)C và 10IC   

* Ta có A, B là giao điểm giữa đường thẳng AB và đường tròn (C) có tâm I(2; 1) 
 bán kính 10IC  tọa độ A và B thỏa hệ:  

2 2( 2) ( 1) 10
1 0

x y
x y

    


  
(việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc!) 

1, 0
3, 4

x y
x y
  

 
 

 do A Bx x  nên ta nhận ( 1;0), (3;4)A B  

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: ( 1;0), (3;4)A B  

 
Câu 19: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ các đỉnh B(7; –1), 

C(–1; 5). Đường tròn nội tiếp ABC tiếp xúc với các cạnh AB và AC lần lượt tại E 
và F. Xác định tọa độ đỉnh A biết phương trình đường thẳng EF: 3x + 4y – 10 = 0 và 
E có hoành độ nguyên.   

       (ĐS: 31 19;
8 6

A 
 
 

) 

 
■ Phân tích tìm lời giải: 
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● Một phát hiện khá là bất ngờ và dường như quyết định đến việc giải bài toán 
này đó chính là BC // EF. Điều này dẫn đến việc ABC mà đề cho chính là  
cân tại A. 
● Với phát hiện trên, nếu gọi M là trung điểm BC  AM  BC  AM chính là 
phân giác trong của góc   A  vừa đi qua tâm nội tiếp I và qua đỉnh A cần tìm. 
● Giờ đây ta chỉ cần lập thêm 1 đường thẳng đi qua A nữa  là có thể tìm được 
tọa độ điểm A  vậy đó   là đường thẳng nào?  xét thấy đó chính là AB hoặc 
AC. (do vai trò của 2 đường là như nhau nên ta chọn lập đường AB) 
● Để lập phương trình đường AB (xem lại chủ đề 2: “cách lập phương trình 
đường thẳng”) thì ta lại có 2 hướng để đi. Do AB đã qua B(7; –1) nên ta tìm 
thêm 1 điểm nữa  điểm đó chính là E  thông qua tính chất của tâm đường 
tròn nội tiếp tam giác ABC  BE = BM 

► Hướng dẫn giải : 

* Ta có ( 8;6)BC    BC // EF do đó ABC cân tại A. Gọi M là trung điểm BC  
  M (3; 2) 

Đường thẳng AM qua M(3; 2) và nhận ( 8;6)BC    làm véctơ pháp tuyến có 
dạng là: 8( 3) 6( 2) 0 : 4 3 6 0x y AM x y          

* Mặt khác do đường tròn nội tiếp ABC tiếp xúc với 3 cạnh AB, AC, BC lần 
lượt tại E, F, M nên ta suy ra BE = BM(*). Ta có E  EF: 3x + 4y – 10 = 0  

 
10 3;

4
eE e  

 
 

 và 
14 37;

4
eBE e  

  
 

 

* Do đó (*) 
2

2
10

14 3( 7) 25 584
25

e
ee

e


         



.  

 Do e  Z nên ta nhận e = 10  E(10; –5)    

* Đường thẳng BE qua B(7; –1) và nhận (3; 4)BE    làm véctơ chỉ phương có 

 dạng là: 
7 1 : 4 3 25 0

3 4
x y AB x y 

    


 

* Ta có A = AM  AB  Tọa độ A là nghiệm của hệ  
31

4 3 25 0 31 198 ;
4 3 6 0 19 8 6

6

xx y
A

x y y

 
      

    
      

 

 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:
31 19;
8 6

A 
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■  Lời bình: Trong một số bài toán, có thể có những giả thiết ẩn mình đằng sau 
các giả thiết khác. Việc liên kết các giả thiết lại giúp ta phát hiện các yếu tố 
quan trọng trong việc giải bài toán. Các bạn cần lưu ý nhé. 

 
Câu 20: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho tam giác ABC vuông tại A, gọi M 
là điểm trên cạnh AC sao cho AB = 
3AM, đường tròn tâm I(1; –1) đường 
kính MC cắt BM tại D, phương trình 
đường thẳng CD: x – 3y – 6 = 0. Tìm 
tọa độ các đỉnh tam giác đã cho, biết 

điểm
4 ;0
3

E  
 
 

thuộc đường thẳng BC 

và C có hoành độ dương.    
 (ĐS:      2; 1 , 2;2 , 3; 1A B C    ) 

■ Phân tích tìm lời giải: 
● Trong các tọa độ A, B, C thì tọa độ điểm C là có nhiều yếu tố để tìm ra nhất 
do xét thấy C có hoành độ dương (như một lời gợi ý ta hãy đi tìm C) và C CD.   
● Để tìm tọa độ C ta có thể xét C trong sự tương giao giữa các đường thẳng mà 
ở đây có thể kể đến như BC và AC  Nhận xét nhanh ABCD chính là tứ giác 

nội tiếp và vì vậy góc ABM ACD và cùng với quan   hệ AB = 3AM ta có thể 
tính được góc của ABM  xác lập công thức tìm véctơ pháp tuyến của AC.    
● Khi đó C = AC  CD  Dựa vào tâm I  tìm được tọa độ điểm M và đồng 
thời BC qua E và C  viết phương trình BC. Do D  đường tròn đường kính 
MC nên BD  CD và BD qua M  viết phương     trình BD  B = BD  BC         
● Đến đây ta chỉ cần lập phương trình AB qua B và AB  AC  A = AB  AC      

► Hướng dẫn giải : 

* Nhận xét ABCD là tứ giác nội tiếp do 90BAC BDC   suy ra ABD ACD . 
 Ta có  

 
2

1 1 3tan tan cos
3 101 (tan )

AMABD ACD ACD
AB ACD

     



 

 Gọi 2 2( ; ), ( 0)n a b a b    là véctơ pháp tuyến của đường thẳng AC. 
 AC qua M(1; –1) có dạng: : ( 1) ( 1) 0AC a x b y     

* Ta có: 
2 2

3 3 | 3 | 3cos | cos( ; ) |
10 10 1010

CD
a bACD n n

a b
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 Suy ra 2
0

8 6 0 3
4

a
a ab ba


   
 


 

 Với 
3
4
ba 

 , ta chọn b = –4  a = 3. Khi đó :3x 4 7 0AC y    

 Ta có C = AC  CD  Tọa độ C là nghiệm của hệ   
3

3 4 7 0 3 115 ;
3 6 0 11 5 5

5

xx y
C

x y y

 
        

    
       

 

 

 (Loại vì C có hoành độ dương) 
 Với 0a  , ta chọn b = 1  : 1 0AC y    
 Ta có C = AC  CD  Tọa độ C là nghiệm của hệ   

 
1 0 3

3; 1
3 6 0 1

y x
C

x y y
   

   
     

 

* Khi đó BC qua C(3; –1) và nhận 
5 ; 1
3

EC  
  
 

 làm véctơ chỉ phương có dạng là: 

  

3 1: : 3 5 4 0
5 3

x yBC BC x y 
    


 

* Do M là trung điểm MC  M(–1; –1).  
 Lại có BM  CD: x – 3y – 6 = 0  BM: 3x + y + m = 0. 
 BM qua M(–1; –1)  m = 4. Vậy : 3 4 0BM x y    

 Ta có B = BM  BC  Tọa độ B là nghiệm của hệ:   

 
3 5 4 0 2

2;2
3 4 4 0 2

x y x
B

x y y
     

   
   

 

*  Do AC  AB  AB: x + n = 0, AB qua B(–2; 2)  n = 2. Vậy AB: x + 2 = 0     
*  A = AB  AC  Tọa độ A là nghiệm của hệ   

 
2 0 2

2; 1
1 0 1

x x
A

y y
    

    
    

 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:      2; 1 , 2;2 , 3; 1A B C     

 

Câu 21:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thoi ABCD  cạnh AC có phương 
trình là: ,0317  yx  hai đỉnh ,B D  lần lượt thuộc các đường thẳng 
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1 : 8 0,d x y   2 : 2 3 0d x y   . Tìm tọa độ các đỉnh của hình thoi biết rằng 
diện tích hình thoi bằng 75 và  đỉnh A có hoành độ âm. 

    (ĐS:      11;6 , 0;8 , 10;3 , ( 1;1)A B C D  ) 

► Hướng dẫn giải : 
*  1 2( ;8 ),  (2 3; ).B d B b b D d d d       

*  Khi đó D ( 2 3; 8)B b d b d       và trung điểm của BD  là  

  

2 3 8; .
2 2

b d b dI      
 
 

 

*  Theo tính chất hình thoi ta có : 

8 13 13 0 0. 0
6 9 9 0 1

ACBD AC b d bu BD
I AC b d dI AC

       
     

       
. 

 Suy ra (0;8);  ( 1;1)B D  . 

*  Khi đó 
1 9;
2 2

I  
 
 

; ( 7 31; )A AC A a a    . 

21 15. 15 2
2 2

ABCD
ABCD

SS AC BD AC IA
BD

       

 

2 2 263 9 225 9 97
2 2 2 2 4

3 (10;3) ( )
6 ( 11;6)

a a a

a A ktm
a A

     
             

     

 
  

  

 

 
Suy ra (10;3)C . 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:      11;6 , 0;8 , 10;3 , ( 1;1)A B C D   
 

Câu 22: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thoi ABCD có tâm I(2; 1) và       

AC = 2BD. Điểm M
10;
3

 
 
 

 thuộc đường thẳng AB, điểm N(0; 7) thuộc đường 

thẳng CD. Tìm tọa độ đỉnh B biết B có hoành độ dương. 

    (ĐS:  1; 1B  ) 

► Hướng dẫn giải : 
*  Gọi N’ là điểm đối xứng của N qua 
 I thì N’ thuộc AB, ta có:  

N
D

IA C

B

N'M
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'

'

2 4
2 5

N I N

N I N

x x x
y y y

  


   
 

 Phương trình đường thẳng AB:  
  4x + 3y – 1 = 0. 
*  Khoảng cách từ I đến đường thẳng  

  AB: 
2 2

4.2 3.1 1
2

4 3
d

 
 


 

 AC = 2. BD nên AI = 2 BI, đặt BI = x, AI = 2x trong tam giác vuông ABI có: 

2 2 2

1 1 1
4d x x

   suy ra x = 5  suy ra BI = 5  

*  Điểm B là giao điểm của đường thẳng 4x + 3y – 1 = 0 với đường tròn tâm I bán 
 kính 5  

*  Tọa độ B là nghiệm của hệ: 2 2

4x  3y –  1  0
( 2) ( 1) 5x y

 


   
  

 B có hoành độ dương nên B( 1; –1) 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:  1; 1B   

Câu 23: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (T):  
2 2 2 4 8 0x y x y      và điểm (7;7)M . 

 Chứng minh rằng từ M  kẻ đến (T) được hai tiếp tuyến MA, MB với A, B là các tiếp 
điểm. Tìm tọa độ tâm đường tròn nội tiếp tam giác MAB. 

    (ĐS: (3;1)K ) 
► Hướng dẫn giải : 
*  2 2( ) ( 1) ( 2) 13T x y      

 (1; 2); 13I R    

 Ta có: (6;9) 117 13IM IM   .  
 Suy ra điểm M nằm ngoài (T). 
*  Vậy từ M kẻ đến (T) được 2 tiếp tuyến.. Gọi K MI AmB  . 
 Ta có ,MA MB IA IB  MI là đường trung trực của AB 
*  Suy ra KA = KB KAB KBA KAM KBM     
 Do đó K là tâm đường tròn nội tiếp tam giác MAB. 

 Phương trình tham sốMI:
1 2

( )
2 3

x t
t R

y t
 


  

 

m

K

I

B M

A
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 Khi đó, ( )MI T  tại K1(3;1) và K2(–8;–12) 
Ta có 1 2.AK AK  Vậy 1K K , tức là K(3;1) 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: (3;1)K  

 

Câu 24: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho cho tam giác ABC có 5,AB   
( 1; 1)C   , đường thẳng AB có phương trình là 2 3 0x y    và trọng tâm G 

của tam giác ABC thuộc đường thẳng : 2 0x y    . Tìm tọa độ các đỉnh 
A  và .B  

    (ĐS: 1 3 1 34; , B 6; hay 4; , A 6;
2 2 2 2

A B       
          

       
) 

► Hướng dẫn giải : 
*  Gọi ( ; )I x y  là trung điểm của đoạn AB và ( ; )G GG x y  là trọng tâm của ABC . 

 Do 
2
3

CG CI  nên
2 1 2 1; .

3 3G G
x yx y 

   

*  Tọa độ điểm I  thỏa mãn hệ phương trình: 

 
2 3 0 5

2 1 2 1 12 0
3 3

x y x
x y y

  


  
    



.Vậy (5; 1)I   

*  Ta có 
5

2 2
ABIA IB    

 Gọi ( )C  là đường tròn có tâm (5; 1)I   và bán kính  

 
5

2
R  2 2 5( ) : ( 5) ( 1)

4
C x y     . 

*  Tọa độ hai điểm ,A B  là nghiệm của hệ phương trình: 

2 2

2 3 0 4 6
.5 1 3( 5) ( 1)

4 2 2

x y x x

x y y y

      
  

   
         

  

 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: 

  
1 3 1 34; ,B 6; hay 4; ,A 6;
2 2 2 2

A B       
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Câu 25: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho các điểm    A 1;0 , B 2;4 ,  
   C 1;4 , D 3;5  và đường thẳng d : 3x y 5 0   . Tìm điểm M trên d sao 

cho hai tam giác MAB, MCD có diện tích bằng nhau. 

    (ĐS:  1 2
11 27; , 8;19
12 12

M M 
 

 
) 

► Hướng dẫn giải : 
*  M thuộc d thi M(a;3a–5 ) 

*  Mặt khác :    
13;4 5, : 4 3 4 0

3 4
x yAB AB AB x y

        


 

 
   

1 44;1 17; : 4 17 0
4 1

x yCD CD CD x y 
          

*   
 

 

1

2

4 3 3 5 4 13 19
, ,

5 5
4 3 5 17 3 11

17 17

a a a
h M AB

a a a
h

   
  

   
 

 

*  Nếu diện tích hai tam giác giác bằng nhau nên: 

 

1 2

5. 13 19 17. 3 111 1. .
2 2 5 17

a a
AB h CD h

 
   

 

 

1113 19 3 11
12

13 19 11 3 8

a a a
a a a


         

 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:  1 2
11 27; , 8;19
12 12

M M 
 

 
 

 
Câu 26: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có phương trình 

đường thẳng AB và BD lần lượt là x – 2y + 1 = 0, x – 7y + 14 = 0, đường thẳng 
AC đi qua M(2; 1). Tìm toạ độ các đỉnh của hình chữ nhật 

    (Bài tập tự luyện) 
► Hướng dẫn giải : 

*  Dễ nhận thấy B là giao của BD với AB có
2 1 0 21 13;
7 14 0 5 5

x y
B

x y
    

  
    

 

Đường thẳng (BC) qua B(7;3) và vuông góc với (AB) cho nên có véc tơ chỉ phương: 
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21
51; 2 :
13 2
5

x t
u BC

y t


 

   
  


 

*  Ta có :    , 2 2 2 ,AC BD BIC ABD AB BD     

 (AB) có  1 1; 2n   , (BD) có  

    1 2
2

1 2

n . 1 14 15 31; 7 os =
5 50 5 10 10

nn c
n n




       

 Gọi (AC) có  ,n a b  

   2

2 2

a-7b 9 4os AC,BD os2 = 2cos 1 2 1
10 550

c c
a b

 
 

       
 

 

*  Do đó : 2 25 7 4 50a b a b  
 

    
2 2 2 2 27 32 31 14 17 0a b a b a ab b         

 

     

 

17 17: 2 1 0 17 31 3 0
31 31

: 2 1 0 3 0

a b AC x y x y

a b AC x y x y


           


         

 

*  (AC) cắt (BC) tại C 
14 5;
3 3

C  
 
 

 

 (AC) cắt (AB) tại A :  
2 1 0 7

7;4
3 0 4

x y x
A

x y y
    

   
    

 

 (AD) vuông góc với (AB) đồng thời qua A(7;4) suy ra (AD) : 
7
4 2

x t
y t
 


 

 

 (AD) cắt (BD) tại D : 
7

7 98 464 2 ;
15 15 15

7 14 0

x t
y t t D
x y

 
  

      
    

 

 Trường hợp (AC) : 17x – 31y – 3 = 0. các em làm tương tự . 
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Câu 27: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, đường tròn (C): 012422  yxyx  và 
đường thẳng d: 01  yx . Tìm những điểm M thuộc đường thẳng d sao cho 

từ điểm M kẻ được đến (C) hai tiếp tuyến hợp với nhau góc 090  
    (Bài tập tự luyện) 

► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  M thuộc d suy ra M(t; – 1 – t ) 

Nếu 2 tiếp tuyến vuông góc với nhau thì MAIB là hình vuông (A, B là 2 tiếp điểm).  

 Do đó AB=MI= IA 2 =R 2 = 6 2 2 3 . 

*  Ta có :    
2 2 22 2 2 8 2 3MI t t t        

 Do đó : 
 

 

12 2

2

2 2; 2 1
2 8 12 2

2 2; 2 1

t M
t t

t M

     
    

   

. 

► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  Gọi d' là đường thẳng qua M có hệ số góc k   
 Suy ra d' có phương trình : ( ) 1 1 0y k x t t hay kx y kt t          

*  Nếu d' là tiếp tuyến của (C) kẻ từ M thì d(I;d')=R 
2

2 2
6

1

k kt t

k

  
 


 

 
   

      

2 2

2 2 2

2 2 6 1

4 2 2 2 2 4 2 0

t k t k

t t k t t k t t

       

         
 

*  Từ giả thiết ta có điều kiện :  

 

    

2

2 2 2

2

2

4 2 0

' 4 2 4 2 4 0

4 2 1
4 2

t t

t t t t t

t t
t t


   


         


   
  

 

  1 22 2
1 2

2 1 2

2 6 1
' 19 0 2 ;2

12

t
k k

t t t k k M
k kt
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Câu 28: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip (E) : 044 22  yx .Tìm những 

điểm N trên elip (E)  sao cho : 0
21 60ˆ FNF (F1 , F2 là hai tiêu điểm của elip (E)) 

   (ĐS: 1 2 3 4
4 2 1 4 2 1 4 2 1 4 2 1; , ; , ; , ;
3 3 3 3 3 3 3 3

N N N N
        

               
       

) 

► Hướng dẫn giải : 

*  
2

2 2 2 21 4, 1 3 3
4
x y a b c c          

 Gọi    

2 2
0 0

0 0 1 0 2 0

1 2

4 4

3 3; 2 ; 2
2 2

2 3

x y

N x y E MF x MF x

F F

  



     

 


 

*  Xét tam giác 1 2F MF  theo hệ thức hàm số cos : 

  
2 2 2 0

1 2 1 2 1 22 os60F F MF MF MF MF c    

  
2 2

2

0 0 0 0
3 3 3 32 3 2 2 2 2

2 2 2 2
x x x x

      
                   

      
 

 

0
2 2 2 2
0 0 0 0

0

4 2
3 3 9 32 312 8 4 8
2 4 4 9 4 2

3

x
x x x x

x


 

            
 


  

 

0
2
0

0

1
1 3

19
3

y
y

y


 

   
 


 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: 

 1 2 3 4
4 2 1 4 2 1 4 2 1 4 2 1; , ; , ; , ;
3 3 3 3 3 3 3 3

N N N N
        

               
       

 

 
Câu 29:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC với A(1; –2),  đường cao 

: 1 0CH x y   , phân giác trong : 2 5 0BN x y   .Tìm toạ độ các đỉnh 
B,C và tính diện tích tam giác ABC 

    (Bài tập tự luyện) 
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► Hướng dẫn giải : 

*  Đường (AB) qua A(1;–2) và vuông góc với (CH) suy ra (AB): 
1

2
x t
y t
 


  

. 

 (AB) cắt (BN) tại B:
1

2 5
2 5 0

x t
y t t
x y

 


      
   

 

*  Do đó B(–4;3).Ta có : 
1 2 11, 2 tan

1 2 3AB BNk k 
 

      


 

 Gọi A' đối xứng với A qua phân giác (BN) thì A' nằm trên (AB). Khi đó A' nằm 

 trên d vuông góc với (BN) 
1 2

:
2

x t
d

y t
 

 
  

 

*  d cắt (BN) tại H :  

1 2
: 2 1 1; 3

2 5 0

x t
H y t t H

x y

 


         
   

  . 

 A' đối xứng với A qua H suy ra A'(–3;–4) . (BC) qua B,A' suy ra :   1; 7u    

 

 
 

4
:

3 7
x t

BC
y t
  

 
 

. (BC) cắt (CH) tại C 

 
4

3 13 93 7 ;
4 4 4

1 0

x t
y t t C
x y

  
  

         
    

 

*  Ta có : 
 

2 5
1 1 9 9 10. ( , ) .2 59 2 2 4, 2 2

2 2
ABC

AB
S AB h C AB

h C AB

 


   




 

 
Câu 30:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC biết A(1;–1) ,B(2;1), diện 

tích bằng 
11
2

 và trọng tâm G thuộc đường thẳng d : 3x + y – 4 = 0. Tìm tọa độ 

đỉnh C? 
    (Bài tập tự luyện) 

► Hướng dẫn giải : 
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*  Nếu G thuộc d thì G(t;4–3t). Gọi C( 0 0; )x y . Theo tính chất trọng tâm : 

0

0

0 0

1 2
3 33
12 94 3

3

xt x t
y y tt

 
  

 
   



 

*  Do đó C(3t–3;12–9t). 

 
2

1 1( ) : 2 3 0
1 21;2

1 2 5

x yAB x y
AB

AB

 
    

  
   

 

 Mặt khác, d(C,AB)= 
   2 3 3 12 9 3 15 21

5 5

t t t    
 . 

 

  
1 . ,
2ABCS AB h C AB 

15 21 15 211 115 15 21 11
2 2 25

t t
S t

 
       

 
 

32 17 2632 ;
15 5 515

20 4 1;015 3

t Ct

t t C

  
        

    

 

 
Câu 31:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, hãy xác định tọa độ các đỉnh của tam giác 

ABC vuông cân tại A. Biết rằng cạnh huyền nằm trên d: x + 7y – 31 = 0, điểm 
N(7;7) thuộc đường thẳng AC, điểm M(2;–3) thuộc AB và nằm ngoài đoạn AB 

    (Bài tập tự luyện) 
► Hướng dẫn giải : 

*  Gọi A      0 0 0 0 0 0; 2; 3 , 7; 7x y MA x y NA x y       . 

 Do A là đỉnh của tam giác vuông cân cho nên AM vuông góc với AN hay ta có: 

 
     0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

. 0 2 7 3 7 0

9 4 7 0

MA NA x x y y

x y x y

       

     
 

*  Do đó A nằm trên đường tròn (C) :    
2 2

0 03 2 20x y     

 Đường tròn (C) cắt d tại 2 điểm B,C có tọa độ là nghiệm của hệ phương trình : 
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2 2

2 2

2

31 73 2 20
28 7 2 207 31 0

31 7
50 396 768 0

x yx y
y yx y

x y
y y

      
  

       

 
 

  

 

*  Do đó ta tìm được : 
198 2 201 99 201 99 201;

50 25 25
y y  
    

 tương ứng ta tìm được các giá trị của x : 
82 7 201 82 7 201;

25 25
x x 
  . 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là: 

82 7 201 99 201 82 7 201 99 201; ;
25 25 25 25

A hay A
      
      
   

 

 
Câu 32:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): x2 + y2 – 6x + 2y – 15 = 

0. Tìm tọa độ điểm M trên đường thẳng d: 3x – 22y – 6 = 0, sao cho từ điểm M 
kẻ được tới (C) hai tiếp tuyến MA, MB (A, B là các tiếp điểm) mà đường thẳng 
AB đi qua điểm C (0;1). 

    (Bài tập tự luyện) 
► Hướng dẫn giải : 

*  (C) :    
2 23 1 25x y     , có I(3;–1) và R=5.  

    1 1 2 2; , ;A x y B x y  là 2 tiếp điểm của 2 tiếp tuyến kẻ từ M.  

 Gọi M  0 0 0 0; 3 22 6 0 (*)x y d x y      

*  Hai tiếp tuyến của (C) tại A,B có phương trình là : 

         1 13 3 1 1 25 1x x y y       

 Và      2 23 3 1 1 25 (2)x x y y       

 * Để 2 tiếp tuyến trở thành 2 tiếp tuyến kẻ từ M thì 2 tiếp tuyến phải đi qua M 

        1 0 1 03 3 1 1 25 3x x y y       

 Và      2 0 2 03 3 1 1 25 (4)x x y y       

*  Từ (3) và (4) chứng tỏ (AB) có phương trình là :  
        0 03 3 1 1 25 5x x y y       

 Theo giả thiết thì (AB) qua C(0;1) suy ra : 
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   0 0 0 03 3 2 1 25 3 2 14 0(6)x y x y          

 Kết hợp với (*) ta có hệ : 
0

0 0

0 0 0

13 22 6 0 16 ; 1163 2 14 0 3
3

yx y
M

x y x

 
     

      
        



 

Vậy tọa độ điểm cần tìm là:
16 ; 1
3

M  
  
 

 

 
Câu 33:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho Cho hai điểm A(2 ; 1), B(– 1; – 3) và hai 

đường thẳng d1, d2lần lượt có phương trình x + y + 3 = 0; x – 5y – 16 = 0. Tìm 
tọa độ các điểm C,D lần lượt thuộc d1 và d2 sao cho tứ giác ABCD là hình bình 
hành. 

    (Bài tập tự luyện) 
► Hướng dẫn giải : 
*  Trường hợp : Nếu AB là một đường chéo 

 Gọi I
1 ; 1
2

 
 

 
, đường thẳng qua I có hệ số góc k suy ra d: 

1 1
2

y k x 
   

 
 

 Đường thẳng d cắt 1d tại C  

 
 

 

4
1 2 11
2

7 2
3 0

2 1

kx
ky k x

kyx y
k


        

   
       

   
4 7 2;

2 1 2 1
k kC
k k

  
     

 

*  Tương tự d cắt 2d  tại B : 
1 1
2

5 16 0

y k x

x y

  
    

 
   

 

Từ đó suy ra tọa độ của B. Để ABCD là hình bình hành thì: AB = CD sẽ tìm 
được k 

Cách khác: Gọi ( ; 3)C t t  thuộc 1d , tìm B đối xứng với C qua I suy ra 
 (1 ; 1)D t t   

 Để thỏa mãn ABCD là hình bình hành thì D phải thuộc 2d  :  

 
 

101 5 1 16 0
3

t t t 
        và D

13 7;
3 3

 
 

 
và C

10 1;
3 3

 
 
 

 

*  Trường hợp AB là một cạnh của hình bình hành . 
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 Chọn C (t;–t–3) thuộc 1d  và D (5m+16;m) thuộc 2d . 

 Để ABCD là hình bình hành thì: 
AC=BD 
AB //CD




 

*  Ta có: 

 

       

       

2 2 2 2

2 2 2 2

2 4 5 17 3

5 16 3
3 4

2 4 5 17 3
17 7 55 0

t t m m

m t m t

t t m m
m t

       


     
 


       
 

  

 

 

2 22 13 88 89 0
17 55

7

t t m m
mt

     


  


  
 Giải hệ này ta tìm được m và t , thay vào tọa độ của C và D 
 
Câu 34:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng d: x + y  3 = 0 và 2 điểm 

A(1; 1), B(3; 4). Tìm tọa độ điểm M thuộc đường thẳng d sao cho khoảng cách 
từ M đến đường thẳng AB bằng 1. 

    (Bài tập tự luyện) 
► Hướng dẫn giải : 
*  M thuộc d suy ra M(t;3–t) . 

 Đường thẳng (AB) qua A(1;1) và có véc tơ chỉ phương  4; 3u    

 
 

1 1: 3 4 4 0
4 3

x yAB x y 
     


 

*  Theo đầu bài : 
 3 4 3 4

1 8 5
5

t t
t

  
    

 

 

3 3;0

13 13; 10

t M

t M

 
 

  

 

*  Đường thẳng d' song song với (AB) có dạng: 3x+4y+m=0 .  

 Nếu d' cách (AB) một khoảng bằng 1 thì h(A,d')=1
3 4

1
5

m 
   

 

2 ' :3 4 2 0
12 ' :3 4 12 0

m d x y
m d x y
     

 
     

. Tìm giao của d' với d ta tìm được M . 
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Câu 35:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thoi ABCD có tâm I(1;1) , điểm 
M(2;3) thuộc đường thẳng chứa cạnh AB  và N(4;–1) thuộc cạnh CD . Biết độ 
dài AC = 2BD . Tìm tọa độ các đỉnh của hình thoi 

    (Bài tập tự luyện) 
► Hướng dẫn giải : 
*  Gọi E đối xứng với N qua I thì E thuộc AB và E(–2;3) 

 Do đó AB có véc tơ    4;0 // 1;0ME u   .  

 Tương tự F đối xứng với M qua I thì F thuộc CD và F(0;–1). 

 CD song song với véc tơ    4;0 // 1;0NF u    

* Từ AC=2BD suy ra IA=2IB .  
 Xét tam giác vuông AIB có:  

  
2 2 2

2 2 2 2
2

5 4
4 4 5

IA IA IAAB IA IB IA
AB

        

 Hay :  
2 os AB;AC
5

IA c
AB

  (*). Từ    1;0 0; 1ABME n    , 

 

*  Gọi AC có  ;ACn a b  thì do (*)  

   2 2 2 2 2

2 2

20.2os AB;AC 4 5 4
25

b aa b
c a b b b a

b aa b

  
        

 
 

*  Nếu b= – 2a thì véc tơ chỉ phương của BD là  

       1; ; 2 // 1; 2BDu a b a a u      

 
 

1
: ( )

1 2
x t

BD t R
y t
 

 
 

 và đường thẳng (AC):  

 1( 1) 2( 1) 0 : 2 1 0x y AC x y         

* Đường thẳng (AB) qua M(2;3) có    
2

1;0 : ( )
3

x k
u AB k R

y
 

  


 

Đường thẳng (CD) qua N(4;–1) có    
4

1;0 : ( )
1

x m
u CD m R

y
 

  
 

 

Đường thẳng (BD) cắt (AB) tại B suy ra B(0;3 ) và BD đồng thời cắt (AC) tại A 
 suy ra A(5;3 ) 

Đường thẳng (CD) cắt (BD) tại D suy ra D(2;–1) và CD cắt (AC) tại C suy ra 
 C(–3;–1) 
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Vậy tọa độ điểm cần tìm là:      5;3 , 0;3 , 3; 1 , (2; 1)A B C D    

 
Câu 36:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại B và nội tiếp 

trong đường tròn (C) :    
2 21 2 5x y     và điểm A(2;0) . Biết diện tích 

tam giác ABC bằng 4 . Tìm tọa độ  đỉnh C ,B 
    (Bài tập tự luyện) 

► Hướng dẫn giải : 
*  Do tam giác vuông ABC tại B và nội tiếp trong đường tròn (C) cho nên AC là 
 đường kính , I (1;–2) là tâm của (C) và AC= 2 2 . 

 Đường thẳng (AC) qua A(0;–2)  // véc tơ  1;2IA   cho nên (AC):  

  
2 2 4 0

1 2
x y x y

     . 

 (AC) cắt (C) tại C    
2 21 2 5

2 4 0
x y
x y

    
 

  

suy ra    0; 4 2;0C hay C . 

 Ta chọn C là (0;–4 ) ví C(2;0) trùng A   
*  Gọi H là hình chiếu vuông góc của B trên AC thì H(t;2t–4) và BH=d(B;AC) 

  
21 2.4 4.

2 2 5 5
ABC

ABC
SS AC BH BH
AC

     . 

 Gọi B(a;b) thì 
2 4

( ; )
5

a b
d B AC

 
  

 Do đó : 
2 82 4 4 2 4 4
25 5

b aa b
a b

b a
   

      


  (1) 

*  B nằm trên (C) suy ra :    
2 21 2 5a b    (2) 

 Nếu b=2a–8 thay vào (2)  

    
2 2 2

1 7
1 2 6 5 2 15 28 0 2

7 6

a b
a a a a

a b


            


  

 

 Nếu b=2a thay vào (2):  

    
2 2 2

0 0
1 2 2 5 5 7 0 7 14

5 5

a b
a a a a

a b

  
        
     


 

 * Lưu ý : Tìm tọa độ B còn có cách khác  
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 Gọi B(a;b) , do tam giác ABC vuông tại B cho nên 0AB CB ABCB    

     2 22 4 0 2 4 0a a b b a a b b          . (1) 

 Kết hợp với diện tích tam giác ABC bằng 4  

    
2 22 214 . 8 . 2 4 8

2
S AB BC AB BC a b a b           

 
   

2 22 22 4 64a b a b        
   

(2).  

 Từ (1) và (2) ta cũng suy ra a và b  
 
Câu 37: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): 

2 2 2 4 20 0x y x y     , và đường thẳng d: 3x + 4y – 20 = 0. Chứng minh 
d tiếp xúc với (C) , Tam giác ABC có đỉnh A thuộc (C), các đỉnh B và C thuộc 
d , trung điểm cạnh AB thuộc (C) . Tìm tọa độ các đỉnh A,B,C , biết trực tâm 
của tam giác ABC trùng với tâm của đường tròn (C) và điểm B có hoành độ 
dương 

    (Bài tập tự luyện) 
► Hướng dẫn giải : 

*  (C):      
2 21 2 25 1; 2 ; 5x y O R        

 Nhận xét : d(O;d)=
3 8 20 25 5

5 5
R

 
   . Chứng tỏ d tiếp xúc với (C) .  

*  Gọi I là tiếp điểm của d với (C) , vì trực tâm tam giác trùng với tâm O cho nên 
AI vuông góc với d suy ra (AI) qua O(1;–2) có phương trình :  

 
1 3

( )
2 4

x t
t R

y t
 


  

 

*  AI cắt (C) tại A thỏa mãn :  

    
2 21 3 1 2 4 2 25t t       

 

 
2

1 2; 6
25 25

1 4;2

t A
t

t A I

     
  

   

. 

 Đồng thời AI cắt d tại I : 3(1+3t)+4(–2+4t)–20=0 suy ra t=1. 

 Do đó I(4;2) . Chú ý d chuyển sang tham số thì d: 
8 4

1 3
x t
y t
 


  

(*) 

*  Nếu K là trung điểm của AB thì OK là đường trung bình tam giác AIB suy ra 
 IB = 2OK. 
 Hay : IB=2R=10.(1)   

 Vì B thuộc d suy ra B(8–4t;–1+ 3t), với I(4;2)  4 4;3 3BI t t     
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*  Từ (1) :  

          
2 2 2 2 28 4 3 3 100 16 1 9 1 100 25 1 100t t t t t             

 
 

 

 

2 1 12; 41 2
1 4

1 2 3 4;3

t Bt
t

t t B

      
     

      

. 

 Chọn B(12;–4) do giả thiết cho B có hoành độ dương . 
*  Đường thẳng (CO) vuông góc với véc tơ  

       2;14 // 1; 7 : 7 15 0AB n CO x y         

 (CO) cắt d tại C thỏa mãn :  

8 4 8 4
1 3 1 3 8; 1

7 15 0 0

x t x t
y t y t C
x y t

    
 

          
     

 

 

Câu 38:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, chođiểm  1;2A   và đường thẳng 

  : 2 3 0d x y   . Tìm trên đường thẳng (d) hai   điểm ,B C  sao cho tam 

giác ABC vuông tại C và 3AC BC . 
    (Bài tập tự luyện) 

► Hướng dẫn giải : 
*  Từ yêu cầu của bài toán ta suy ra C là hình chiếu vuông góc của A trên (d) 
 Phương trình đường thẳng    qua A và vuông góc với (d) là: 2x y m 0    

    A 1;2 2 2 m 0 m 0          

* Suy ra:   : 2x y 0   . 

 Tọa độ C là nghiệm của hệ phương trình:  


3x 3 62x y 0 5 C ;x 2y 3 6 5 5y

5


    

         


. 

* Đặt  B 2t 3; t (d)  , theo giả thiết ta có: 2 23 9AC BC AC BC    

 
2 2

2

16t4 16 12 6 159 2t t 45t 108t 64 0 425 25 5 5 t
3


     

               
       



 

 Với 16 13 16;
15 15 15

t B  
   

 
Với 4 1 4;

3 3 3
t B  
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Vậy tọa độ điểm cần tìm là: 13 16 1 4; ;
15 15 3 3

B hay B   
    
   

 

 
Câu 39:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn 2 2(C) : ( 1) ( 3) 9x y     và 

( 1;1), (2; 2)A B  . Tìm tọa độ tìm C, D thuộc đường tròn(C) sao cho tứ giác 
ABCD là hình bình hành. 

    (Bài tập tự luyện) 
► Hướng dẫn giải : 
*  (C) có tâm I(1;3) và bán kính R = 3.  
 Dễ thấy A nằm ngoài (C) và B nằm trong (C). 

 Ta có (3; 3) 3 2AB AB    . Do CD // AB nên CD có vecto pháp tuyến 

 là (1; 1)n    
 Suy ra CD: x  y + m = 0 
*  ABCD là hình bình hành nên CD = 3 2AB   

 
22

2 2 3 2 3 2( ; ) 3
2 2 2

CDd I CD R
  

            
 

 

14 3 2 4 3
722

mm
m

m
  

      
   

 
 CD: x  y  1 = 0 hoặc x  y  7 = 0 

*  TH1:CD: x  y  1 = 0   

 Tọa độ C, D là nghiệm của hệ: 
2 2( 1) ( 3) 9
1 0

x y
x y

    


  


2 2( 1) ( 2) 9
1

x x
y x

    


 
 

 
22 2 4 0

1
x x

y x
   


 


1 2
0 3

x x
hay

y y
   

 
     

 
 C(1;0), D(2;3) hoặc C(2;3), D(1;0) 

*  TH2:CD: x  y  7 = 0   
 Tọa độ C, D là nghiệm của hệ:  

2 2( 1) ( 3) 9
7 0

x y
x y

    


  


2 2( 1) ( 2) 9
7

x x
y x
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22 9 8 0

7
x x

y x
   


 


9 17
4

19 17
4

x

y

 





 




 

9 17 19 17 9 17 19 17; , ;
4 4 4 4

C D
        

       
   

 

 Hay 9 17 19 17 9 17 19 17; , ;
4 4 4 4

C D
        
      
   

. 
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CHỦ ĐỀ  2.2:  

CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾ N VIẾ T PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG 

THẲNG. 

■ NHỮNG CÁCH THỨC ĐỂ VIẾT PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG
(PTĐT):
► Cách 1:Sử dụng “Nắm đắm và cây gậy”– phương trình đường thẳng cần tìm
phải đi qua một điểm M(xM; yM) (“nắm đắm”) và hoặc nhận n làm véctơ pháp 

tuyến (VTPT) hoặc nhận u làm véctơ chỉ phương (VTCP) (“cây gậy”). 
 Đây là cách mà chúng ta vẫn thường sử dụng trong quá trình lập phương trình 
đường thẳng. Trở ngại mà ta thường mắc phải là đường thẳng chưa đi qua điểm? 
hay chưa có VTPT (VTCP). Vì vậy nhiều khả năng phải chuyển bài toán “Lập 
PT đường thẳng”  “tìm thêm điểm”. Một số lưu ý: 
● Nếu  d: ax + by + c = 0  có dạng  bx – ay + m = 0 hay –bx + ay + m = 0
● Nếu  // d: ax + by + c = 0 có dạng ax + by + d = 0 (chú ý d ≠ c)
VD1:    d: 2x + y + 1 = 0 : x – 2y + m = 0   

 // d: x – 3y + 5 = 0 : x – 3y + m = 0 (m ≠ 5)
► Cách 2:Sử dụng “Nắm đắm kép”: PTĐT mà ta cần tìm có thể chỉ đi qua một
điểm và không có sẵn VTPT (VTCP), vì vậy trong một số trường hợp ta cần
“tìm thêm một điểm” nữa để tạo thành VTPT (VTCP).
► Cách 3:Sử dụng “Cây gậy lớn”: Trong trườngPTĐT chỉ qua một điểm và
“không thể tìm thêm điểm” nào nữa thì ta sẽ gọi n = (a; b) (a2 + b2 ≠ 0) và chỉ 
phải đi tìm một PT f(a; b) = 0 có chứa quan hệ của a và b. Do điều kiện a2 + b2 ≠ 
0 nên “nếu biết một trong 2 số a (hoặc b) ≠ 0 thì ta được chọn một số bất kỳ ≠ 0 
cho a (hoặc b).        
VD2: a2 + 3ab – 4b2 = 0 (Nhận xét b ≠ 0 vì b = 0  a = 0) nên ta chọn b = 1 khi 
đó pt thành: a2 + 3a – 4 = 0  a = 1 hay a = – 4.   
Chú ý: thường cách này chỉ thật sự hữu hiệu khi kết hợp với kỹ thuật dùng 
khoảng cách hoặc kỹ thuật dùng góc (cụ thể là góc giữa các đường thẳng) 
(Khi vào ví dụ bài toán sẽ giải thích kỹ hơn). 
► Cách 4: Sử dụng “đường thẳng có hệ số góc k” theo hàm số:tương tự như
cách 3, PTĐT cũng chỉ qua một điểm M(xo; yo) và chưa có VTPT (VTCP). Cách
làm này giúp chúng ta giảm ẩn đến hết mức có thể và tận dụng các yếu tố về góc
của đường thẳng.

Chú ý:  qua M(xo; yo) có hệ số k  : y = k(x – xo) + yo  và VTPT sẽ là 
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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n = (k; –1) (k ≠ 0) 
● Trong một số bài toán ta nên xét 2 trường hợp k = 0
 : y = yovà sau đó là k ≠ 0)
● Như đã giới thiệu ở chương 1, hệ số góc ở đây chính là tanvới  là góc hợp
giữa đường thẳng và chiều dương trục hoành.
VD3:  qua M(3; 4) và không song song trục hoành
 : y = k(x – 3) + 4= kx – 3k + 4
VD4: qua M(m; 2m + 3) tạo với chiều dương trục hoành một góc 45o

 Do  tạo với chiều dương trục hoành một góc 45ok = tan 45o= 1
Nên : y = 1(x – m) + 2m + 3 = x + m + 3. 

(Qua đây cũng thấy được để kiểm tra góc giữa đường thẳng và trục hoành ta 
chỉ cần xét hệ số góc k) 

Thầy sẽ xét các bài toán sau đây làm ví dụ để minh họa cho các cáchtrên. (Để 
các bạn tiện theo dõi, mỗi một ví dụ sẽ là một dạng hình quen thuộc mà đề thi 
hay đề cập). 

BÀI TOÁN 1 (TAM GIÁC VUÔNG). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác 

ABC vuông tại  0;3A , trọng tâm 5 ;3
3

G  
 
 

, : 3 4 12 0AH x y   với H là 

chân đường cao. Lập phường trình đường BC và tìm tọa độ điểm B và C.
■ Đặt vấn đề: Với bài toán này chúng ta

có hai hướng để đi là tìm tọa độ điểm B
và C sau đó viết pt BC hay cũng có thể
lập pt BC trước rồi tìm tọa độ B và C
sau. Vấn đề đặt ra là đi theo hướng nào
là tốt nhất? Mời các bạn xem các cách giải
sau.

■ CÁCH 1: Đặt B(xB; yB) và C(xC ; yC).
☺Ý tưởng :

– Với việc đặt ẩn như trên (4 ẩn)
 chúng ta cần đến 4pt?
– G là trọng tâm ABC  2pt (1) và (2)
– AH  BC  pt (3)
– AB  AC  pt (4).
– Giải hệ pt 4 ẩn (1), (2), (3), (4)  tìm được tọa độ B và C  viết phương
trình BC cần tìm.

► Hướng dẫn giải cách 1:

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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* Do G là trọng tâm ABC


A B C G

A B C G

x x x 3x 5
y y y 3y 9

   


   


B C B C

B C B C

x x 5 x 5 x
y y 6 y 6 y

    
 

    

* Ta có

( ; 3) (5 ;3 )

( ; 3)

( ; ) (2 5; 2 3)

B B C C

C C

C B C B C C

AB x y x y

AC x y

BC x x y y x y

     


 


     

và (4; 3)AHu laVTCP 

* Theo giả thiết đề bài, ta có:
. 0

. 0

  
 

   AH

AB ACAB AC
AH BC u BC


(5 ) (3 )( 3) 0
4(2 5) 3(2 3) 0
    


   

C C C C

C C

x x y y
x y

(Việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc) 


1 1
4 5

  


  

C C

C C

x y
x y


1 1

2 2

(1;1); (4;5)
(4;5); (1;1)





C B
C B

* Do vai trò của B và C như nhau nên ta chỉ xét một trường hợp C(1;1), B(4;5).

BC qua C(1;1) nhận (3; 4)CB lamVTCP có dạng là:

1 1 ( ) : 4 3 1 0
3 4
 

    
x y BC x y

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là (BC): 4x – 3y – 1 = 0 

và tọa độ điểm cần tìm là 1 1

2 2

(1;1); (4;5)
(4;5); (1;1)





C B
C B

■ CÁCH 2: Lập phương trình đường  BC
trước và sau đó tìm tọa độ B và  C sau.
☺Ý tưởng :
– Ta đã có BC  AH nên chỉ cần tìm thêm

một điểm thuộc BC nữa là xong.
– Nếu gọi I là trung điểm BC thì ta có thể

sử dụng tính chất của trọng tâm G: AG =
2GI  chuyển về đẳng thức véctơ để tìm
ra I.

– Sau khi có I thì viết pt BC không còn trở
ngại nữa. Đến đây ta có 2 hướng đi tiếp:
+ Hướng thứ nhất: tham số hóa điểm B và do I là trung điểm BC  tham số
hóa điểm C theo B. Sau đó dùng   điều kiện AB  AC để giải tìm ra B.

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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+ Hướng thứ hai: Xét tọa độ B và C trong sư tương giao giữa đường BC và
một đường tròn ẩn mình khác  đó chính là đường tròn tâm I, bán kính
R = IA. Ở đây, thầy sẽ trình bày theo hướng thứ hai !

► Hướng dẫn giải cách 2:

* Gọi I là trung điểm BC. Do G là trọng tâm ABC 
2
3

AG AI


I

I

II

5 2 50 (x 0) x 53 3 I ;32
2 2y 33 3 (y 3)
3


       

    
      

* Do BC  AH: 3x + 4y – 12 =0  BC: 4x – 3y + m = 0.

Do BC qua 
5I ;3
2

 
 
 

 m = –1.

Vậy phương trình đường BC cần tìm là (BC): 4x – 3y – 1 = 0 

* Do ABC  A có I là trung điểm cạnh huyền BC  IA = IB = IC = 5
2

 . Đường 

tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC có tâm I và bán kinh R = IA có dạng là: 
2

25 25( 3)
2 4

x y 
    

 

* Ta có B và C là giao điểm giữa BC và (C) nên tọa độ B và C thỏa hệ phương trình
2

25 25( 3)
2 4
4 3 1 0

x y

x y

 
    

 


  

(việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc)  


1 1

2 2

(1;1); (4;5)
(4;5); (1;1)





C B
C B

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là (BC): 4x – 3y – 1 = 0 

và tọa độ điểm cần tìm là 1 1

2 2

(1;1); (4;5)
(4;5); (1;1)





C B
C B

■ Lời bình:
Với cách 1, chúng ta thấy ngay ở cách này ở sự “liều lĩnh”, việc giải bài toán

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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chắc giải ra được bài toán. Nhược điểm của cách làm này như đã phân tích ở các 
bài toán trước là nặng về tính toán, kỹ năng.  
 Với cách 2, có thể thấy hướng đi viết phương trình BC mang đến cho ta khá 
nhiều thuận lợi trong việc tìm B và C sau này. Rõ ràng việc “tìm thêm điểm” hay 
việc “tìm thêm phương trình đường thẳng” đều giúp ta khai thác được thế mạnh 
của từng bên. Qua đây ta cũng thấy được, một lời giải ngắn gọn thì bao hàm trong 
nó là tập hợp của rất nhiều kỹ thuật giải. Việc vận dụng kỹ thuật như thế nào tùy 
vào khả năng lĩnh hội và khuynh hướng sở trường sử dụng của mọi người. Mỗi 
phương pháp đều có cái hay riêng của nó. 

BÀI TOÁN 2 (TAM GIÁC CÂN). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác 
ABC cân tại A, cạnh đáy BC có phương trình (d1): x + y + 1 = 0, phương 
trình đường cao kẻ từ B là (d2): x – 2y – 2 = 0. Đường cao kẻ từ C qua điểm 
M(2;1). Viết phương trình đường thẳng AB và AC và tìm tọa độ điểm A?  

■ Đặt vấn đề: Đề bài đặt ra 2 câu hỏi, tìm tọa độ của điểm A và viết PT 2 cạnh
bên của tam giác. Nhưng Biết xuất phát từ câu hỏi nào đây? Ở đây thầy đề nghị
hai cách giải sau.

■ CÁCH 1: Tìm tọa độ điểm A và C viết PT AB, AC.
☺Ý tưởng :
_  Nhận xét có thể tìm được điểm
 B = d1d2 
_  Ta có C  BC 

 tham số hóa điểm C.
Do không có thông tin nào từ điểm A
  đặt A(a; b)  3 ẩn cần 3 PT?

_ Ta có d2 AC  Pt (1), MC   AB 
 Pt(2).

_ Gọi I là trung điểm BC  AI  d1 (3). 
_ Từ (1), (2), (3) giải hệ phương trình  tìm đươc a, b,c 
_ Sau đó việc viết PT AB và AC thì không còn trở ngại nữa.       
► Hướng dẫn giải cách 1:
* Do B = d1  d2

 tọa độ B là nghiệm của hệ  
x y 1 0 x 0

B 0; 1
x 2y 2 0 y 1
    

   
    

* C  BC  C(c; – 1 – c) và giả sử tọa độ A(a; b). Gọi I là trung điểm BC


c cI ; 1
2 2

 
  

 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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*  Theo đề bài ta có: 
22

1 1

. 0 (1)

. 0 (2)

. 0(3)

d

d

u ACd AC
d AI u AI

MC AB MC AB

 
 

   
   

 

*  2(1) . 0du AC   với 2 (2;1)

( ; 1 )
du laVTCP

AC c a c b

 


    

 nên 2(c – a) – 1 – b – c = 0  

  c – b – 2a – 1 = 0 (4) 

*  1(2) . 0du AI   với 
1 (1; 1)

( ; 1 )
2 2

du laVTCP
c cAI a b

  



    


 nên c2 – a + 1 + c2 + b  

  c + b – a + 1 = 0 (5) 

*  (3) . 0MC AB   với 
(c 2; 2 )

( ; 1 )

MC c

AB a b

    


   

 nên –a(c – 2) + (2 + c)(1 + b) = 0 (6) 

*  Từ (4), (5), (6) ta có hệ phương trình: 
2 1 0 (4)

1 0 (5)
( 2) (2 c)(1 b) 0 (6)

c b a
c b a

a c

   


   
     

 

*  (4) cộng (5) ta được: 2c – 3a = 0 a = 2c
3 . 

 (4) trừ (5) ta được : –2b – a – 2 = 0 (*), thay a = 2c
3  vào (*) suy ra b = -c3  – 1. 

*  Thay a = 2c
3  và b = -c3  – 1 vào (6) ta được -2c

3 (c – 2) – c3(2 + c) = 0 3c2 – 2c = 0 

 



c = 0 

c = 23
. 

*  Với c = 0, do a = 2c
3  = 0 và b = -c3  – 1 = – 1 nên A(0;–1) (loại vì trùng với điểm 

 B(0;–1)) 

*  Với c = 23
2 5;
3 3

C  
 
 

 và 4 11;
9 9

A  
 
 

. 

*  Do AC  d1: x – 2y – 2 = 0 nên (AC): 2x + y + m = 0.  

 Mà (AC) qua 
2 5;
3 3

C  
 
 

 m = 13 

 Vậy phương trình đường AC là (AC): 6x + 3y + 1 = 0 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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*  AB qua B(0; –1) có véctơ pháp tuyến là 
4 8;

3 3
MC   

  
 

 có dạng là:  

   
4 80 1 0

3 3
x y
      

 Vậy phương trình đường AB là (AB): x + 2y + 2 = 0 
   Vậy điểm A và phương trình đường thẳng cần tìm lần lượt là  

4 11;
9 9

A  
 
 

và (AC): 6x + 3y + 1 = 0 và (AB): x + 2y + 2 = 0 

 
■ CÁCH 2: Viết PT AB, AC tìm tọa độ điểm A. 
☺ Ý tưởng :  
_  Nhận xét có thể tìm được điểm B = d1d2 
_  Cả hai cạnh AB, AC đều chưa đủ yếu tố để lập PTĐT, vì vậy chúng   ta chuyển 

hướng sang lập các pt đường khác  đường cao kẻ từ C (d3) (vì đường d3 tạo 
với BC một góc bằng với d2 tạo với BC và đồng thời đường cao này đã qua 
điểm M(2; 1).      

_  Do có “nắm đắm” M, nhưng lại thiếu “cây gậy” là VTPT nên ta có hai hướng 
để đi tiếp hoặc là gọi VTPT có dạng n = (a; b) hay lập phương trình đường 
thẳng có hệ số góc k. 

 _  Dùng quan hệ về góc giữa (d2; BC) = (d3; BC)        
 pt đường cao kẻ từ C  C = d3 BC. Viết AB bằng cách AB qua B và  d3, 
AC  d2 và qua C. 

 _  Khi đã lập được pt AB, AC  AB  AC = A.   
 
► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  Tương tự cách 1, ta có B = BCd2B(0; –1). 
 Gọi phương trình đường cao kẻ từ C là d3 qua M(2; 1) có dạng: 

y = k(x – xM) + yM = k(x – 2) + 1 (d3) : kx – y – 2k + 1 = 0  (d3) có VTPT là 
n = (k; –1) 

*  Do ABC cân tại A  (d1; d2) =  (d1; d3) cos(d1; d2) = cos(d1; d3) 

  |cos( d1 d2n ,n ) | = |cos( d1n ,n ) |  với 
d1

d2 2

3

n (1;1) la VTPT cua BC

n (1; 2) la VTPT cua d

n (k; 1) la VTPT cua d
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  d1 d2 d1

d1 d2 d1

| n .n | | n .n |
| n | . | n | | n | . | n |

 

2

2

1k1 | k 1| 2k 5k 2 0 2
10 2. k 1 k 2


      

 

  

*  Với 1
2

k    suy ra d3: x – 2y = 0 (loại vì song song d2, d2 và d3 phải cắt nhau ) 

*  Với k = 2 suy ra d3: 2x – y – 3 = 0 (nhận) 

 Mặt khác C = d3 BC  
2 5;
3 3

C  
 
 

 

*  AB  d3 : 2x – y – 3 = 0  AB : x + 2y + d = 0, AB qua B(0 ; –1)  d = 2. 
 Vậy (AB) : x + 2y + 2 = 0. 

*  AC  d2 : x – 2y – 2 = 0  AC : 2x + y + e = 0, AC qua 
2 5;
3 3

C  
 
 

 1
3

e   . 

 Vậy (AC) : 6x + 3y + 1 = 0. 

*  Do A = AC  AB  
4 11;
9 9

A  
 
 

 (việc giải các tọa độ giao điểm xin dành 

cho bạn đọc) 
   Vậy điểm A và phương trình đường thẳng cần tìm lần lượt là  

4 11;
9 9

A  
 
 

và (AC): 6x + 3y + 1 = 0 và (AB): x + 2y + 2 = 0 

■ Lời bình: 
 Với cách 1, chúng ta thấy ngay được những khó khăn trở ngại trong việc đặt 

quá nhiều ẩn và thiết lập các phương trình. Việc giải hệ phương trình thuần túy 
rút thế, cộng trừ vế nhưng không phải là đơn giản với một số bạn. Chính việc 
đặt quá nhiều ẩn vô tình đẩy bài toán đến hướng đi cồng kềnh, nhiều nút thắt, 
nếu bạn là một người có kỹ năng “giải các phương trình, hệ phương trình đại 
số” tốt thì việc thiết lập và giải các hệ sinh ra từ hình học này không thể làm 
khó được bạn. 

 Với cách 2, có lẽ bạn vẫn còn rất bất ngờ trước cách giải vô cùng táo bạo và 
ngắn gọn của cách này. Ưu điểm có thể nhận thấy ngay là việc “giảm tải” 
trong việc đặt quá nhiều ẩn ở cách 1, sử dụng các quan hệ về góc giữa các 
đường thẳng (Kỹ thuật dùng góc). Ngoài ra việc gọi dạng đường thẳng theo 
kiểu hàm số y = f(x) có hệ số góc k cũng là một hướng đi mới cho chúng ta, nếu 
chưa có “cây gậy VTPT”. Nhược điểm nếu có của cách 2 có lẽ là việc phát sinh 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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thêm 1 đường thẳng nữa, dĩ nhiên thường là ta phải loại chúng đi, vì vậy cần 
xét “vị trí tương đối giữa các đường với nhau, hoặc giữa điểm và đường”. 
Ngoài ra với cách 2 này, bạn cũng có thể thử đặt n = (a; b)như trong phương 
pháp đã đề cập, việc giải cũng hết sức tương tự.   

 
BÀI TOÁN 3 (TAM GIÁC THƯỜNG). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam 

giác ABC có A(1; –3), phương trình đường phân giác trong và đường trung 
tuyến kẻ từ B lần lượt là (d1): 2x + y – 4 = 0 và (d2): x + y – 6 = 0. Viết phương 
trình đường thẳng AC và tìm tọa độ chân đường phân giác trong kẻ từ B. 

■ Đặt vấn đề:đường phân giác là một trong những đường mang trong mình rất 
nhiều các yếu tố đặc biệt. Song song với việc rèn luyện hướng tư duy lập 
phương trình đường thẳng, bài toán cũng muốn giới thiệu lại vai trò và một số 
tính chất quan trọng liên quan đến đường phân giác mà các em đã được học ở 
các lớp dưới. Mời các em xem lời giải và lời bình cuối bài.  

 
☺Ý tưởng :  
 _ Nhận xét nhanh là ta có B = BD  BM và 

AC đã qua điểm A nên hoặc tìm thêm 
một « cây gậy » hoặc tìm thêm một điểm 
nữa để thành “nắm đắm kép”. Ở đây ta 
thấy khuynh hướng đi tìm thêm một điểm 
nữa là khả     quan nhất (vậy điểm đó là 
điểm nào?)  điểm C. 

_  Do tính chất đối xứng đặc biệt của phân 
giác nên ta có có thể “tìm thêm được 
điểm mới”. Cụ thể nếu     gọi H là hình 
chiếu của A lên BD và A’ là điểm đối 
xứng của A qua phân giác BD  thì A’  
BC tìm A’ 

 _ Khi đã có A’  viết pt đường BC  tham số hóa điểm C theo đường BC  
 tham số hóa điểm M theo C do M là trung điểm AC  M  BM  tìm được C. 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 

152  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 158 

► Hướng dẫn giải:Gọi M, D lần lượt là giao điểm giữa d1 và d2 với đường AC. 
 (Một số bước giải đơn giản xin được dành cho bạn đọc)  
*  Ta có B = BD  BM  tọa độ B là nghiệm của hệ  

 
 

x y 6 0 x 2
B 2;8

2x y 4 0 y 8
     

   
   

. 

 AB qua A(1; –3) nhận ( 3;11)AB    làm VTCP có dạng là:  
  (AB) : 11x + 3y – 2 = 0 . 
*  Gọi H là hình chiếu của A lên phân giác trong BD và A’ là điểm đối xứng của A 
 qua phân giác. (A’ thuộc BC và H là trung điểm AA’). 
 Do AH  BD  (AH): x – 2y + m = 0. (AH) qua A(1; –3)  m = –7. 
 Vậy (AH): x – 2y – 7 = 0. 
 Lại có: H = AH  BD  H(3; –2). 
 Mặt khác H là trung điểm AA’ A’(5; –1)  BC. 

*  Phương trình BC qua B(–2;8) và nhận ' (7; 9)BA   làm VTCP có dạng là: 

2 8 (BC) :9 7 38 0
7 9
 

    


x y x y và C  BC 
38 9;

7
cC c  

 
 

 

*  Ta có M là trung điểm AC 
1 17 9;

2 14
c cM   

 
 

mà M  BM : x + y – 6 = 0 

  Suy ra 
1 17 9 6 0 30

2 14
c c c 
      C(–30 ; 44) 

*  Phương trình đường AC qua A(1; –3) nhận ( 31; 47)AC   làm VTCP có dạng 

là:
1 3 ( C) : 47 31 46 0

31 47
 

    


x y A x y  

*  Ta có D là chân đường phân giác trong kẻ từ B và D = BD  AC  tọa độ D là 
 nghiệm của hệ: 

34x2x y 4 0 34 563 D ;
47x 31y 46 0 56 3 3y

3

 
       

    
       

 

 

       Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là (AC): 47x + 31y + 46 = 0 và tọa 

 độ chân đường phân giác   trong kẻ từ B cần tìm là
34 56D ;
3 3

 
 
 

 

■  Lời bình:Qua bài toán này cho ta “một số dấu hiệu” trong việc tìm được 
“điểm mới” đó chính là dấu hiệu dựa vào “đường phân giác”. Dĩ nhiên ngoài 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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tính chất đối xứng ra, yếu tố về góc của phân giác các bạn cũng cần lưu tâm 
đến.  

 
BÀI TOÁN 4 (HÌNH THANG CÂN) Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình 

thang ABCD (AB // CD, AB < CD) có diện tích là 45
2

 . Phương trình đường 

thẳng chứa cạnh CD là 3 3 0x y   . Hai đường chéo AC và BD vuông góc 
với nhau tại điểm I(2; 3). Viết phương trình đường thẳng chứa cạnh BC biết 
C có tung độ dương. 

■ Đặt vấn đề:Ở các bài toán trước chúng ta đã có dịp làm quen với hình thang 
vuông, trong chủ đề này, thầy tiếp tục khai thác các khía cạnh của hình thang 
cân, nó cũng chứa đựng rất nhiều vẻ đẹp mà ta không ngờ đến. Bài toán này xin 
được trình bày bằng 3 cách giải để các bạn thấy được những khía cạnh hay của 
nó. Mời các bạn xem lời giải. 

■  CÁCH 1: Goi H, K lần lượt trung điểm của CD và AB. 
☺ Ý tưởng : 
_  Do ABCD là h.thang cân  AC = BD, (2 đường chéo bằng nhau) và IA = IB, 
 IC = ID. Lại có AC  BD nên lần lượt các ICD và IAB đều là  vuông cân.  
_  Phát hiện một đường tròn ẩn mình (C) tâm H, bán kính HD = HC = HI = d[I; CD] 
  C và D là giao điểm giữa (C) và CD  tọa độ C và D  độ dài ID. 
_  Do vậy ta phải đi tìm H với  
 H = IH  CD (viết pt IH  CD và 
 qua I). 

_  Ta có: 1 ( )
2ABCDS HK AB CD    

 1 (2 IK 2 )
2ABCDS HK IH    

  
2

ABCDS IK IH    

 độ dài IK. Lập tỉ số IK IB
IH ID

   

 chuyển về đẳng thức véctơ tìm 
được B.   

► Hướng dẫn giải cách 1: 
* Do ABCD là hình thang cân  AC = BD  IA = IB và IC = ID mà AC  BD 
 nên IAB và ICD là tam giác vuông cân tại I.  

 Do đó 
2

ABIK  , =  
2 2

| 2 3.3 3 |; 10
2 1 ( 3)

CDIH d I CD  
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*  Do đó H chính là hình chiếu vuông góc của I lên CD IH  CD: x – 3y – 3 = 0 
IH: 3x + y + m = 0. Mà IH qua I(2;3)  m = – 9. Vậy IH: 3x + y – 9 = 0 

 Lại có H = IH  CD  Tọa độ H là nghiệm của hệ:  

   
x 3y 3 0 x 3

H 3;0
3x y 9 0 y 0
    

  
   

 

*  Ta có HI = HD = DC = 10 đường tròn (C) tâm H, bán kính 10  có tọa độ 
C,  D là nghiệm của hệ phương trình:  

  
2 2 x 6, y 1(x 3) y 10

C 6;1 ,D(0; 1)
x 0, y 1x 3y 3 0

     
   

     
 (do C có tung độ dương) 

*   
21 45 10( )

2 2 2ABCDS HK AB CD IK IH IK        

 Mặt khác,  
1 1 3;5
2 2

IK IB IB ID B
IH ID


      

*  Đường thẳng BC qua B(3; 5) nhận (3; 4)BC   làm VTCP có dạng là : 

3 5 (BC) : 4 3 27 0
3 4
 

    


x y x y  

     Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là (BC): 4x + 3y – 27 = 0 
 
■  CÁCH 2: Nối dài AD và BC lại cắt nhau tại E (E = BC  AD) – (kỹ thuật 
 kẻ đường phụ) 
☺ Ý tưởng :  
_  Tương tự cách 1 ta tìm được H, ta có  
 IC = 2IH = 2d[I; CD] = 2 5   

_   
1 . sin ;
2ABCDS AC BD AC BD   

  3 5BD  
2
3

IC IB
AC BD

   I là 

 trọng tâm của ECD  tọa độ E  BC 

_  Lại có tan
EH EHECH 3
HC IH

    

  cos
2

1 1ECH
101 tan ECH

 



  

_  Gọi pt BC qua E có hệ số k:  

 y = k(x – xE) + yE với VTPT là n (k; 1)   

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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_  Dùng quan hệ góc giữa (EC; CD)  dễ dàng suy ra k  pt đường BC           
► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  Gọi H là trung điểm CD, do nhận xét ABCD là hình thang cân nên ta có  
  AC = BD (có AC  BD) 

 ICD vuông cân tại I  H là hình chiếu của I lên CD  
 IH  CD IH: 3x + y + m = 0. 

 Mà IH qua I(2;3)  m = – 9. Vậy IH: 3x + y – 9 = 0 
 Lại có H = IH  CD  Tọa độ H là nghiệm của hệ:  

   
x 3y 3 0 x 3

H 3;0
3x y 9 0 y 0
    

  
   

 

*  Ta có  2 ; . 2 2 5IC IH d I CD    và đồng thời  

   
1 . sin ;
2ABCDS AC BD AC BD  3 5AC    

 Do đó : 2
3

IC ID
AC BD

   I là trọng tâm ICD  IE = 2HI  

  2IE HI E(0;9) 

*  Ta có tan
EH EHECH 3
HC IH

    cos
2

1 1ECH
101 tan ECH

 



 

Gọi phương trình BC qua E(0;9) có hệ số k: y = k(x – 0) + 9 = kx + 9 với 
n (k; 1)  . 

*  Ta có cos ECH = |cos(BC;CD)| = 
2

| k 3 | 1
1010. k 1





 4

3
k 
   

  BC: 4x + 3y – 27 = 0 
 Ta có C = BC  CD  C(6;1) (thỏa yêu cầu bài toán)    
     Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là BC: 4 3 27 0x y     

■  CÁCH 3: Tìm tọa độ điểm B và C (“nắm đắm kép”)  để viết pt BC.   
☺ Ý tưởng :  
_  Do ABCD là hình thang cân  AC = BD (2 đường chéo bằng nhau) và IA = 
 IB, IC = ID.  
 Lại có AC  BD nên lần lượt 
 các ICD và IAB đều là  
 vuông cân.  theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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_  Phát hiện một đường tròn ẩn 
mình khác (C) tâm I, bán kính 

ID = IC = 
 ;

2

d I CD
  

  C và D là giao điểm giữa 
(C) và CD  tọa độ C và D 
 độ dài ID    

_  Mặt khác ta có  
1 . sin ;
2ABCDS AC BD AC BD  (công thức tính diện tích tứ 

giác)  

 2 2 ABCDBD S    độ dài BD. 

 Lập tỉ số ID
BD

  chuyển về đẳng thức véctơ tìm B.    

► Hướng dẫn giải cách 3: 
*  Gọi H là trung điểm CD, do nhận xét ABCD là hình thang cân nên AC = BD, 

mà ACBD nên ta cóICD là tam giác vuông cân tại I với  

  IH = 
2

CD  = d[I; CD] = 10  IC = 20  

*  Ta có ID = IC = 20 đường tròn (C) tâm I, bán kính 20  có tọa độ C, D là 
 nghiệm của hệ phương trình:  

2 2 y 1, x 6(x 2) (y 3) 20
y 1, x 0x 3y 3 0

      
 

       

 
 C 6;1 ,D(0; 1)   (do C có tung độ dương) 

*  Ta có  
1 . sin ;
2ABCDS AC BD AC BD

2 2 ABCDBD S    3 5BD   . 

 Mặt khác 2
3

ID
BD

  
3
2

DB DI B(3; 5) 

*  Đường thẳng BC qua B(3; 5) nhận nhận (3; 4)BC   làm VTCP có dạng là : 
53 (BC) : 4 3 27 0

3 4
yx x y

    


 

     Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là (BC): 4x + 3y – 27 = 0 
■ Lời bình: 

Với cách 1,Ta thấy ngay rất rõ ràng ý đồ của lời giải là đi tìm tọa độ B và C 
nhằm mục đích viết pt BC. Trong quá trình đi tìm kết quả đó, cách 1 đã vận 
dụng rất nhuần nhuyễn các kỹ thuật đã được giới thiệu ở những bài toán trước 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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như : “kỹ thuật dùng diện tích”, “kỹ thuật lập đường tròn ẩn mình” , “kỹ 
thuật chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức véctơ”, “kỹ thuật dùng khoảng 
cách”. Nhưng nhược điểm là chưa khai thác trọn vẹn những tính chất đặc trưng 
của hình thang cân.  
Với cách 2,có thể thấy ngay, ưu điểm lớn nhất của cách này là việc kẻ đường 
phụ và chuyển sang tìm VTPT của đường BC. Trong quá trình tìm ra lời giải 
đẹp đó, ngoài những cách đã dùng ở cách 1, cách 2 còn sử dụng thêm “kỹ thuật 
dùng góc” và biến tính chất của điểm I trở thành trọng tâm của tam giác ECD.   
Với cách 3,không quá cầu kì và phức tạp nhưng cách 3 đã sử dụng đúng và đủ 
những gì sẵn có của đề bài. Có thể thấy việc lập “đường tròn ẩn mình” ở cách 
3 đã cải tiến và giúp tìm nhanh được tọa độ C và D. Điểm cộng lớn nhất của 
cách 3 đó chính là việc sử dụng công thức tính diện tích của một khối tứ giác 
tổng quát.  

Stứ giác = 12 (tích 2 đường chéo).sin(góc tạo bởi 2 đường chéo) 

 
BÀI TOÁN 5 (HÌNH BÌNH HÀNH). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình 

bình hành ABCD có đỉnh  6; 6D   , đường trung trực của cạnh CD là 

: 2 3 y 17 0x    , đường phân giác trong góc BAC là 5 3 0x y   . Viết 

phương trình đường phân giác trong của góc BDC ?  
■ Đặt vấn đề:Ta vừa làm quen với vai trò của đường phân giác ở bài toán 3, còn 

bài toán này với yêu cầu viết phương trình đường phân giác thì ta có thể tiếp 
cận như thế nào? Mời các bạn xem lời giải. 

☺ Ý tưởng :  

 _ Có rất nhiều cách để lập phương trình đường phân giác trong của góc BDC  
nhưng xét trên khía cạnh các yếu tố mà đề cho thì trước tiên ta cũng sẽ phải 
dùng đến đường trung trực và đường phân giác trong.  

 _ Đường trung trực CD giúp ta viết được pt đường CD mở đường cho việc tìm 
ra trung điểm CD    tìm ra tọa độ điểm C.  

 _ Nhờ dấu hiệu của đường phân giác góc BAC nên ta có thể tìm thêm một điểm 
mới C’  AB đối xứng với C qua phân giác d. Dĩ nhiên sau khi có điểm C’ ta dễ 
dàng lập được phương trình đường AB // CD     qua C’  tọa độ A = AB  d. 
Đến đây thì sẽ có rất nhiều hướng đi khác cho việc lập pt đường phân giác trong 
góc BDC. Mời các em xem lời giải.      

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 

152  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 164 

 
► Hướng dẫn giải: 
*  CD : 2x + 3y + 17 = 0  CD: 3x – 2y + m = 0. Do CD qua C(–6;–6)  
  m = 6. 
 Vậy pt đường CD : 3x – 2y + 6 = 0. 
 Gọi I là trung điểm CD ta có I = CD  Tọa độ I là nghiệm của hệ : 

 
3x 2y 6 x 4

I 4; 3
2x 3y 17 y 3
     

    
     

 tọa độ điểm C(–2;0) 

*  Gọi H là hình chiếu của C lên d và C’ là điểm đối xứng của C qua phân giác d. 
 (C’  AB và H là trung điểm CC’). 
 Ta có HC  d : 5x + y – 3 = 0  HC : x – 5y + n = 0.  
 Do HC qua C(–2 ;0)  n = 2      
 Vậy pt đường HC : x – 5y + 2 = 0. 
 Lại có : H = HC  d  Tọa độ H là nghiệm của hệ :  

1xx 5y 2 1 12 H ;
5x y 3 1 2 2y

2

 
      

    
     

 

 

 Do H là trung điểm CC’C’(3;1 )  AB. 
*  AB // CD: 3x – 2y + 6 = 0  AB: 3x – 2y + p = 0 (p ≠ 6). AB qua C’(3 ; 1)  
  p = – 7 
 Vậy pt đường AB : 3x – 2y – 7 = 0. 
 Mặt khác A = AB  d A(1 ; –2). 

■  CÁCH 1: Gọi K = AC  BD  K là trung điểm AC  1K 1
2
 

 
 

;  
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*  Phương trình đường DK qua D(–6 ;–6) và nhận 
11DK 5
2

 
  
 

;  làm VTCP có 

 dạng là: 
6 6 (DB) :10 11 6 0

11/ 2 5
 

    
x y x y  

*  Phương trình các đường phân giác góc BDC tạo bởi hai đường thẳng (DC):  
  3x – 2y + 6 = 0 và (DB) : 10x – 11y – 6 = 0 có dạng là : 

1 1 1 2 2 2
2 2 2 2
1 1 2 2

   
 

 

a x b y c a x b y c
a b a b


2 2 2 2

10 11 6 3 2 6

10 ( 11) 3 ( 2)

x y x y   
 

   
 

  10x – 11y – 6 =  17(3x – 2y + 6)  

 
1

2

(10 3 17)x (2 17 11)y 6 6 17 0 (d )

(10 3 17)x (2 17 11)y 6 6 17 0 (d )

      


     

 

 Xét 

1
2 2

2
2 2

| 20 6 17 6 6 17 | 26d[C;d ]
(10 3 17) (2 17 11) 442 104 17

| 20 6 17 6 6 17 | 26d[C;d ]
(10 3 17) (2 17 11) 442 104 17

    
 

   


   
 


     

 

 d[C ;d1] > d[C ; d2]  
 Suy ra phương trình đường phân giác trong cần tìm là  

2(10 3 17)x (2 17 11)y 6 6 17 0 (d )       

       Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là  

2(10 3 17)x (2 17 11)y 6 6 17 0 (d )       
■ CÁCH 2 :“Dùng véctơ đơn vị”. 

*  Ta có 
11DK 5
2

 
  
 

;  và  DC 4 6 ; . Véctơ đơn vị trên hai cạnh AB, AC lần 

 lượt là : 

 

     

1

2

DK 2 11 1u ;5 11;10
2| DK | 221 221

DC 1 1 1u 4;6 2;3 2 17;3 17
| DC | 2 13 13 221

  
    

 



   



 

 Suy ra véctơ chỉ phương của đường phân giác trong góc BDC là: 

 1 2
11 2 17 10 3 17u u u ;

221 221
  

     
 

 nê có VT pháp tuyến là  
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  n (10 3 17; (11 2 17)     
 Vậy phương trình đường phân giác trong góc BDC là:  

 (10 3 17)(x 6) (2 17 11)(y 6) 0       

  (10 3 17)x (2 17 11)y 6 6 17 0       
■  CÁCH 3: “Dùng tỉ số chân đường phân giác”. Do I là trung điểm BD  
  B(5;4)  
*  Ta có BD = 221 , CD = 52  . Gọi E là chân đường phân giác của góc BDC, 

 khi đó E chia BC theo tỷ số: k = 17
2

DB CE
DC EB

    

 
17CE BE

2


 
93 14 17 68 8 17E ;

13 13
  
  
 

 

 Tương tự viết phương trình đường DE là phân giác trong của góc BDC ta cũng 
 có được:   

(10 3 17)x (2 17 11)y 6 6 17 0       
■  Lời bình:bài toán này đưa ra với ý đồ giúp các em ôn tập , nắm vững lại các 

kiến thức liên quan đến việc lập và sử dụng đường phân giác. Mỗi một cách làm 
đều có ưu và nhược điểm của chúng. Tuy vậy cách 2 là cách nhanh nhất có thể, 
cách 1 thì lại cho ta thêm một đường phân giác ngoài. Riêng cách 3 chỉ nên làm 
khi “tỉ số chân đường phân giác” là số đẹp. 

 
BÀI TOÁN6 (HÌNH THOI).Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thoi ABCD 

biết phương trình đường thẳng chứa cạnh AB và đường chéo BD lần lượt là 
3 1 0, 5 0x y x y      . Đường thẳng chứa cạnh AD qua điểm (1; 2)M  . 

Viết phương trình đường thẳng AC và tìm tọa độ điểm I là giao điểm của hai 
đường chéo hình thoi ABCD? 

■ Đặt vấn đề:ở chủ đề 1, chúng ta đã có dịp làm quen với bài toán có hình thoi. 
Trong bài toán này, ngoài việc các điểm đối xứng nhau qua tâm đối xứng I, các 
điểm trên cạnh của hình thoi cũng đối xứng qua các đường chéo vì bản chất 
chúng chính là những đường phân giác. Mời các em xem lời giải. 

■  CÁCH 1 :Tìm tọa độ điểm I sau đó viết phương trình AC. 
☺ Ý tưởng :  
_  Do BD phân giác của góc B và D nên theo tính đối xứng   của phân giác ta dễ 
 dàng tìm được điểm M’  CD. 
_  Do tính chất hình thoi, AB // CD  viết được pt CD. 
_  D = CD  BD và B = BD  AB  tìm được I 
_  Ta có AC // MH và AC qua I  viết pt AC.        
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► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Ta có B = AB  BD  tọa độ B là nghiệm của hệ  

  
x y 5 0 x 4

B 4;1
x 3y 1 0 y 1
     

   
   

 

*  Gọi H là hình chiếu của M lên BD và M’ là điểm đối xứng của M qua BD 
(M’CD và H là trung điểm MM’). Ta có MH  BD  MH: x + y + m = 0, 
MH qua M(1; 2)  m = – 3. 

 Vậy phương trình đường MH : x + y – 3 = 0. 
*  H = MH  BD  H(–1 ; 4). Lại có H là trung điểm MM’ M’(–3 ;6) CD.   
*  CD // AB  CD: x + 3y + n = 0. CD qua M’(–3; 6)  n = –15.  
 Vậy CD: x + 3y – 15 = 0. 
 Mặt khác D = BD  CD D(0 ;5). Gọi I = AC  BD  I là trung điểm BD  
  I(–2;3) 
*  AC // BD  AC: x + y + p = 0. AC qua I(–2; 3)  p = –1. 
 Vậy phương trình đường AC : x + y – 1 = 0. 
   Vậy phương trình đường thẳng và điểm cần tìm là: 
  AC : x + y – 1 = 0 và I(–2; 3). 
■ CÁCH 2 :Viết phương trình AC  tìm tọa độ I. 
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_  Tương tự ta cũng có thể xuất từ đường chéo AC nhưng lần   này sẽ kẻ MN // 
BD cắt AC tại K (N  AB). Do AC là phân giác của góc A nên theo tính đối 
xứng ta dễ dàng tìm được   điểm N  tọa độ điểm K.   

_  Khi đó AC  BD và qua điểm K.   
_  Khi đã có pt AC thì I = AC  BD. 
_  Bạn không cần phải giao AB và BD lại để tìm B.   
► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  Kẻ MN // BD (N AB) cắt AC tại K MN AC và K là trung điểm MN (do 
 tính đối xứng qua phân giác AC của hình thoi ABCD).      
*  MN // BD  MN: x – y + m = 0 (m ≠ 5). MN qua M(1 ; 2)  m = 1.  
 Vậy phương trình đường MN : x – y + 1 = 0. 
*  Ta có N = AB  MN  Tọa độ N là nghiệm của hệ  

   
x y 1 0 x 1

N 1;0
x 3y 1 0 y 0
     

   
   

 

 Lại có K là trung điểm MN  K(0;1)        
*  AC  BD  AC: x + y + n = 0. AC qua K(0; 1)  n = –1.  
 Vậy pt đường AC : x + y – 1 = 0. 
*  I = AC  BD  tọa độ I là nghiệm của hệ  

 
 

x y 1 0 x 2
I 2;3

x y 5 0 y 3
     

   
   

. 

       Vậy phương trình đường thẳng và điểm cần tìm là  
  AC : x + y – 1 = 0 và I(–2; 3). 
■  Lời bình:Như vậy chúng ta vừa khai thác thêm được thêm các yếu tố của hình 

thoi đặc biệt là hai đường chéo. Bài toán này bạn cũng thể giả sử một điểm bất 
kì thuộc AB và tìm điểm đối xứng của nó qua BD để viết phương trình BC. Hoặc 
cũng có thể dựa vào BD là đường phân giác nên gọi BC có véctơ pháp tuyến 
n (k; 1)  với k là hệ số góc để áp dụng “kỹ thuật dùng góc giữa (AB;BD) = 
góc giữa (BD; BC)”. 

 
BÀI TOÁN 7 (HÌNH CHỮ NHẬT). Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho 

hình chữ nhật ABCD có AB = 2AD và phương trình đường tròn đường kính 

AB là (C):    
2 21 1 4x y    . Viết phương trình đường thẳng AC biết 

trung điểm của CD nằm trên đường thẳng : 2 0d x y     

■ Đặt vấn đề:Có thể nói bài toán này đặc trưng mạnh nhất của nó có lẽ là “quan 
sát”. Hình học xuất thân có nguồn gốc từ các đo đạc, tính toán mà trải dải 
xuyên suất quá trình ấy là cả một sự “quan sát” không ngừng nghỉ. Nếu các 
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bạn chú ý một số đặc điểm ấy thì sẽ dễ dàng phát hiện ra đâu là “mấu chốt” 
của vấn đề. 

■  CÁCH 1: (Đi tìm “cây gậy” VTPT) 
 Gọi N là trung điểm CD ( N  d) và gọi I = AC  BD   
☺ Ý tưởng :  
_  Cùng nhận xét đường tròn (C) đã đi qua 

điểm N nên ta có N = (C)  d. 
_  Do tính đối xứng của I nên ta có I là 

trung điểm MN  tọa độ I 
  Từ đây ta cũng viết được phương trình 

MN.    
_  Đến đây do nhận thấy dấu hiệu“quan hệ 

giữa các cạnh của HCN” ta sử dụng 

kỹ thuật dùng góc tính cosNIC = CN
IN

  

_  Từ đây ta có cosNIC = |cos(AC;IN)|. Trong đó đường AC có dạng : 

a(x – xI) + b(y – yI) = 0 ( 2 2 0a b   ) 
► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Đường tròn (C) có tâm M(1; –1) và bán kính R = 2. Ta có AMND là hình vuông 
 nên N thuộc đường tròn (C). Lại có N  d nên tọa độ N là nghiệm của hệ:  

 
2 2

1

2

N ( 1; 1)(x 1) (y 1) 4
suy ra

N (1; 3)x y 2 0
      
 

   
 

*  Ta suy ra 1

2

I (0; 1)
I (1; 2)





. Xét tan NIC = CN

IN
 = 2   

  
2

1 1cos
51 tan

NIC
NIC

 



  

* TH1:  I1N1 có VTCP là 1 1I N (1;0)  

 1VTCPn (0;1)  và 2 2
2n (a;b),(a b 0)   là VTPT của AC 

 Ta có cos NIC = |cos(I1N1 ; AC)| = 1 2

1 2

| n .n |
| n | . | n |

=
2 2

| b |
a b

= 1
5

  

 (nhận xét b ≠ 0) nên ta chọn b = 1 
 Suy ra a2 + 1 = 5  a =  2. Đường AC qua I1(0; –1) có dạng là:  

 
2x y 1 0
2x y 1 0
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* TH2: I2N2 có VTCP là 1 1I N (0; 1)   

 3VTCPn (1;0)   và 2 2
4n (m;n),(m n 0)   là VTPT AC 

 Ta có cos NIC = |cos(I2N2 ; AC)| = 3 4

3 4

| n .n |
| n | . | n |

=
2 2

| a |
a b

= 1
5

  

 (nhận xét a ≠ 0) nên ta chọn a = 1 
 Suy ra b2 + 1 = 5  b =  2. Đường AC qua I2(1; –2) có dạng là: 

  
x 2y 3 0
x 2y 5 0
  


  

 

       Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là AC: 

x 2y 3 0
x 2y 5 0
2x y 1 0
2x y 1 0

  


  

   


  

 

■ CÁCH 2: (sử dụng nắm đắm kép – tìm thêm một điểm) 
☺Ý tưởng :  
_  Cùng nhận xét đường tròn (C) đã đi qua điểm N nên ta có N = (C)  d. 
_  Do tính đối xứng của I nên ta có I là trung điểm MN  tọa độ I 

 Dễ dàng tính được 2 2AI IM AM   Lập pt đường tròn ẩn mình(C1) 
có tâm I cắt đường tròn (C) tại A và B.       

_  Tìm được tọa độ A và B Dễ dàng viết được pt AC 
► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  Tương tự như cách 1 ta có  

 1 1

2 2

N ( 1; 1), I (0; 1)
N (1; 3), I (1; 2)

  


 
 

* TH1: Lại có A, B là giao điểm giữa (C) và 
(C1) trong đó (C1) là đường tròntâm I1, bán 

kính 2 2 5AI IM AM   . Do đó tọa 
độ A và B là nghiệm của hệ: 

 

2 2
1 1

2 2
2 2

A (1;1),B (1; 3)(x 1) (y 1) 4
suy ra

A (1; 3),B (1;1)x (y 1) 5
     
 

   
. 

 Đường AC qua I1(0; –1) có dạng là:
2x y 1 0
2x y 1 0
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* TH1: Lại có A, B là giao điểm giữa (C) và (C1) trong đó (C1) là đường tròn tâm 
 I2, bán kính bằng 5. Do đó tọa độ A và B là nghiệm của hệ: 

 

2 2
3 3

2 2
4 4

A ( 1; 1),B (3; 1)(x 1) (y 1) 4
suy ra

A (3; 1),B ( 1; 1)(x 1) (y 2) 5
       
 

      
. 

 Đường AC qua I2(1; –2) có dạng là:
x 2y 3 0
x 2y 5 0
  


  

 

       Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là  

AC: 

x 2y 3 0
x 2y 5 0
2x y 1 0
2x y 1 0

  


  

   


  

 

■ Lời bình:Rõ ràng, là việc giải bài toán này 
không quá phức tạp như ta nghĩ, nhưng cái 
cách mà chúng ta đặt vấn đề hết sức quan 
trọng. Ngoài cách 2 ra chúng ta còn có thể “lập 
phương trình đường tròn ẩn mình” khác đó 
chính là đường tròn tâm N bán kính AN. Việc 
giải cũng tương tự như cách 2. Ngoài ra cũng cần nhấn mạnh về dấu hiệu 
nhận biếtkhi đề bài cho quan hệ giữa các cạnh hình chữ nhật ta sẽ khai thác 
như thế nào cho hợp lý. 

 
BÀI TOÁN 8 (HÌNH VUÔNG). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình vuông 

ABCD có điểm (1; 2)E  là trung điểm của cạnh CD. Gọi F là một điểm trên 
đoạn AC sao cho CF = 3AF. Biết phương trình đường thẳng chứa cạnh BF 
là 3 5 0x y   . Viết phương trình đường thẳng AB. 

■ Đặt vấn đề:Tương tự như ở chủ đề 1 đề cập, việc một số bài toán trước khi tọa 
độ hóa thành công, ta thường phải kẻ thêm “một số đường phụ”nhằm mục đích 
chứng minh thêm một số tính chất hình học chưa sẵn có trong bài nhưng lại là 
“mấu chốt” giúp ta giải được và nhanh bài toán. Mời các bạn xem lời giải. 

☺ Ý tưởng :  
_  Nhận xét quan trọng nhất trong bài này là 

khi vẽ hình xong ta phát hiện BF  EF dĩ 
nhiên nếu chứng minh được BF  EF ta sẽ 
đưa bài toán của mình theo một hướng khác 
có lợi hơn. 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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_  Vấn đề đặt ra là có những cách nào có thể có 
để chứng minh EF  BF. Ở đây ta có thể vận 
dụng một số kỹ thuật chứng minh sau: 

     ● Chứng minh bằng định lý đảo của Pi–ta–go. 
     ● Chứng minh điểm thuộc đường tròn (sử dụng tứ giác nội tiếp). 
     ● Chứng minh bằng cách dùng véctơ. 

● Chứng minh bằng cách kẻ đường phụ, đổi từ việc chứng minh vuông góc 
 song song, v,v...  

     ● Chứng minh các  bằng nhau, đồng dạng  cộng góc = 90o, v,v... (và nhiều 
 cách khác nữa). 

Trong bài toán này, thầy sẽ trình bày một số cách chứng minh tiêu biểu trên. 
Mời các bạn cùng theo dõi.    

 
■  CÁCH 1: Chứng minh bằng định lý đảo của Pi–ta–go. 
☺ Ý tưởng: ta sẽ chứng minh BEF  F  

BF  EF, để áp dụng định lý đảo của Pi–ta–
go, ta sẽ tính độ dài các cạnh theo một cạnh 
cho trước. Ở đây vận dụng tính chất hình 
vuông, ta có thể đặt AB = a > 0 để tính toán 
các cạnh theo cạnh a đó.       

► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Đặt AB = a > 0 là độ dài cạnh hình vuông 
 ABCD. Ta có 

 

CD a 3AC 3a 2EC ,CF
2 2 4 4

     

*  Xét EFC có định lý hàm số cosin là: 
2 2 2CF EC EF a 10cos FCE EF

2FC.EC 4
 

   (1) 

*  Mặt khác BIF  I có 2 2 a 10BF BI IF
4

   (2)     

*  Mặt khác BEC  C có 2 2 a 5BE BC EC
2

   (3) 

*  Từ  (1), (2), (3) suy ra 2 2 2BE EF BF   BEF vuông cân tại F BF  EF 
 
■ CÁCH 2: Chứng minh bằng cách dùng véctơ theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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☺Ý tưởng: để chứng minh BF  EF  ta cần chứng minh EF.FB 0 . Để làm 
được điều đó, ta sẽ vận dụng một số kiến thức cơ bản của véctơ như “quy tắc 
chèn điểm MN MI IN  ”, tích vô hướng giữa hai véctơ  

MN.MP | MN | . | MP | .cos(MN,MP) . 
 Cụ thể trong bài này ta sẽ chèn điểm C vào trong 2 véctơ vì xét thấy góc C bằng 

90o.(Bạn cũng có thể thử chèn tại những điểm khác mà có góc vuông)                
► Hướng dẫn giải cách 2: 

*  Ta xét: EF.FB (EC CF).(FC CB) EC.FC EC.CB CF.FC CF.CB        

*  Trong đó 

2

2

22

CD 3CD 2 1 3CDEC.FC EC.FC.cos FCE . .
2 4 82

3CD 2 1 3CDCF.CB CF.CB.cos FCB CD. .
4 42

EC.CB 0 do EC CB
9CDCF.FC CF

8


  




  



 

    


 

*  Do đó:  

 

2 2 23CD 9CD 3aEF.FB EC.FC EC.CB CF.FC CF.CB 0 0
8 8 4

        

 
 EF  FB 

■  CÁCH 3: Chứng minh điểm thuộc đường tròn (sử dụng tứ giác nội tiếp). 
☺Ý tưởng :  
_  Để chứng minh BF  BE ta chứng minh góc BFE nhìn BE làm đường kính. Xét 

thấy góc BCE cũng nhìn BE theo một đường kính. Nếu gọi M là trung điểm AB 
thì ta cũng có BME nhìn BE theo một đường kính  chứng minh B, M, C, E, F 
cùng thuộc một đường tròn. 

_  Như vậy ta cần chứng minh FMCE là 
“tứ giác nội tiếp”. Để chứng minh 
một tứ giác là tứ giác nội tiếp ta có 
những cách quen thuộc như: 

●  C/m 2 góc liên tiếp cùng nhìn 1 cạnh 
bằng nhau. 

●  C/m góc ngoài bằng góc đối trong. 
●  C/m tứ giác có tổng hai góc đối bằng 

180o, v,v… 
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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 _  Ở đây ta phát hiện góc FME FCE  = 45o dễ dàng chứng minh được tứ 
 giác FMCE là tứ giác nội tiếp  góc FBE nhìn BE làm đường kính  
  BF  EF.            
► Hướng dẫn giải cách 3: Gọi I là tâm hình vuông ABCD và M là trung điểm AB. 
*  Ta có MBCE là hình chữ nhật nên MBCE là tứ giác nội tiếp đường tròn tâm K 
 bán kính BE(1). 
 Lại có CF = 3AF  FI = AF  F là trung điểm AI mà AMI vuông cân tại M 
 góc FME = 45o 
 Mặt khác lại có: góc FCE = 45o và góc FCE , góc FME cùng chắn EF  MFEC 
 là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính MC tâm K (2). 
*  Từ (1) và (2)  F, M, B, C, E cùng thuộc đường tròn tâm K, bán kính EB (do 

 EB = MC) và do góc EFB nhìn đường kính AB BFE = 90oBF  FE.      
■  CÁCH 4: Chứng minh bằng cách kẻ đường phụ. 
☺ Ý tưởng :  
_  Để chứng minhFBE  F ta có thể 

chứng minh 
2

BEFK   (đường trung 

tuyến bằng nửa cạnh huyền) 
_  Nếu gọi M, N, K lần lượt là trung điểm 

AB, AD, BE thì ta dễ dàng     chứng minh 
được FK là đường trung bình của MNC 

 FK // NC và  
2

NCFK   (mà NC = 

BE)  
2

BEFK  . 

_  Chú ý: NC  BE là một trong những kết quả mà ta vẫn thường hay sử dụng 
 trong hình vuông. Việc chứng minh này xin dành cho bạn đoc !   
 
►  Hướng dẫn giải cách 4:Gọi M, N, K lần lượt là trung điểm của AB, AD, BE. 
*  Dễ dàng chứng minh được F là trung điểm MN và do K là trung điểm BE 

 Suy ra FK là đường trung bình của MNC  FK // NC và 
2

NCFK  . 

*  Do EBC = NCD (c–g–c)  NC = BE  
2

BEFK   

FBE  F BF  FE.  
■  CÁCH 5: Chứng minh bằng cách dựng hệ trục tọa độ mới.  
☺ Ý tưởng :  

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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_  Chúng ta sẽ tạm quên hết các 
dữ kiện về phương trình đang 
có được trong mặt phẳng Oxy, 
chỉ giữ lại các yếu tố về hình 
phẳng. 

_  Dựng hệ trục tọa độ mới Dxy 
như hình vẽ, đặt cạnh hình 
vuông bằng a (a > 0). Tọa độ 
hóa các điểm đã cho và xét 

EF.FB . 
_  Khi đó ta có  

 
a a 3aE ;0 ,B(a;a), F ;
2 4 4

   
    
     

_  Nên ta có: 
a 3a 3a aEF ; ,FB ;

4 4 4 4
   

    
   

EF.FB 0  EF  BE     

Trên đây là một số cách chứng minh điển hình khi muốn chứng minh vuông góc. 
Trở lại bài toán, sau khi   chứng minh được BF  FE  thì ta sẽ tận dụng điều 
này như thế nào để viết phương trình AB?  

☺ Ý TƯỞNG VIẾT PHƯƠNG TRÌNH AB?  
● Ý TƯỞNG 1 (ứng với cách 1): Chúng ta lập được ngay phương trình FE do 

FE BF và qua E  FE  BF = F. Nếu gọi M là trung điểm AB thì ta có AB 
qua M và AB  ME  tìm M?  MF và ME bằng độ dài cụ thể vì theo cách 1 
ta đã tính được các cạnh của hình vuông theo độ dài a. Mời các em xem lời giải: 

*  Do EF  BF: x – 3y – 5 = 0  EF: 3x + y + m = 0. EF qua E(1;2)  m = – 5.  
Vậy EF: 3x + y – 5 = 0. Ta có tọa độ F là nghiệm của hệ  

  
x 3y 5 0 x 2

F 2; 1
3x y 5 0 y 1
    

   
    

 

*  Ta có độ dài EF = 10 10
4

a
  a = 4. Gọi M(x ; y) là trung điểm AB ta có:  

 
2 2

2 2

( 1) ( 2) 162
4

( 2) ( 1) 24

AC x yMF

x yME BC

       
 

     

 ( xin dành cho bạn đọc) 

 Suy ra  1 2
17 6M 1;2 hay M ;
5 5

 
 
 

 

*  TH1: AB qua  1M 1;2 nhận  1M E 0;4 làm VTPT có phương trình: y + 2 = 0 
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* TH2: AB qua 2
17 6M ;
5 5

 
 
 

nhận 1
12 16M E ;
5 5
 

  
 

làm VTPT có phương 

 trình: 3x – 4y + 15 = 0.  
     Vậy phương trình đường thẳnglà AB : y + 2 = 0 hay AB: 3x – 4y + 15 = 0 
● Ý TƯỞNG 2 (ứng với cách 3 và 4): Lập được phương trình FE và tìm được 

tọa độ F như cách 1  độ dài EF, và nhận xét EFB vuông cân tại F nên ta lập 
phương trình đường tròn (C) tâm F bán kính EF. Cho (C)  BF  tọa độ điểm B. 
Đến đây ta có thể viết phương trình AB qua B và có dạng a(x – xB) + b(y – yB) = 0 
hoặc y = k(x – xB) + yB. Khả dĩ nhất ở đây là sử dụng góc hoặc khoảng cách để 
đi tiếp hay cũng có thể:  

 Gọi G = IC  EK  G là trọng tâm MEC  GE = 2
3 3
EK EB

  (Do đã có tọa 

độ B  tọa độ G dễ dàng) 

Ta có 
2
IAIF   và 2

3
IFIG    tọa độ I. (Có I ta dễ dàng viết được pt AB qua 

B  IE)   
 (phần này xin dành cho bạn đọc).  

■  Lời bình: Bài toán này chủ yếu muốn nói kỹ về vấn đề chứng minh vuông góc. 
Bạn thấy đấy mỗi một cách đều có thế mạnh riêng của chúng. Tùy vào từng tình 
huống cụ thể mà ta lựa chọn cách tiếp cận phù hợp. Tất nhiên sẽ còn nhiều lời 
giải khác nữa (bạn đọc có thể tìm hiểu thêm). Qua bài toán trên ta thấy được 
việc viết phương trình một đường đôi khi không đơn giản là việc đi tìm “nắm 
đắm” (điểm) và “cây gậy” (VTPT–VTCP) mà trước đó ta còn phải trải qua một 
quá trình “chứng minh một kết quả quan trọng khác” mà do một quá trình 
quan sát, thực nghiệm vẽ hình kết luận được. Cũng phải nói luôn với cách 
chứng minh vuông góc thứ 2, khi sử dụng véctơ để chuyển tích vô hướng bằng 
0, tuy lời giải đẹp nhưng lại không giúp   ta khai thác tiếp được các yếu tố còn 
lại như nhận xét BEF vuông cân, hay độ dài các cạnh của hình vuông. Việc 
này gây trở ngại cho ta ở phần sau đó rất nhiều khi viết phương trình AB.   

 
BÀI TOÁN 9 (VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA CÁC ĐƯỜNG TRÒN).Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho hai đường tròn (C1), (C2) có phương trình  
2 2 2 2

1 2(C ) : x y 2x 2y 2 0, (C ) : x y 4x 6 0          

Biết rằng điểm M(1;1) là điểmchung của (C1) và (C2). Viết phương trình đường 
thẳng d qua M cắt (C1) và (C2) lần lượt tại A1 và A2(A1khác A2) sao cho M là 
trung điểm của A1A2.  
■ Đặt vấn đề:khi xét đến các bài toán về đường tròn thì một trong những chủ đề 

thường được quan tâm đó là “bài toán về vị trí tương đối giữa điểm, đường 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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thẳng, đường tròn so với đường tròn. Trong phần lý thuyết chương dù đã có đề 
cập đến một số kiên thức cơ bản, tuy vậy trong quá trình giải các bạn cần lưu ý 
những gì? Mời các bạn xem lời giải. 

■  CÁCH 1: Sử dụng phương pháp Thales 
☺ Ý tưởng:  

 
_  Đầu tiên tìm được tâm và bán kính của hai đường tròn, từ đó tính R1 + R2, |R1 – R2| 
 và I1I2 để kết luận vị trí tương đối giữa 2 đường tròn. 
_  Sau đó, lần lượt gọi H1, H2 là hình chiếu của I1, I2 lên đường d  I1H1 // I2H2 và 
 do M là trung điểm A1A2 nên M  cũng là trung điểm H1H2.  
_  Đến đây ta thấy để lập phương trình d qua M thì hoặc cần tìm 1 điểm nữa 

(“nắm đắm kép”) hoặc cần tìm một vtpt (“cây gậy”)  nếu gọi I là trung điểm 
I1I2 theo định lý đảo của Thales ta sẽ có: I1H1 // I2H2 // MI  MI  d ta tìm 
được vtpt. 

► Hướng dẫn giải cách 1: 

*  Đường tròn (C1) có 1

1

I (1; 1)

R 1 1 2 2




   
 và (C2) có 2

2

I ( 2;0)

R 4 6 10




  
 

 Nên ta có: 
1 2

1 2

1 2

R R 2 10

| R R | 10 2

I I 10

   


  




 suy ra 1 2 1 2 1 2| R R | I I R R    

 Suy ra (C1) và (C2) cắt nhau tại 2 điểm trong đó đã có một điểm chung M(1 ; 1).       
*  Gọi H1, H2, I lần lượt là trung điểm của MA1, MA2, I1I2. 
 Vì H1, H2 là trung điểm của hai dây cung MA1, MA2 I1H1 MA1, I2H2 MA2 
 (định lý đường kính và dây cung)I1H1// I2H2. 
 Do M là trung điểm A1A2, I là trung điểm I1I2 
  MI là đường trung bình của hình thang I1I2H1H2 MI // I1H1// I2H2 MI  d    

*  Ta có I là trung điểm I1I2
1 1I ;

2 2
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 Đường thẳng d qua M(1; 1) nhận 
3 3IM ;
2 2

 
  
 

làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

3 3(x 1) (y 1) 0 x y 2 0
2 2

         

       Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là d: x + y – 2 = 0 
■ CÁCH 2: Sử dụng phương pháp gọi điểm. 
☺ Ý tưởng: Xét về bản chất, cách này mục đích là đi tìm điểm A1, A2 nhưng xét 

thấy không thể tìm trực tiếp được, nên ta thử đặt tọa độ cho A1, A2 rồi lần 
lượt thay vào phương trình của hai đường tròn (C1), (C2)  mục đích là để tìm 
tập hợp điểm quỹ tích chứa điểm A1 và A2 dự đoán ở đây chính là đường 
thẳng d cần tìm. Mời các em xem lời giải.                           

► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  Chứng minh (C1) và (C2) cắt nhau tại 2 điểm (xem cách 1). 
*  Gọi 1 1 1 2 2 2A (x ; y ), A (x ; y ) . Do M là trung điểm A1A2  

 
1 2 M 2 1

1 2 M 2 1

x x 2x 2 x 2 x
y y 2y 2 y 2 y
     

 
     

 

*  Ta có: 
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2

2 2 2 2 2

A (C ) x y 2x 2y 2 0
A (C ) x y 4x 6 0

      
 

     
 

 


2 2
1 1 1 1

2 2
1 1 1

x y 2x 2y 2 0
(2 x ) (2 y ) 4(2 x ) 6 0
     


      
 

 

2 2
1 1 1 1
2 2

1 1 1 1

x y 2x 2y 2 0 (1)
x y 8x 4y 10 0 (2)
     


    
. 

*  Trừ vế theo vế hai phương trình (1) và (2) ta được: 1 1x y 2 0 (*)    

*  Đặt d: x + y – 2 = 0. Ta có: 1A d (do(*))
M d



  

 
 d: x + y – 2 = 0 là phương trình đường thẳng cần tìm   

     Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là d: x + y – 2 = 0 
■ CÁCH 3 :Sử dụng phương pháp khoảng cách. 
☺ Ý tưởng :khác cách 2, nhưng cùng tư tưởng với cách 1, thay vì tìm được trực 

tiếp vtpt của d thì ta sẽ thử gọi 2 2n (a;b), (a b 0)    viết dạng pt tổng 
quát của d. Ở đây do biết được độ dài bán kính của mỗi   đường tròn và mối liên 
hệ giữa hai dây cung của  đường tròn  chuyển bài toán về khoảng cách.                               

► Hướng dẫn giải cách 3: 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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*  Chứng minh (C1) và (C2) cắt nhau tại 2 điểm (xem cách 1). 

*  Gọi 2 2n (a;b), (a b 0)   là véctơ pháp tuyến (vtpt) của đường thẳng d. 
 Đường thẳng d qua M(1;1) có dạng tổng quát là: a(x – 1) + b(y – 1) = 0  
 d: ax + by – a – b = 0 

*  Theo định lý Pi–ta–go ta có: 

2
2 2 1

1 1

2
2 2 2

2 2

MAR [d(I ;d)]
4

MAR [d(I ;d)]
4


 


  


 mà MA1 = MA2 

 Suy ra 2 2 2 2
1 1 2 2R [d(I ;d)] R [d(I ;d)]   

2 2

2 2 2 2

( 2b) ( 3a b)4 10
a b a b
  

  
 

 

 
2 2 2 2(3a b) 4b 6(a b ) 0      2 23a 6ab 9b 0    (*) 

 Nhận xét b = 0 (*)  a = 0 (loại vì 2 2a b 0  ) nên với b ≠ 0, ta chọn b = 1  
 Do đó (*)  a2 + 2a – 3 = 0 a = 1 hay a = – 3.  
*  TH1: với a = 1, b = 1  d1 : x + y – 2 = 0. 

 TH2: với a = –3, b = 1  d2: 3x – y – 2 = 0 (loại do ta có 1 2I I ( 3;1)   

 
1 2I In (1;3) nên 

1 2I In .n 0 , Khi đó đường thẳng d trở thành đường thẳng 
 chưa dây cung chung của (C1), (C2))    
    Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là d: x + y – 2 = 0 
 
■  CÁCH 4 :Sử dụng phép biến hình (phép đối xứng tâm). 
☺ Ý tưởng : 
_  Do M là trung điểm A1A2 nên theo phép đối xứng tâm M ta có thể tâm I2 thành 

I2’, biến điểm A2 thành điểm A1 A1 (C2)’. (phép đối xứng tâm là phép biến 
hình bảo toàn khoảng cách (đẳng cự)). 

_  Khi đó (C1) và (C2)’ có hai điểm chung tạo thành dây cung MA1. Theo tính chất 
của dây cung chung của 2 đường tròn thì ta có được I1I2’  MA1 

_  Đến đây đường thẳng d qua M và nhận I1I2’ làm vtpt. Mời các em xem lời giải.   

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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► Hướng dẫn giải cách 4: 
*  Chứng minh (C1) và (C2) cắt nhau tại 2 điểm (xem cách 1). 
*  Xét phép đối xứng tâm M(1;1): ĐM biến điểm I2(–2; 0) thành điểm I2’(4;2), biến 

đường tròn (C2) thành đường tròn (C2’) và biến điểm A2 (C2) thành điểm A1 (C2’).                                
*  Khi đó (C1) và (C2’) có dây cung MA1 chung  I1I2’  MA1 

*  Đường thẳng d qua M(1; 1) nhận  1 2I I ' 3;3 làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

3(x 1) 3(y 1) 0 x y 2 0         
    Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là d: x + y – 2 = 0 
■ Lời bình: 

Với  cách làm trên, chúng ta xét thấy ở cách 1, là một cách hay nhưng đòi hỏi 
cách bạn phải biết cách vận dụng nhuần nhuyễn định lý Thales.  
Ở cách 2, thật ra chúng ta cũng có thể giải tiếp để tìm tọa độ A1 và A2 rồi sau đó 
viết phương trình đường thẳng d nhưng lại làm bài toán dài thêm.  
Ở cách 3, tuy khá hay nhưng nhược điểm lớn nhất là không lường trước được 
sai lầm khi nhận hết các trường hợp (Khâu kiểm tra lại kết quả cực kì quan 
trọng phải không các bạn?).  
Ở cách 4,tuy cực kì sáng tạo nhưng sẽ không ít bạn nghĩ đến cách làm này, để 
vận dụng một cách tối ưu nhất các bạn nên xem lại lý thuyết của phần này ở 
chương 1. 
Cũng cần lưu ý về cách xét vị trí tương đôi giữa 2 đường tròn (xem lại phần lý 
thuyết chương 1 các bạn nhé). Có một câu hỏi đặt ra là nếu đường thẳng d 
qua M và cắt hai đường trònlần lượt tại A và B sao cho MA = kMB ( k > 0) 
thì khi đó cách làm nào là tốt nhất? khi đó cách 1 sẽ là cách làm tốt nhất.     

 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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BÀI TOÁN 10 (VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI GIỮA ĐƯỜNG THẲNG VÀ ĐƯỜNG 
TRÒN).Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn   2 2: 1C x y  . Tìm 
các giá trị của m trên đường thẳng d: y = m tồn tại đúng hai điểm phân biệt 
M1, M2 mà từ mỗi điểm đó có thể kẻ được hai tiếp tuyến đến (C) sao cho góc 
giữa hai tiếp tuyến đó bằng 60o. 

■ Đặt vấn đề:Bản chất của tiếp tuyến thật ra cũng chỉ là một đường thẳng nhưng 
có kèm theo điều kiện tiếp xúc (khoảng cách từ tâm đến đường thẳng bằng bán 
kính), vì vậy để thiết lập phương trình tiếp tuyến ta cũng vẫn phải bắt đầu từ 
việc thiết lập phương trình đường thẳng với đầy đủ các yếu tố đã học (đó chính 
là “nắm đắm và cây gậy”, hay “nắm đắm kép” hay đường thẳng có hệ số góc k, 
v,v…) Trong bài toán định m này, thì với mỗi giá trị m tìm được ta xác định 
một đường thẳng tương ứng. Mấu chốt của bài toán này nằm ở đâu?     Và liệu 
có thể tổng quát bài toán này lên với góc  bất kì được không?Mời bạn đọc 
cùng theo dõi lời giải. 

☺ Ý tưởng :  

 
_  Trước khi bước vào phân tích tìm lời giải cho bài toán trên, phải nói rằng nếu ta 

không “dịch”cho bằng được thứ ngôn ngữ “chữ” của bài toán sang ngôn ngữ 
“kí hiệu” của hình học thì biết đâu sẽ cũng có nhiều bạn không định hướng 
được? Ai đó đã nói rằng, “Toán học là trò chơi của ngôn ngữ” một bài toán 
ẩn dưới dạng ngôn ngữ chữ bao giờ cũng khó hơn bài toán ẩn dưới dạng kí hiệu 
Toán học. Vì vậy, tác giả đề nghị chúng ta dựng hình và phác thảo ý tưởng trên 
hình nhé. theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 

cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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_  Như các bạn đã biết, góc tạo bởi hai đường thẳng trong mặt phẳng có thể là  
hoặc 180o –  ( tính theo độ). Với nhận xét này ta có hai trường hợp tương 
ứng. Với trường hợp 1, khi  = 60o, ta suy ra góc AMO =  30o 

  OM = 2OA = 2R = 1  quỹ tích của những điểm M chính là đường tròn (C1) 
tâm O bán kính R1 = 2.                        

_  Tương tự với trường hợp 2, khi  = 120o, ta suy OM’ = 2OA
3

 = 2
3
 quỹ tích 

 của những điểm M’ chính là đường tròn (C2) tâm O bán kính R2 = 2
3
.    

_  Với yêu cầu bài toán thì đường thẳng d chỉ có thể cắt (C1) và không cắt (C2).                                                        
► Hướng dẫn giải: 
*  Đường tròn (C): x2 + y2 = 1 có tâm O(0; 0) và bán kính R = 1.Góc hợp giữa hai 

tiếp tuyến kẻ từ M có thể là 60o hoặc 120o. Vậy ta có tương ứng hai trường hợp.       

*  TH1:  góc AMB 60 , xét OAM  A  sin 
OA 1AMO
OM 2

 
 

 
 OM = 2OA = 2R = 2. 

 Suy ra M thuộc đường trong (C1) có tâm O và bán kính R1 = 2 

*  TH2:  góc AM'B 120 , xét OA’M’  A’  sin 
OA ' 3A 'M 'O
OM ' 2

 
 

 
 OM’ = 

2
3

 . 

 Suy ra M thuộc đường trong (C2) có tâm O và bán kính R2=
2
3

 

*  Đường thẳng d: y – m = 0. Để có 2 điểm M thỏa yêu cầu bài toán thì điều kiện 
cần và đủ là đường thẳng d cắt (C1) tại 2 điểm phân biệt và d không cắt (C2).   

 Suy ra 1

2

| m | 2 2 m 2
d[O;d] R

2 2 2| m | m v md[O;d] R
3 3 3

     
         

  

 

       Vậy yêu cầu bài toán 
2 m 2

2 2m v m
3 3

  



  


 

■  Lời bình:Trước tiên nếu xét các trường hợp còn lại (xem hình vẽ), ta có: 
 + Tìm m để có duy nhất một điểm M mà tại đó kẻ được 2 tiếp tuyến hợp với 

nhau góc 60o d tiếp xúc với đường tròn (C1)  d[O;d] = R1.              
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 

152  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 183 

 + Tìm m để có 2 điểm M1, M2 phân biệt mà tại đó kẻ được 2 tiếp tuyến hợp với 
nhau góc 60o tương tự như bài toán trên. 

 + Tìm m để có 3 điểm M1, M2, M3 phân biệt mà tại đó kẻ được 2 tiếp tuyến hợp 
với nhau góc 60o d cắt (C1) tại M1, M2 và tiếp xúc ngoài với (C2) tại M3

d[O;d] = R2.    
 + Tìm m để có 4 điểm M1, M2, M3, M4phân biệt mà tại đó kẻ được 2 tiếp tuyến 
hợp với nhau góc 60o d cắt (C2) tại 2 điểm phân biệt d[O;d] < R2.   
 Như vậy có thể thấy bài toán trên, có mấy vấn đề cần rút ra: 
Một là, việc xét vị trí tương đối giữa điểm M và đường tròn (C) rất quan trọng vì 

nếu biết được độ dài OM ta sẽ có được quỹ tích tập hợp điểm M (Ở đây chính là 
đường tròn đồng tâm với (C) nhưng bán kính bằng OM) , trong quá trình giải 
bài tập chọn lọc – tự luyện, cũng như giải các đề thi chính quy đại học, các đề 
thi thử, bạn sẽ thấy rất rõ nét yếu tố trên.  

Hai là, bài toán mặc dù đề cập đến thiết lập tiếp tuyến cho đường tròn thỏa yêu cầu 
cho trước nhưng khi cần phải biện luận ta vẫn rất cần sử dụng đến d[tâm; 
đường thẳng đang xét].   

 
BÀI TOÁN 11 (TIẾP TUYẾN CỦA ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặt phẳng tọa độ 

Oxy, cho đường tròn 2 2( ) : 2 4 4 0C x y x y     và tọa độ điểm  3;5A . 
Viết phương trình tiếp tuyến kẻ từ A đến (C). Giả sử các tiếp điểm là M, N. 
Tính độ dài MN.       

■ Đặt vấn đề:tương tự như câu 10 vừa rồi, để viết phương trình tiếp tuyến của 
 đường tròn ta có thể có những cách giải nào? Mời các bạn xem lời giải 

■  CÁCH 1 :Gọi n (a;b) (a2 + b2> 0) là vtpt của tiếp tuyến d kẻ từ A đến 
 đường tròn (C).  

 
☺Ý tưởng :  

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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_ Đầu tiên ta kiểm tra vị trí tương đối giữa điểm A   và đường tròn (C)  kết quả 
cho A ngoài đường   tròn (C)  có 2 tiếp tuyến cần tìm.    

_ Nhận xét tiếp tuyến đã qua điểm A nên chỉ cần tìm thêm một điểm nữa hoặc 
một véctơ pháp tuyến nữa là có thể lập được pt tiếp tuyến. 

_  Ở đây ta đi theo hướng lập vtpt n (a;b) . Dùng điều kiện tiếp xúc để giải tìm 
quan hệ a và b. 

_ Tuy nhiên cần lưu ý đến điều kiện a2 + b2> 0.        
 
► Hướng dẫn giải cách 1: 

*  Đường tròn (C) có tâm I(–1;2) và bán R = 1 4 4 3    và IA (4;3)  
 IA 5 R    . 
 Suy ra A nằm ngoài đường tròn (C)  qua A ta kẻ được hai tiếp tuyến đến (C).   
*  Ta có tiếp tuyến d qua A(3;5) nên có dạng: a(x – 3) + b(y – 5) = 0  
  ax + by – 3a – 5b = 0. 
*  Do d tiếp xúc với (C)  d[I;d] = R  

 
2 2 2 2

| a 2b 3a 5b | | 4a 3b |3 3
a b a b

    
  

 
 

 
2 2 2 2(4a 3b) 9(a b ) 7a 24ab 0      (*) 

*  Nhận xét nếu b = 0 thì (*)  
  a = 0 (vô lí vì a2 + b2> 0) nên với b ≠ 0 ta chọn b = 7. 

 Do đo (*)  a2 + 24a = 0  1

2

d : y 5 0a 0
hay

d : 24x y 37 0a 24
  

     
.   

*  Gọi H = MN  IA ta có MN = 2MH. IMA  M có 2 2 2MA IA IM    
  MA = 4. 

  Lại có MH.IA = IM.MA  12 24
5 5

MH MN     

      Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 1

2

d : y 5 0
d : 24x y 37 0

 


  
và độ dài 

MN = 24
5  

■  CÁCH 2 : Tìm tọa độ 2 tiếp điểm M và Nviết phương trình 2 tiếp tuyến 
tương ứng. 

☺ Ý tưởng :  
_ Để tìm M, N ta có thể xét {M; N} = (C)(C1) trong đó (C1) là đường tròn tâm 

A bán kính MA. 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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_ Khi có M, N thì việc lập phương trình đường tiếp tuyến hay tính độ dài MN quá 
đơn giản. 

_  Phần giải cách 2 xin dành cho bạn đọc. 
■  Lời bình: Trong bài toán này, không bàn về phương pháp giải mà chỉ nói về 

một số lưu ý. 
Một là, với dạng hình từ một điểm ngoài đường tròn kẻ được hai tiếp tuyến chúng 

ta cần lưu ý đến “hệ thức lượng trong tam giác vuông IBM hay IMA tại các tiếp 
điểm A, B. Bởi khi đó ta có thể sử dụng các công thức để liên hệ với bán kính. 

Hai là, đối với một điểm, một đường thẳng hay một đường tròn thì “xét vị trí tương 
đối của chúng” với đường tròn là cực kì là quan trọng.  

 
BÀI TOÁN 12 (TIẾP TUYẾN CHUNG CỦA HAI ĐƯỜNG TRÒN). Trong 

mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai đường tròn 2 2
1(C ) : x y 10x 0,    

2 2
2(C ) : x y 4x 2y 20 0     . Viết phương trình tiếp tuyến chung của 

hai đường tròn (C1) và (C2). 
■  Đặt vấn đề : Viết phương trình “tiếp tuyến chung của hai đường tròn” là một 

trong những chủ đề thường gặp trong các đề thi đại học bởi lẽ nó “chạm đến” 
những vấn đề liên quan như “vị trí tương đối giữa đường thẳng và đường tròn”, 
“lập phương trình của một đường thẳng”, v,v... Với chủ đề này thì có thể có 
những cách thức tiếp cận nào? Và có thể có một phương pháp tổng quát để giải 
dạng toán này không? Mời bạn đọc cùng theo dõi.  

 
☺ Nhận xét :Như nhận xét ở chủ đề 2 (“viết phương trình đường thẳng”) thì bản 

chất của tiếp tuyến thật ra   cũng chỉ là một đường thẳng cũng cần phải hội đủ 
các yếu tố như đi qua một điểm và nhận một véctơ nào đó làm véctơ pháp tuyến 
(hoặc véctơchỉ phương). 

☻ Ý tưởng:  

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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_  Do hai đường tròn (C1) và (C2) cắt nhau tại hai điểm A và B  có 2 tiếp tuyến 
cần tìm. 

_  Tiếp tuyến chưa đi qua điểm nào? và cũng chưa có véctơ pháp tuyến hoặc véctơ 
chỉ phương. Vì vậy ta có thể triển khai theo hai hướng sau: 

+ Hướng thứ 1, gọi dạng phương trình tiếp tuyến y = ax + b :  ax – y + b = 0 
 dùng “điều kiện tiếp xúc giữa  và (C1), (C2)  giải tìm quan hệ a, b  

  phương trình .    
+  Hướng thứ 2, phát hiện hai đường tròn có cùng bán kính (R1 = R2)  tiếp 

tuyến  là hai đường thẳng song song với 1 2I I ( 7;1)  : x + 7y + m = 0  

  tương tự dùng “điều kiện tiếp xúc”  giải tìm m      phương trình .                                            
► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Do (C1) cắt (C2) tại A, B nên có 2 tiếp tuyến chung. Giả sử phương trình tiếp 

tuyến chung của (C1) và (C2) có dạng: y = ax + b: ax – y + b = 0 
*  tiếp xúc với (C1) và (C2)  

 
1 1

1 2 2 2
2 2

d[I ; ] R (1) | 5a b | | 2a 1 b |d[I ; ] d[I ; ] 5
d[I ; ] R (2) a 1 a 1

     
      

   
 

 Suy ra 

15a b 2a 1 b a
7

3a 15a b 2a 1 b b
2


      


       



 

*  Thay 
1a

7


  vào (1) ta có 
5 25 2b

7


  

*  Thay 
3a 1b

2
 

  vào (1) ta được:  

  
2 23a 1| 5a b | 5 a 1 | 5a | 5 a 1

2
 

        

 Suy ra 2 2 2(7a 1) 100(a 1) 51a 14a 99 0(VN)         

 Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là
x 7y 5 25 2 0

x 7y 5 25 2 0

    


   

 

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Do R1 = R2 và hai đường tròn cắt nhau nên ta suy ra hai tiếp tuyến chung là 2 

đường thẳng song song 1 2I I ( 7;1)  phương trình tiếp tuyến có dạng x + 7y 
+ m = 0 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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*  Điều kiện tiếp xúc là 1d[I ; ] 5 | 5 m | 25 2 m 5 25 2          

 Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là
x 7y 5 25 2 0

x 7y 5 25 2 0

    


   

 

■ Lời bình: Từ bài toán tiếp tuyến chung này ta đặt ra hai tình huống xảy ra: 
Một là, trường hợp 2 đường tròn có R1 = R2 nhưng không cắt nhau thì khi đó 

việc giải sẽ như thế nào?  Khi đó sẽ có đến 4 tiếp tuyến chung thỏa yêu cầu 
bài toán (bạn đọc có thể xem câu 5 của đề dự bị 2 – ĐH B2002 ở chương 3 
để hiểu rõ hơn) 

 Hai là, trường hợp 2 đường tròn có R1 ≠ R2và cắt nhau thì khi đó ta sẽ giải như thế 
nào?  khi đó ta vẫn sẽ có 2 tiếp tuyến chung, tuy nhiên 2 tiếp tuyến này sẽ cắt 
nhau và đồng quy với đường thẳng I1I2 tại điểm M  ta có thể vận dụng định 
lý Thales để tìm tọa độ điểm M  viết phương trình  qua M và khuyết véctơ 
pháp tuyến.   

 
BÀI TOÁN 13 (TRỤC ĐẲNG PHƯƠNG CỦA HAI ĐƯỜNG TRÒN). Trong 

mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có ( 2; 1)A   , trực tâm (2;1)H  và 

độ dài cạnh BC bằng 2 5 . Gọi E, F lần lượt là chân đường cao hạ từ đỉnh B 
và C. Biết trung điểm M của cạnh BC nằm trên đường thẳng 

: 2 1 0d x y    và EF đi qua điểm (3; 4)N  . Viết phương trình đường 
thẳng BC. 

■  Đặt vấn đề : Đối với bài toán liên quan đến đường tròn ngoài các phương trình 
tiếp tuyến, phương trình dây cung của đường tròn, phương trình tiếp tuyến 
chung , dây cung chung của hai đường tròn cũng là một dạng toán khó. Để xử lý 
bài toán này, tác giả sẽ đề cập đến phương trình trục đẳng phương của hai 
đường tròn . Vậy trục đẳng phương là gì? tính chất ra sao? vận dụng như thế 
nào trong các bài toán liên quan đến đường tròn. Mời bạn đọc cùng theo dõi 

☺ Nhận xét :Trước tiên chúng ta cần hiểu thế nào là trục đẳng phương? 
 ♥ Định nghĩa phương tích: Cho đường 2 2( ) : 2 2 0C x y ax by c     . Khi 

đó /( ) .M CP MA MB  không phụ thuộc vào phương của cát tuyến MAB của 
đường tròn mà chỉ phụ thuộc vào vị trí điểm M.  

 Cụ thể nếu M(xo; yo) thì 2 2
/( ) 0 0 0 02 2 0M CP x y ax by c       . 

 ♥ Định nghĩa trục đẳng phương: Cho 2 đường tròn 1 2( ), (C )C , khi đó: Tập 

 1 2/(C ) /(C )| M Md M P P  là một đường thẳng và đó gọi là trục đẳng phương 

của hai đường tròn. 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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 Giả sử 
2 2

1 1 1 1
2 2

2 2 2 2

( ) : 2 2 0
( ) : 2 2 0

C x y a x b y c
C x y a x b y c

     


    
 

 Thì phương trình trục đẳng phương là: 1 2 1 2 1 22( ) 2(b ) c 0a a x b x c       
 ♥ Chú ý:  
 + Khi 2 đường tròn cắt nhau tại 2 điểm A, B thì AB chính là trục đẳng phương 

của (C1) và (C2) 
 + Khi 2 đường tròn tiếp xúc nhau tại điểm A thì trục đẳng phương của 2 đường 

tròn chính là tiếp tuyến chung của 2 đường tròn tại điểm A. 
☻ Ý tưởng:  
_  Nhận xét đầu tiên khi dựng hình đó 

chính là đường BC  AH nên ta đã sẵn 
có véctơ pháp tuyến của BC.    

_  Để viết phương trình đường thẳng BC 
thì chắc chắn ta phải đi tìm điểm M, do 
M thuộc đường thẳng d nên ta dễ dàng 
tham số hóa điểm M. 

_  Vấn đề đặt ra lúc này là ta cần 1 
phương trình có liên quan đến điểm M 
 đó là phương trình nào? và nó liên 
hệ gì với những giả thiết còn lại? 

_  Phân tích các giả thiết còn lại ta có N  
EF (1), độ dài BC = 2 5 cùng với tọa 
độ của điểm A và H đang có. Trong 
những dữ kiện này, dữ kiện N  EF là 
đặc biệt nhất, đó phải chăng là lời gợi ý 
của người ra đề cho chúng ta  hãy lập 
phương trình đường EF? 

_  Đến đây thì mọi thứ vẫn chưa thật sự rõ ràng? nhưng nếu bạn chú ý một chút thì 
F và E đang nhìn BC   dưới một góc vuông  BFEC chính là tứ giác nội tiếp và 
đường tròn (C) tâm M bán kính BM sẽ đi qua E và F nên lúc này EF chính là 
dây cung của đường tròn (C).      

_  Không dừng lại ở đó, ta cũng phát hiện thêm E và F cũng đang nhìn AH dưới 
một góc vuông  AEHF cũng là một tứ giác nội tiếp và đường tròn (C’) tâm I 
(trung điểm AH) bán kính IA sẽ đi qua E và F nên lúc này EF chính là dây cung 
của đường tròn (C’) 

_  Hóa ra EF chính là dây cung chung của hai đường tròn (C) và (C’) và theo như 
nhận xét về lý thuyết đã giới thiệu ở trên EF chính là trục đẳng phương của hai 
đường tròn (C) và C’). 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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► Hướng dẫn giải :  
*  M  d: x – 2y – 1 = 0  M(2m + 1; m)      
*  Ta có E và F cùng nhìn BC dưới một góc vuông  BFEC là một tứ giác nội 

tiếp đường tròn (C) có tâm   là điểm M và bán kính R = 5
2

BCBM  
 


2 2( ) : ( 2 1) ( ) 5C x m y m      

*  Ta có E và F cùng nhìn AH dưới một góc vuông  AFHE là một tứ giác nội 
tiếp đường tròn (C’) có tâm là I(0;0) là trung điểm AH và bán kính  

  R’ = 5
2

AHAI   
2 2( ') : 5C x y   

*  Nhận xét E, F chính là giao điểm chung của hai đường tròn (C) và (C’)  EF 
chính là trục đẳng phương của hai đường tròn trên nên EF có dạng:  

2 2 2 2 2( 2 1) ( ) 2(2 1) 2 5 4 1 0x m y m x y m x my m m              
*  Mặt khác N(3;–4)  EF  

 
12 2

2

( 1; 1)1
2(2 1)3 2 .( 4) 5 4 1 0 1

(3;1)1
Mm

m m m m m
Mm
   

          
 

 

*  TH1: Đường thẳng BC qua M1(–1; –1) nhận (4;2)AH   làm véctơ pháp 
tuyến có dạng là: : 2( 1) 1( 1) 0 2 3 0BC x y x y         

*  TH2: Đường thẳng BC qua M2(3; 1) nhận (4;2)AH   làm véctơ pháp tuyến 
có dạng là: : 2( 3) 1( 1) 0 2 7 0BC x y x y         

 Vậy phương trình đường thẳng BC cần tìm là
2x y 3 0
2x y 7 0

  


  
 

■  Lời bình:Có thể thấy được một số vai trò tiêu biểu của trục đẳng phương của 
hai đường tròn trong việc giải quyết các bài toán đường tròn cắt nhau. Việc phát 
hiện các tứ giác nội tiếp từ các chân đường cao cùng với việc lập phương trình 
“đường tròn ẩn mình” giúp cho ta thấy được một hướng khai thác khác của bài 
toán. Trong quá trình đi tìm lời giải cho 1 bài toán, thì những dữ kiện mà đề bài 
cho tưởng chừng như không liên hệ gì cả nhưng luôn có một sợi dây vô hình 
liên kết chúng lại. Và nhiệm vụ của ta làm khám phá ra sợi dây liên kết đó. 

 
BÀI TOÁN 14 (ĐƯỜNGELIP). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho Elip (E): 

2 2

1
9 4
x y

  . Viết phương trình đường thẳng d qua I (1; 1) cắt (E) tại hai 

điểm phân biệt M, N sao cho IM = IN. 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 

152  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 190 

■ Đặt vấn đề:Ngoài bài toán tìm điểm thuộc (E), thì bài toán xét vị trí tương đối 
giữa điểm, đường thẳng, đường tròn, đường elip so với elip cũng khá phổ biến. 
Cụ thể trong bài toán trên, thì ta có thể tiếp cận như thế nào? Như ta đã biết 
phép co của một đường tròn sẽ tạo thành Elip . Vậy các kết quả, cách làm của 
bên đường tròn có thể ứng dụng gì bên elip không? Mời các em xem lời giải. 

■ CÁCH 1 :Sử dụng phương pháp gọi điểm. 
☺Ý tưởng :  
_  Ta gọi  M(x; y)  (E) , do IM = IN  
  I là trung điểm MN  
  tọa độ N theo tọa độ M      
_  Lần lượt cho M, N thuộc (E)  
  biến đổi để tìm quỹ tích của MN 

chính là đường thẳng d cần tìm.    
_  Kiểm tra đường thẳng có là đường thẳng 

cần tìm bằng cách thay tọa độ I vào. 
► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Gọi M(x1; y1) là điểm thuộc (E). Do I(1; 1) là trung điểm MN 
  N(2 – x1; 2 – y1)  (E)   
*  Mặt khác ta có M và N đều thuộc (E) nên ta có : 

 

2 2
1 1

2 2
1 1

x y 1M (E) 9 4
N (E) (2 x ) (2 y ) 1

9 4


  

 
     



 

*  
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

4x 9y 36 4x 9y 36 (1)
4(2 x ) 9(2 y ) 36 4x 9y 16x 36y 52 36 (2)
    

 
           

 
 4x1 + 9y1 – 13 = 0  (*) 

*  Đặt d: 4x + 9y – 13 = 0. Ta có: 
M d (do(*))

I d



  

 
 d: 4x + 9y – 13 = 0 là phương trình đường thẳng cần tìm   

    Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là d: 4x + 9y – 13 = 0 
■  CÁCH 2: Sử dụng cách thiết lập đường thẳng theo hệ số góc k (tìm “cây 

gậy vtpt”). 
☺Ý tưởng :  
_  Do đường thẳng d đã qua điểm I nên sẽ ta sẽ gọi dạng phương trình đường có hệ 

số k. (tuy vậy cần xét hai trường hợp k = 0 và k ≠ 0). 
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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_  Chuyển bài toán viết phương trình đường thẳng thành bài toán biện luận k để hệ 
phương trình trên có hai nghiệm (nghĩa là ta đang xét sự tương giao giữa đường 
thẳng và đường elip). 

► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  TH1: Đường thẳng  đi qua I(1; 1) và song song với Oy : x = 1. 
 Ta có M, N là giao điểm giữa  và (E) nên ta có  

 

2 2 4 2x 1 yx y 1 39 4
4 2x 1 x 1 y

3


   

  
      


  

 

 Suy ra 4 2
1;

3
M

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
và 4 2

1;
3

N
æ ö- ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

 (loại vì trung điểm của MN khác I). 

*  TH2: Đường thẳng  đi qua I(1; 1) có hệ số góc k : y = k(x – 1) + 1. 

 Ta có M, N là giao điểm giữa  và (E) nên ta có

2 2x y 1 (1)
9 4

y k(x 1) 1 (2)


 


   

 

 Thay (2) vào (1) ta được :
2 22 ( 1) 2 ( 1) 1 1

9 4
k x k xx    

    

  2 2 2 2(9 4) (18 18 ) 9 18 27 0k x k k x k k        với xM, xN là hai nghiệm 
của phương trình trên. 

 Ta có xM + xN = 
2

I2

b 18k 18k 2y 2
a 9k 4
 

  


 4
9

k 
   

    Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là d: 4x + 9y – 13 = 0 
■  Lời bình:Nếu xem xét lại bài toán 9 (đường tròn) thì ở cách 2 ta cũng có thể 

thực hiện tương tự. Ở bài toán này, phép đối xứng tâm I biến điểm M thành N, 
biến elip cũ thành elip mới cũng tương tự như bạn làm với phương pháp gọi 
điểm (bạn đọc có thể làm thử). 

 
BÀI TOÁN 15 (TIẾP TUYẾN CỦA ĐƯỜNG ELIP). Trong mặt phẳng tọa độ 

Oxy, cho phương trình đường elip
22

( ) : 1
6 3

yxE   . Xét một hình vuông 

ngoại tiếp elip (tức là các cạnh của hình vuông đều tiếp xúc với elip). Viết 
phương trình các đường thẳng chứa các cạnh của hình vuông đó. 

      (trích đề thi trường Đại học Kiến Trúc 1994) 
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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■ Đặt vấn đề:“viết phương trình tiếp tuyến của đường elip” là một nội dung 
thường gặp trong chương trình trước cải cách, điển hình là những đề thi đại học 
đầu tiên của “kì thi 3 chung”, Bộ GD&ĐT đã đề cập đến những vấn đề này. Xét 
góc độ học thuật (không phải góc độ thi cử), tác giả cũng muốn giới thiệu đến 
bạn đọc tiếp tuyến của đường elip là như thế nào? Mời bạn đọc xem lời giải. 

    
  
☺Ý tưởng :  
_ Các tiếp tuyến tạo lập thành hình 

vuông ngoại tiếp hình elip  vì vậy 
chúng không thể song song với 2 trục  
tọa độ ( do khi đó các tiếp tuyến ấy sẽ 
tạo thành hình chữ nhật)  Với nhận 
xét trên ta gọi dạng hai phương   trình 
tiếp tuyến liên tiếp của 2 cạnh hình 
vuông là  

 1 1 2 2d : y k x m , d ' : y k x m     

_  Một đường thẳng : mx + ny + p = 0 

và elip (E): 
2 2

2 2

x y 1
a b

   thì điều kiện 

để  tiếp xúc (E) là:  
2 2 2 2 2a m b n p   

_ Dựa vào điều kiện tiếp xúc đó ta có d tiếp xúc (E) (1), d’ tiếp xúc (2), d   d’ (3) 
và (E) và hình vuông có cùng tâm nên khoảng cách từ O đến d và d’ bằng nhau. 

► Hướng dẫn giải: 
*  Gọi phương trình 1 1 2 2d : y k x m , d ' : y k x m     lần lượt là hai đường 

thẳng chứa hai cạnh liên tiếp của hình vuông ngoại tiếp elip đã cho. 
*  Theo để bài ta có:  

 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

d tiep xuc(E) a .k b m 6k 3 m (1)
d ' tiep xuc(E) a .k b m 6k 3 m (2)

d d ' k .k 1 k .k 1 (3)

    
 

       
        

 

*  Mặt khác, do hình vuông ngoại tiếp (E) và có cùng tâm với (E)  
 Suy ra d[O;d] = d[O;d’]  1 2| m | | m | (4)  

*  Do 1 2| m | | m | 

(3) 2
2 2 1 2 1

1 2 (3) 2
1 2 1

k k k 1(VN)
k k

k k k 1
    

  
   

 
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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*  Khi 1k 1 m 3    , ta được hai phương trình hai cạnh hình vuông song song 
với nhau là: y = x + 3 hay y = x – 3  

*  Khi 1k 1 m 3     , ta được hai phương trình hai cạnh hình vuông song 
song với nhau là: y = – x + 3 hay y = –  x – 3  

       Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là y x 3, y x 3      
■  Lời bình: Đây là một dạng toán không quá xa lạ gì với chương trình cũ, nhưng 

với chương trình mới chắc chắn các bạn sẽ rất bỡ ngỡ vì chưa bao giờ được “va 
chạm” với kiến thức này. Vẫn phải nhấn mạnh một lần nữa, bài toán này không 
phục vụ mục đích “thi cử” mà chỉ phục vự múc đích “học thuật” nhé các bạn. 

 
BÀI TOÁN 16 (ĐƯỜNG THẲNG CẮT ĐƯỜNG HYPEBOL). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho hypebol (H): 
2 2x y 1

4 9
  . Gọi d là đường thẳng đi 

qua gốc tọa độ O và có hệ số k. Đường thẳng d’ cũng đi qua gốc toa độ và 
vuông góc với đường thẳng d. Gọi A, C, B, D lần lượt là giao điểm giữa d và 

(H), d’ và (H). Tìm k để diện tích hình thoi ABCD bằng 
144

5
.  

☺Ý tưởng :  
_  Do hai đường thẳng d và d’ vuông góc nên 

ta cũng có được hệ số góc của đường d’. 
_  Mỗi một đường thẳng đều cắt (H) tại 2 

điểm phân biệt  tìm điều kiện của k để 
chúng cắt nhau.   

_ Tính theo k diện tích hình thoi, ở đây ta 
có SABCD = 4SOAB = 4.OC.OB  tính 
OA, OC theo k           

_ Dựa vào dữ kiện của đề bài cho tính ra 
giá trị k (so với điều kiện ban đầu). 

► Hướng dẫn giải: 
*  Ta có phương trình d: y = kx, do d’  d  d’: x = ky. 
 Xét phương trình hoành độ giao điểm giữa d và (H):  
  2 2 2 2 29x 4k x 36 (9 4k )x 36      

 Phương trình này có 2 nghiệm phân biệt  2 3 39 4k 0 k (1)
2 2


      

 Xét phương trình tung độ giao điểm giữa d’ và (H):  
  2 2 2 2 29k x 4x 36 (9k 4)x 36      

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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 Phương trình này có 2 nghiệm phân biệt  

 
2 2 29k 4 0 k v k (2)

3 3


      

 Kết hợp (1) và (2), ta được 
3 2 2 3k ; ; (*)

2 3 3 2
    

    
   

 

*  Ta có ABCD là hình thoi  ABCD OABS 4S 2.OC.OB   

 B có tọa độ 
B 2

B 2

6x
9 4k

6ky
9 4k






 
 

 . Do đó 
2

2 2 2
B B 2

36(1 k )OB x y
9 4k


  


 

  Tương tự C có tọa độ 
2 2

6k 6C ;
9k 4 9k 4

  
 

  

2
2

2

36(1 k )OC
9k 4





 

            * Do đó 
2 2 22 2 2

2 2 2
ABCD 2 2

144 144 72 (1 k ) 144S OB .OC
5 5 (9 4k )(9k 4) 5

     
         

      
 

  Suy ra 
2 2

2 4 2 4 2
2 2

(1 k ) 4 25(1 2k k ) 4(97k 36k 36) k 1
(9 4k )(9k 4) 25


        

 

 
            * Do đó k =  1 (nhận vì thỏa điều kiện (*)   
       Vậy giá trị k cần tìm chính là k =  1 
■  Lời bình:Bài toán này có thể có thay đổi câu hỏi là tìm k để diện tích hình thoi 

trên là nhỏ nhất. Khi đó bạn sẽ xử lý như thế nào? (Các bạn có thể xem tiếp 
“chủ đề 5 – chương 2 – max – min cực trị hình học trong mặt phẳng Oxy” để 
hiểu rõ hơn)   

 
BÀI TOÁN 17 (ĐƯỜNG PARABOL).Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

Parabol (P): 
2xy

2
 và đường thẳng d : 2mx 2y 1 0   . Chứng minh rằng 

với mọi giá trị m, đường thẳng d luôn đi qua tiêu điểm F của (P) và (d) cắt (P) 
tại hai điểm phân biệt M, N. tìm quĩ tích trung điểm I của đoạn MN khi m 
thay đổi.  

☺ Nhận xét và ý tưởng :  
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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152  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 195 

_ Đề chứng minh d luôn đi qua tiêu điểm F của (P)ta chứng minh Fd,m R 
 điều này chỉ cần tính tọa độ tiêu điểm F và thay vào phương trình đường d để 
kiểm tra.  

_ Việc chứng minh d và (P) luôn cắt nhau tại hai điểm phân biệt tương tự như ta 
xét phương trình hoành độ giao điểm giữa d và elip (E), d và hypebol (H) (phần 
này xin dành cho bạn đọc). 

_ Cuối cùng là ý tưởng chứng minh quĩ tích điểm M, khi m thay đổi, đây là một 
dạng toán khó, đòi hỏi ở học sinh một số kỹ năng quan trọng. Cụ thể mời bạn 
đọc xem lời giải.  

► Hướng dẫn giải: 

*  (P): 
2

2xy x 2y
2

   . Đây là 

phương trình chính tắc của (P) nhận 
1F 0;
2

 
 
 

làm tiêu điểm. 

 Thay tọa độ F vào đường thẳng d ta 
thấy d luôn đi qua F với mọi giá trị m 
(đpcm). 

*  Xét phương trình hoành độ giao điểm 

giữa (P):
2xy

2
  và d:

2mx 1y
2


 ta 

có: 

 
2x 2mx 1 0    (*) có 2' m 1 0    , mR pt (*) luôn có 2 nghiệm 

phân biệt 
 Suy ra d luôn cắt (P) tại hai điểm phân biệt M, N với mọi giá trị mR.   

*  Ta có I là trung điểm MN 

A B
I

A B
I I

x xx m
2

y y 1y mx
2 2


 


   



 (để tìm quỹ tích của I 

 ta tìm cách khử m khỏi hệ phương trình) 2
I I

1y x
2

  Quỹ tích của 

điểm I chính là Parabol (P1): 2 1y x
2

   

     Vậy yêu cầu bài toán tương đương với 2
1

1(P ) : y x
2

   

■  Lời bình: Bài toán về quỹ tích là bài toán thật sự khó, nếu xét về khía cạnh hình 
học phẳng chưa có tọa độ. Còn khi đã có tọa độ vào thì việc tìm quỹ tích của 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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những điểm khi các giá trị tham số liên quan thay đổi trở nên bớt “phức tạp” 
hơn. (Với những bạn nào thật sự yêu thích phần tìm quỹ tích của tập hợp điểm 
các bạn có thể tham khảo chương 3: Ứng dụng hệ trục tọa độ vào việc giải bài 
toán hình học phẳng”. 

 

BÀI TẬP CHỌN LỌC – TỰ LUYỆ N CHỦ ĐỀ  2 
 

Câu 1: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có A(1;4),B(3; 1),C(6;2)  
a.  Lập phương trình tổng quát của đường thẳng AB. 
b. Lập phương trình chính tắc của đường thẳng BC. 
c. Lập phương trình tham số của đường CA. 
d. Lập phương trình đường thẳng chứa đường cao AH.  
e. Lập phương trình đường thẳng chứa trung tuyến AM. 

(ĐS: 
3 1) : 5 2 13 0, ) : ,

1 1
1 5

c) : ( ), ) : 5 0)
4 2

x ya AB x y b BC

x t
AC t R d AH x y

y t

 
   

 
   

 

 

☺ Hướng dẫn giải 

 
■  Nhận xét: câu 1 trong bài toán chọn lọc ở chủ đề 2 là mở màn cho việc thiết 

lập một số dạng phương trình đường thẳng đã giới thiệu ở phần lý thuyết 
chương 1 cũng như phương pháp ở chương 2. Mời bạn đọc cùng nhận xét. 

* Đường thẳng AB qua A(1;4) nhận ( 2;5)AB   làm véctơ chỉ phương nên có 

véctơ pháp tuyến là (5;2)ABn  có dạng tổng quát là: 5( 1) 2(y 4) 0x    
 

 
: 5 2 13 0AB x y     

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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* Đường thẳng BC qua B(3; –1) nhân (3;3)BC  làm véctơ chỉ phương có dạng 

chính tắc là: 
3 1 4 0

1 1
x y x y 

      

* Đường thẳng AC qua A(1; 4) nhận (5; 2)AC   làm véctơ chỉ phương có dạng 

tham số là: 
1 5

( )
4 2

x t
t R

y t
 


 

 

* Ta có AH  : 4 0 : 0BC x y AH x y m       , AH qua A(1; 4) 
  m = –5 

 Vậy phương trình : 5 0AH x y    

* Gọi M là trung điểm BC
9 1;
2 2

M  
 
 

.Đường thẳng AM qua A(1 ; 4) nhận 

7 7;
2 2

AM  
  
 

 làm véctơ chỉ phương có dạng là: 
1 4

1 1
x y 


  

: 5 0AM x y   
 
(đến đây ta phát hiện trung tuyến AM và đường cao 

AH trùng nhau) 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là:

: 5 2 13 0
3 1:

1 1
1 5

: ( )
4 2

: 5 0

AB x y
x yBC

x t
AC t R

y t
AH x y

  


 
 

   
  


  

 

■  Lời bình:Qua bài toán trên, ta rút ra một số lưu ý sau: 

 Một là, để chuyển đổi giữa véc tơ pháp tuyến ( ; )n a b sang véc tơ chỉ phương 

u ta có thể áp dụng nguyên tắc “đổi chỗ, đổi một dấu” (cơ sở dựa trên tích vô 
hướng giữa hai véctơ bằng 0) nên ta có hoặc ( ; )u b a  hoặc ( ;a)u b  . 

 Hai là, đối với một đường thẳng thì có vô số các véctơ pháp tuyến và chỉ 
phương vì vậy ta có thể chọn các véctơ cùng phương với chúng sao cho có “tọa 
độ đẹp” nhằm góp phần tạo thuận lợi cho việc tính toán. (ví dụ như ở câu b, ta 
có chỉ phương (3;3) 3(1;1)BC   nên ta có thể chọn (1;1)BCu   làm véctơ 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
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chỉ phương, tương tự ở câu f, ta có chỉ phương 
7 7 7; (1; 1)
2 2 2

AM  
   
 

nên 

ta có thể chọn  1; 1AMu    làm véctơ chỉ phương. 

 Ba là, đối với dạng chính tắc của đường thẳng thì nếu véctơ chỉ phương có 
dạng: (a;0), ( 0)u a  hay (0;b), (b 0)u   thì ta không thể biểu diễn nó ở 
dạng chính tắc được do biểu diễn của dạng chính tắc có dạng phân thức nên bắt 
buộc cả a và b khác 0. 

 Bốn là, trong quá trình lập phương trình đường thẳng, nếu phát hiện đường 
thẳng của mình vuông góc hoặc song song với đường thẳng d: ax + by + c = 0 
thì ta có thể đổi trực tiếp bằng cách: 

: 0 : 0 : 0d ax by c bx ay m hay bx ay m                
/ / : 0 : 0, ( )d ax by c ax by n c n           

 
Câu 2: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường thẳng d qua M(1; 4), cắt 

nửa trục dương Ox, Oy lần lượt tại A, B sao cho diện tích tam giác OAB nhỏ nhất. 

       (ĐS: : 1 : 4 16 0
2 8

yxd d x y      ) 

☺ Hướng dẫn giải 
■  Đặt vấn đề:với câu thứ hai này, tác giả chọn ra nhằm hướng đến việc giới thiệu 

lại phương trình đoạn chắn hai trục tọa độ, đồng thời lồng bài toán max – min 
cực trị hình học vào. Các bạn có thể vận dụng các kiến thức của Đại số – giải 
tích để xử lý bài toán max – min này. 

● Ta có phương trình đường thẳng d qua M(1; 4) cắt nửa trục dương Ox, Oy tại A, B. 
 Giả sử A(a; 0), B(0; b). ( a > 0, b > 0) 
 Khi đó phương trình d qua A, B, M có dạng là: 

1 41 1 (1) (a 0,b 0)x y
a b a b
        

● Mặt khác diện tích tam giác OAB là: 
1 1. . . (*)
2 2OABS OAOB a b   . 

 Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho 2 số dương 
1 4,
a b

 ta có:  

 

1 4 4 41 2 1 16

1 8 8
2 OAB

ab
a b ab ab

ab S
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● Vậy diện tích tam giác OAB nhỏ nhất khi 

S = 8 khi và chỉ khi 
1 4 (2)
a b
  . 

 Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 

1 4 1 2
1 4 8

aa b
b

a b


  

 
 



 

Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: : 1 : 4 16 0
2 8
x yd d x y       

►  Ngoài ra ta cũng có một cách khác để tìm giá trị nhỏ nhất của diện tích ! 

● Từ (1) 
1 41 (3)

4
ba

a b b
    


thay vào (*) ta được: 

 
21 1 1. . . .

2 2 2 4 2 8OAB
b bS OAOB a b b

b b    
 

 

 Đặt 
2

( ) ( 4)
2 8

bf b b
b

 


 do 0 0 4
4

ba b
b

    


 

 

 Khi đó 
2

2
2

0 ( )2 16'( ) , '( ) 0 2 16 0
8 ( )(2 8)

b ktmb bf b f b b b
b tmb


      
 

 . 

 Dựa vào bảng biến thiên ta có min 4
min ( ) 8 8 2
b

S f b b a


       

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: : 1 : 4 16 0
2 8
x yd d x y       

■  Lời bình:Có thể thấy trọng tâm của bài toán này là việc xử lý dữ kiện diện tích 
tam giác OAB nhỏ nhất. Tuy nhiên trong trường hợp mà đường thẳng d không 
cắt nửa trục dương Ox, Oy mà chỉ đơn thuần cắt 2 trục tọa độ thì sẽ phát sinh 
khá nhiều trường hợp. Bài toán cũng có thể tổng quát lên nếu ta giả sử M(a; b) 
bất kì. 

 
Câu 3: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường thẳng d đi qua 

(1; 2)A  tạo với đường thẳng d’ có phương trình 3 2 1 0x y    một góc 45o. 
       (ĐS:5 7 0 5 9 0x y hay x y      ) 
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■  Nhận xét:đây là một dạng câu khá là quen thuộc không hề xa lạ trong các bài 
tập ở trường phổ thông, và bạn cũng có thể tổng quát bài toán này lên nếu cần 
thiết. Mời bạn đọc xem lời giải. 

● Phương trình đường thẳng d qua A có dạng  
  2 2d : ( 1) ( 2) 0 ( 0)a x b y a b       

 Trong đó: ( ; )n a b  là vecto pháp tuyến của đường thẳng d. 

● Ta có d tạo với d’ một góc 045  nên ta có:  

'
' 2 2

'

| . | 1 | 3 2 | 1cos( ; ') | cos( ; ) |
| | . | | 2 24 9

d
d

d

n n a bd d n n
n n a b


    

 
. 

 Do đó, 2 2 2 2 22(3 2 ) 13( ) 5 24 5 0 (*)a b a b a ab b        
 Với b = 0 thì phương trình (*) suy ra a = 0 (không thỏa) nên ta chọn b = 5 

 Khi đó 2 25
(*) 24 25 0

1
a

a a
a


     
 

 

● Với a = 25, b = 5 ta có : 5( 1) 1( 2) 0 5 7 0d x y x y         

● Với a = –1, b = 5 ta có : 1.( 1) 5( 2) 0 5 9 0d x y x y          

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 5 7 0 5 9 0x y hay x y       

 
 
Câu 4:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC cân tại A có phương trình 

: 2 3 5 0BC x y    và : 1 0AB x y   . Lập phương trình đường thẳng AC 
biết AC qua M(1; 1). 
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       (ĐS: :17 7 24 0AC x y   ) 

☺ Hướng dẫn giải 
■  Đặt vấn đề:Một cách vận dụng khác trong việc sử dụng góc giữa các đường 

thẳng chính là việc sử dụng công thức tan thay vì dùng cosin. Mời bạn đọc cùng 
theo dõi. 

● Gọi phương trình đường AC có dạng: ax + by + c = 0 2 2( 0)a b   
 AC qua M(1; 1) nên ta có a + b + c = 0 (1) 
● Do tam giác ABC cân tại A nên ta có:  

 

1.( 3) 2(1) 2 .( 3)tan( ; ) tan( , )
1.2 1.( 3) 2 ( 3)

175(2 3 ) 2 3
7

b aAB BC BC AC
a b

ba b b a a

   
  

   

     

 

● Lúc đó, (1) suy ra 
17 24

7 7
b bc a b b 

        

 Khi đó phương trình AC là: 
17 24 0 :17 7 24 0

7 7
b bx by AC x y        

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: :17 7 24 0AC x y    

 Ngoài ra ta cũng có thể giải theo cách khác như sau: 

● BC và AB lần lượt có hệ số góc 1
2
3

k  , 2 1k   . 

 tan(BC; CA) = 2 1

1 2

2 1
3 521 .k 1

3

k k
k





  




 . Vì tam giác ABC cân tại A nên ta có: 

 

2
173tan( ; ) tan( , ) 5 52 71

3

k
BC CA AB BA kk




      



 

● Khi đó phương trình AC qua M(1; 1) 

có hệ số 
17
7

k 
 có dạng là: 

 

171 ( 1)
7

:17 7 24 0

y x

AC x y
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 Vậy phương trình đường thẳng cần 
tìm là: :17 7 24 0AC x y    

■ Lời bình:vẫn còn một cách giải nữa là sử dụng hàm cosin góc giữa hai đường 
thẳng như câu 3, nhưng để các bạn có cái nhìn tương đối tổng quan hơn nên 
trong câu này tác giá không trình bày. Nếu chúng ta giải theo hướng đó thì sẽ 
phải loại đi 1 trường hợp. Nhìn chung các lập phương trình qua 1 điểm và 
khuyết vecto pháp tuyến không có gì mới mẻ. nhưng nhìn nhận chúng trong góc 
độ hình là một tam giác cân thì vì phát hiện là phụ thuộc vào góc nhìn của 
người làm.  

 
Câu 5:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(1; 5), phương 

trình hai đường trung tuyến lần lượt là d1: 9x – 4y – 11 = 0, d2: 3x – 5y  = 0. 
Lập phương trình đường thẳng chứa cạnh BC. 

       (ĐS: : 4 3 11 0BC x y   ) 

☺ Hướng dẫn giải 
■  Nhận xét:khi đề không cho cụ thể phương trình 2 đường trung tuyến xuất phát 

từ đỉnh nào? thì việc đầu tiên ta nên kiểm tra đỉnh đã cho có thuộc 2 đường 
trung tuyến đó không?  

● Nhận xét A không thuộc 1 2;d d  . Giả sử: 
: 9 4 11 0

:3 5 0
BM x y

CN x y
  


 

 

● Gọi G là trọng tâm tam giác ABC khi đó tọa độ G thỏa hệ:  
59 4 11 0 5 ;13

3 5 0 31

x y x
G

x y y


      

    
     

 

● Ta có: B thuộc BM suy ra 
4 11;

9
bB b 

 
 

và C thuộc CN suy ra 
3;
5
cC c 

 
 

 

● Do G là trọng tâm tam giác ABC nên ta có: 

 

3
3

4 9 25
5 3 10

5 ( 1; 5)
5 (5;3)

A B C G

A B C G

x x x x
y y y y

b c
b c

b B
c C
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 Khi đó BC qua C(5; 3) nhận 
(6;8) 2(3;4)BC    làm 

vecto chỉ phương có dạng là: 
5 3 : 4 3 11 0

3 4
x y BC x y 

      

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: : 4 3 11 0BC x y    

 
Câu 6:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh B(–4; –5) và hai 

đường cao có phương trình là 5x + 3y – 4 = 0 và 3x + 8y + 13 = 0. Lập 
phương trình các cạnh của tam giác ABC. 

   (ĐS: :8 3 17 0, :3 5 13 0, :5 2 1 0AB x y BC x y AC x y         ) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Nhận xét tọa độ điểm B không thuộc phương trình hai đường cao đã cho.  
 Giả sử: AH: 5x + 3y – 4 = 0 và CK: 3x + 8y + 13 = 0. Trong đó H và K là chân 

đường cao lần lượt kẻ từ A và C. 
● Ta có: BC vuông góc AH 

nên có dạng BC:  
      3x – 5y + m = 0.  
 BC qua B(–4; –5) suy ra m 

= – 13. 
 Do đó BC: 3x – 5y – 13 = 0. 
 Khi đó tọa độ C là nghiệm 

của hệ:  

 

3 5 13 0
3 8 13 0

1
(1; 2)

2

x y
x y

x
C

y

  


  


  

 

 

●  Mặt khác AB vuông góc CK nên có dạng AB: 8x – 3y + n = 0. CK qua B suy ra 
n = 17. 

 Do đó AB: 8x – 3y + 17 = 0. 

 Khi đó tọa độ A là nghiệm của hệ: 
8 3 17 0 1

A( 1;3)
5 3 4 0 3
x y x
x y y

     
   

   
 

● AC qua A(–1; 3) nhận (2; 5)AC    làm vecto chỉ phương có dạng là: 

1 3 :5 2 1 0
2 5

x y AC x y 
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 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 

:8 3 17 0, : 3 5 13 0, : 5 2 1 0AB x y BC x y AC x y          

 
Câu 7:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ trung điểm các 

cạnh BC, AB, AC của tam giác lần lượt là M(–1; 1), N(1; 9), P(9; 1). Lập 
phương trình các đường trung trực của tam giác ABC. 

 (ĐS: : 5 14 0, : 0, : 5 14 0AB x y BC x y AC x y        ) 
☺ Hướng dẫn giải 

●  Theo tính chất đường trung bình trong tam giác ta có NP // BC.  

 Do đó BC qua M(–1; 1) nhận (8; 8) 8(1; 1)NP      làm vecto chỉ phương có 

dạng là: 
1 1 : 0

1 1
x y BC x y 

   


 

●  Tương tự ta có AB qua N(1; 9) nhận (10;2) 2(5;1)MP   làm vecto chỉ 
phương có dạng là: 

 

1 9 :5 14 0
5 1

x y AB x y 
      

●  Tương tự với AC qua P(9; 1) 
nhận (2;10) 2(1;5)MN   làm 
vecto chỉ phương có dạng là: 

 

9 1
1 5

: 5 14 0

x y

AC x y

 


   

 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 

: 5 14 0, : 0, : 5 14 0AB x y BC x y AC x y         

 
Câu 8:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh B(3; 5), C(4; –3), 

phương trình một phân giác trong là d: x + 2y – 8 = 0. Lập phương trình đường 
thẳng chứa cạnh AC của tam giác. 

       (ĐS: : 4 3 7 0AC x y   ) 

☺ Hướng dẫn giải 
■  Gợi ý:vận dụng tính chất đối xứng của phân giác để thiết lập tọa độ điểm mới 

đó là nội dung chính của bài toán này. 
● Nhận xét B và C đều không thuộc d nên đường phân giác trong d xuất phát từ 

đỉnh A. 
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 Gọi H là hình chiếu vuông góc B lên d và K là điểm đối xứng của B qua phân 
giác trong d. 

 Khi đó H là trung điểm BK và K thuộc đường thẳng AC. 
● Ta có BH vuông góc d: x + 2y – 8 = 0 nên BH: 2x – y + m = 0. BH qua B(3; 5) 

suy ra m = –1 
 Do đó, BH: x + 2y – 8 = 0. 

Khi đó toa độ H là nghiệm 
của hệ phương trình sau: 

 

2 1 0
2 8 0

2
H(2;3)

3

x y
x y

x
y

  


  


  

 

 Lại có: H là trung điểm 
BK nên ta suy ra K(1; 1) 

●AC qua K(1; 1) nhận (3; 4)KC    làm vecto chỉ phương có dạng là: 

1 1 : 4 3 7 0
3 4

x y AC x y 
    


 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: : 4 3 7 0AC x y    

 
Câu 9:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường thẳng đi qua A(2; –4) 

và cách điểm B(1; 2) một đoạn bằng 1. 
       (ĐS:35 12 22 0 2 0x y hay x     ) 

☺ Hướng dẫn giải 
■  Đặt vấn đề và gợi ý:sau chủ đề góc thì nay ta đi đến chủ đề khoảng cách, các 

bạn cần nắm vững công thức tính khoảng cách từ 1 điểm đến 1 đường thẳng.  
CÁCH 1: 
● Đường thẳng d qua A(2; –4) có dạng là: a(x – 2) + b(y + 4) = 0 2 2( 0)a b   

 Trong đó ( ; )n a b  là vecto pháp tuyến của đường thẳng d. 
●  Theo yêu cầu bài toán ta có:  

 2

2 2

0| 6 |( ; ) 1 1 35 12 0
35 12

ba bd B d b ab
b aa b

 
       

 
 

● Với b = 0, ta chọn a = 1 khi đó phương trình d: x – 2 = 0. 
● Với 35b = 12a, ta chọn a = 35 suy ra b = 12. Khi đó d: 35x + 12y – 22 = 0. 
CÁCH 2: 
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● TH1: đường thẳng d // Oy khi đó d: x – 2 = 0. Kiểm tra ta có d(B; d) = 1 nên 
nhận d: x – 2 = 0. 

● Gọi phương trình đường thẳng d qua A(2; –4) có hệ số góc k: y = k(x – 2) – 4.  

Suy ra d: 2 4 0kx y k     

●  Theo yêu cầu bài toán ta có:  

 2 2

2 2

| 6 | 35( ; ) 1 1 12 36 1
121

kd B d k k k k
k
  

         


 

● Do đó phương trình đường thẳng d: 
35 ( 2) 4 35 12 22 0

12
y x x y
        

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 35 12 22 0 2 0x y hay x      

 
Câu 10:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường thẳng qua điểm 

M(1; –2) và cách đều hai điểm A(0; 1), B(2; 5). 
       (ĐS: 1 0 2 4 0x hay x y     ) 

☺ Hướng dẫn giải 
■  Nhận xét:tương tự như câu 9, chúng ta có thể giả sử phương trình đường thẳng 

cần tìm khuyết vecto pháp tuyến và dựa vào quan hệ khoảng cách để tìm ra 
chúng hoặc dựa vào hệ số góc của đường thẳng theo nghĩa hàm số để giải. 

CÁCH 1: 

● Gọi phương trình   qua M(1; –2) nhận 2 2( ; ) ( 0)n a b a b    có dạng là: 

: ( 1) ( 2) 0a x b y      

●  Để A và B cách đều đường thẳng  khi  

 
2 2 2 2

| 2 | | 2 5 2 |( ; ) ( ; ) b a b a b a bd A d B
a b a b
    

    
 

 

 Suy ra 
0

| 3 | | 7 |
2

b
b a a b

a b


    
 

 

●  Với b = 0, ta chọn a = 1. Khi đó phương trình  là: x – 1 = 0. 
●  Với a = –2b, ta chọn b = –1 suy ra a = 2.  
 Khi đó phương trình   là: 2x – y – 4 = 0. 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 1 0 2 4 0x hay x y      

CÁCH 2: 

●   qua M(1; –2) có dạng: 
: 1

: ( 1) 2
Mx x

y k x
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●  TH1: : 1 1 0Mx x x      . 

 Xét (A; ) ( ; ) 1d d B    suy ra nhận x – 1 = 0 
●  TH2: : ( 1) 2 2 0y k x kx y k         . 

 Để A và B cách đều đường thẳng  khi  
  ( ; ) ( ; ) | 3 | | 7 | 2d A d B k k k           

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 1 0 2 4 0x hay x y      

CÁCH 3: 

 
● ( ; ) ( ; )d A d B   thì bài toán có thể xảy ra 2 trường hợp. 

● TH1: A và B nằm khác phía so với  . Khi đó trung điểm của AB thuộc đường 
thẳng  . 

 Gọi I là trung điểm AB suy ra I(1; 3).  

 Khi đó đường thẳng d qua M(1; –2) nhận (0;5) 5(0;1)MI    làm vecto chỉ 

phương nên có vecto pháp tuyến là (1;0)n  có dạng là: x – 1 = 0 

●  TH2: A và B cùng phía so với . Khi đó AB song song  nên   qua M(1; –2) 
nhận (2;4) 2(1;2)AB    làm vecto chỉ phương có dạng là:  

  
1 2 2 4 0

1 2
x y x y 

      

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 1 0 2 4 0x hay x y      

 
■  Lời bình:Qua 3 cách giải trên ta có một số nhận xét sau: 
  Với cách giải 1, dường như không quan tâm đến vị trí tương đối giữa điểm 

và đường và chắc chắn luôn xảy ra 2 trường hợp, có điều xét trong “ngữ cảnh” 
là một bài toán khác mà 1 trong 2 đường thẳng phải loại đi 1 đường thì dường 
như ta gặp phải chút rắc rối rồi? Khi đó ta có thể kiểm tra lại bằng cách xét vị trí 
tương đối giữa điểm và đường. 

  Với cách giải 2, đây là một cách giải hay giúp ta giảm đi số ẩn của phương 
trình khi đi tìm vecto pháp tuyến. Tuy nhiên bạn cần chắc rằng minh không bị 
sót tính huống đường thẳng qua điểm đang xét và song song trục tung Oy. 
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  Với cách giải 3,dựa trên hình vẽ thật để ta suy ra 2 trường hợp cùng phía và 
khác phía. Đây thật sự là cách mà nhiều thầy cô giáo mong muốn học trò làm 
nhất vì nó giúp học trò phát triển trí tưởng tưởng hình học của học trò. 

 
Câu 11:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình vuông ABCD có một đỉnh A(–4; 5) 

và một đường chéo đặt trên thẳng 7x – y + 8 = 0. Lập phương trình các cạnh và 
đường chéo thứ hai của hình vuông đó. 

 (ĐS: 4 3 24 0, 4 3 1 0,3 4 32 0,3 4 24 0x y x y x y x y             và 
: 7 31 0AC x y   ) 

☺ Hướng dẫn giải. 
■ Nhận xét:bài toán có nhiều điểm thú vị khi ta đã biết được góc hợp bởi các 

đường thẳng chứa các cạnh của hình vuông? Vấn đề đặt ra là chọn con đường 
nào là thích hợp và thu được lời giải ngắn cho bài toán. Một gợi ý nho nhỏ có 
thể sử dụng đến ở đây đó chính là phép biến hình. 

 
CÁCH 1: 
● Vì A có tọa độ không thỏa phương 

trình 7x – y – 8 = 0 suy ra phương 
trình đường chéo BD là: 

  : 7 x y 8 0BD    .  
 Do AC vuông góc BD suy ra AC: 

x + 7y + m = 0. 
 AC qua A(–4; 5) suy ra m = – 31. 

Vậy : 7 31 0AC x y    
●  Gọi I là giao điểm hai đường chéo 

AC và BD ta có tọa độ I là nghiệm 
của hệ: 

 

1
7 8 0 1 92 ;

7 31 0 9 2 2
2

xx y
I

x y y

 
       

    
      

 

 

●  Do I là trung điểm AC nên ta có: 
2 1 3

(3;4)
2 9 4

A C I C

A C I C

x x x x
C

y y y y
     

  
    

 

●  Gọi k là hệ số góc của đường thẳng d qua A và hợp với AC một góc 045  và 

đường thẳng AC có hệ số góc là 1
1

7
k 
 . Suy ra  
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 ( ; ) tan( ; ) 1
4

AC d k AC d



      

 Do đó: 

31
7 1 47 1 1

471
7 3

kk k
k k k


 

      
  



 . Vậy có hai đường thẳng qua 

A thỏa yêu cầu trên là: 

 Với 
3 35 ( 4) 3 4 32 0
4 4

k y x x y          

 Với 
4 45 ( 4) 4 3 1 0

3 3
k y x x y 
          

 Đây cũng chính là hai phương trình 2 cạnh của hình vuông qua đỉnh A. 
 Phương trình hai cạnh hình vuông đi qua C lần lượt song song với 2 cạnh trên 

nên có phương trình là : 3 4 0 ' : 4 3 ' 0d x y n hay d x y n       .    
●  d và d’ lần lượt qua C(3; 4) nên ta suy ra n = 7 và n’ = –24  
 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 

4 3 24 0, 4 3 1 0,3 4 32 0,3 4 24 0x y x y x y x y             và 
: 7 31 0AC x y    

 
CÁCH 2: sử dụng phép biến hình 
● Tương tự như cách 1 ta tìm được phương trình AC: x + 7y – 31 = 0 và tâm 

1 9; (3;4)
2 2

I C 
 

 
 

● Ta có phép quay tâm I góc quay 090  biến điểm A thành điểm B khi đó tọa độ B 
thỏa biểu thức tọa độ: 

 

0 0

0 0

( ) cos90 ( )sin 90
( )sin 90 ( )cos90

1
( 1;1) (0;8)

10

B I A I A I

B I A I A I

B I

B

x x x x y y
y y x x y y

x
B D

y

     
 

    

 
   



 

● Phương trình AB qua B(–1; 1) nhận (3; 4)AB   làm vecto chỉ phương có 
dạng là: 

1 1 4 3 1 0
3 4

x y x y 
    


, tương tự ta có CD: 4x + 3y – 24 = 0 

●  Phương trình AD qua D(0; 8) nhận (4;3)AD  làm vecto chỉ phương có dạng là: 
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8 3 4 32 0
4 3
x y x y
     , tương tự ta có BC: 3x – 4y – 24 = 0 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 
4 3 24 0, 4 3 1 0,3 4 32 0,3 4 24 0x y x y x y x y             và 

: 7 31 0AC x y    
 
Câu 12: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình hai đường chéo của hình 

vuông, biết hình vuông có tâm I(–2 ; 0) và phương trình một cạnh hình vuông là 
d: x + 3y – 3 = 0. 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Gọi (3 3 ; ) : 3 3 0M m m x y      là đỉnh của hình vuông.  

 Ta có: 
2 2

| ( 2) 3.0 3 | 5( ; )
101 3

d I d   
 


 

● Suy ra 
5( ; ). 2 . 2 5
10

IM d I d    .  

 Ta có: 2 2 25 (3 3 2) ( 0) 5IM m m        

 2 2 2 2
(5 3 ) 5 3 2 0

1
m

m m m m
m


         


 

●  TH1: Với M(–3; 2) và I(–2; 0), ta có phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu 

bài toán là: 1
2 0: 2 4 0

3 2 2 0
x y x y 

     
  

 

● TH2: Với M(0; 1) và I(–2; 0), ta có phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài 

toán là: 1 : 1 2 2 0
2 1
x y x y      


 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 2 4 0 2 2 0x y hay x y       

 
Câu 13:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tma giác ABC có đỉnh A(2; 4), B(0; –1), 

C(6; 2). Lập phương trình đường thẳng   qua A sao cho: 
a.  chia ABC thành hai ABM và ACM mà diện tích ACM gấp đôi diện 

tíchABM. 
b.  cách đều điểm B và C. 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 
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● Ta có: 
1 12 . . 2
2 2ACM ABMS S AH CM AH BM CM BM      và do 

,CM BM  ngược hướng nên: 

 

2( )
2

2( )

6 2( 0) 2
(2;0)

2 2( 1) 0

M C M B

M C M B

M M M

M M M

x x x x
CM BM

y y y y

x x x
M

y y y

   
   

   

     
   

     

 

  Vậy đường thẳng   đi qua A và M mà hoành độ A và B bằng nhau nên: 
: 2 0x    

● Gọi 2 2( ; ) ( 0)n a b a b    là vecto pháp tuyến của   .   qua A nên có dạng:  

: ( 2) ( 4) 0a x b y      

 Ta có: 
2 2 2 2

2| 2 5 | | 4 2 |(B; ) (C; )
2 7
a ba b a bd d
a ba b a b

   
      

  
 

●  Với 2a = – b, ta chọn a = 1, b = –2 suy ra phương trình là: x – 2y + 6 = 0. 
●  Với 2a = 7b, ta chọn a = 7, b = 2 suy ra phương trình là: 7x + 2y – 22 = 0. 
 
Câu 14:Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho điểm P( 7;8)  và hai đường 

thẳng  1 :2 5 3 0d x y   ;  2 :5 2 7 0d x y    cắt nhau tại A . Viết phương 

trình đường thẳng 3d  đi qua P  tạo với 1d , 2d thành tam giác cân tại A và có 

diện tích bằng 
29
2

. 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Ta có A(1; 1)  và 1 2d d . Phương trình các đường phân giác của các góc tạo 

bởi 1d , 2d là:   

1: 7 3 4 0x y    và 2: 3 7 10 0x y    

● 3d tạo với  1d , 2d một tam giác vuông cân  3d vuông góc với 1 hoặc 2..   

 Phương trình của  3d có dạng:  7 3 0x y C    hay  3 7 0  x y C  
Mặt khác, 3d qua ( 7;8)P  nên C = 25  ; C = 77 

Suy ra : 3 : 7 3 25 0d x y    hay  3 :3 7 77 0d x y    
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● Theo giả thiết tam giác vuông cân có diện tích bằng 
29
2  

  cạnh huyền bằng 58  

Suy ra độ dài đường cao A H =
58
2

= 3( , )d A d  

  Với 3 : 7 3 25 0d x y    thì 3
58( ; )
2

d A d  ( tm) 

  Với 3 :3 7 77 0d x y    thì  3
87( ; )
58

d A d  ( loại ) 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 3 : 7 3 25 0d x y    

 
Câu 15: Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho đường tròn (C) : 

2 2x y 2x 8y 8 0     . Viết phương trình đường thẳng song song với 
đường thẳng d: 3x + y – 2 = 0 và cắt đường tròn theo một dây cung có độ dài 
bằng 6. 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Đường thẳng d' song song với d : 3x+y+m=0. 

● IH là khoảng cách từ I đến d' : 
3 4 1

5 5
m m

IH
   

   

● Xét tam giác vuông IHB : 
2

2 2 25 9 16
4

ABIH IB
 

     
 

 

● 
 

2 19 ' :3 19 01
16 1 20

21 ' :3 21 025
m d x ym

m
m d x y
     

      
     

 

Câu 16:Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho đường tròn hai đường 
tròn 2 2( ') : 4 – 5 0C x y x    và đường tròn 2 2( ) : – 2 – 2 1 0,C x y x y    
cùng đi qua M(1; 0). Viết phương trình đường thẳng qua M cắt hai đường tròn 
( ), ( ')C C lần lượt tại A, B sao cho MA= 2MB. 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Gọi d là đường thẳng qua M có véc tơ chỉ phương  
1

; :
x at

u a b d
y bt
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● Đường tròn        1 1 1 2 2 2: 1;1 , 1. : 2;0 , 3C I R C I R   , suy ra :

         
2 2 2 2

1 2: 1 1 1, : 2 9C x y C x y      

● Nếu d cắt   1C tại A : 

 
2

2 2 2
2 2 2 2

2 2

0
2 22 0 1 ;2

t M
ab ba b t bt Ab a b a bt

a b

 
            



● Nếu d cắt  2C tại B : 

 
2

2 2 2
2 2 2 2

2 2

0
6 66 0 1 ;6

t M
a aba b t at Ba a b a bt

a b

 
              



● Theo giả thiết : MA=2MB  2 24 *MA MB 

– Ta có :
2 22 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 6 64ab b a ab
a b a b a b a b

       
         

           

2 2
2 2

2 2 2 2

6 : 6 6 04 364. 36
6 : 6 6 0

b a d x yb a b a
b a d x ya b a b
     

     
      

Câu 17:Trong hệ tọa độ Oxy, cho hai đường tròn có phương trình 
2 2

1( ) : 4 5 0C x y y    và   2 2
2 : 6 8 16 0.C x y x y     Lập phương

trình tiếp tuyến chung của  1C  và  2 .C  

(Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải

●      
22

1 1 1: 2 9 0;2 , 3,C x y I R    

       
2 2

2 2 2: 3 4 9 3; 4 , 3C x y I R      

● Nhận xét :  1 2 19 4 13 3 3 6I I C       không cắt  2C

Gọi d : ax+by+c =0 ( 2 2 0a b  ) là tiếp tuyến chung , thế thì :

   1 1 2 2, , ,d I d R d I d R 
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2 2

2 2 2 2

2 2

2
3 1

2 3 4
3 4

3 2

3 4 2
2 3 4

3 4 2

b c
b c a b ca b

a b c a b a b
a b

a b c b c
b c a b c

a b c b c

 


  
  

    




   
      

    

 

 

2
3 2 2 0
a b
a b c


 
  

. Mặt khác từ (1) :    
2 2 22 9b c a b    

●  TH1: a=2b thay vào (1) : 

 

   

 

2 2 2 2 2 2 2 22 9 4 41 4 0. ' 4 41 45

2 3 5
4

2 3 5

4

bb c b b b bc c c c c

b cb

c
b

          

 



 
 


 

–  Do đó ta có hai đường thẳng cần tìm : 

   
   1

2 3 5 2 3 5
: 1 0 2 2 3 5 2 3 5 4 0

2 4
d x y x y

 
          

   
   1

2 3 5 2 3 5
: 1 0 2 2 3 5 2 3 5 4 0

2 4
d x y x y

 
          

● TH2: 
2 3

2
b ac 

 thay vào (1) : 2 2

2 2

2 32
2 3 2

b ab
b a a b

a b




    


 

 

 
2 2 2 22 3 4 0

0, 20
2

44 , 6
33 6

b a a b b ab

a b a cb c
aa a b a cb c

      


      

 
        

 

–  Vậy có 2 đường thẳng : 3 : 2 1 0d x  , 4 : 6 8 1 0d x y    

 
Câu 18:Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn : 
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(C1) :   (x – 5)2 + (y + 12)2 = 225 và   (C2) :  (x – 1)2 + ( y – 2)2 = 25 
       (Bài tập tự luyện) 

☺ Hướng dẫn giải 
● Ta có (C) với tâm I(5;–12), bán kính R = 15 và (C') có tâm J(1;2) và bán kinh 

R'=5. 
 Gọi d là tiếp tuyến chung có phương trình : ax+by+c=0 ( 2 2 0a b  ). 

● Khi đó ta có : 

   

   

2 2

2 2

5 12
, 15 1

2
, 5 2

a b c
d I d

a b
a b c

d J d
a b

  
 




   




 

 Từ (1) và (2) suy ra :  

 
5 12 3 6 3

5 12 3 2
5 12 3 6 3
a b c a b c

a b c a b c
a b c a b c
    

      
     

 

 
9

32
2

a b c

a b c

 

  


. Thay vào (1) : 2 22 5a b c a b     

● TH1: c = a – 9b thay vào (1) :  

    
2 2 2 2 22 7 25 21 28 24 0a b a b a ab b        

 Suy ra :

14 10 7 14 10 7 175 10 7: 0
21 21 21

14 10 7 14 10 7 175 10 7: 0
21 21 21

a d x y

a d x y

    
       

  


          
 

 

● TH2:  

      
2 2 2 2 232 1 : 7 2 100 96 28 51 0

2
c a b b a a b a ab b            

(Vô nghiệm).  
 
Câu 19:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): x2 + y2 – 2x – 6y + 6 = 

0 và điểm M (2;4). Viết phương trình đường thẳng đi qua M cắt đường tròn tại 
2 điểm A và B, sao cho M là trung điểm của AB 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Đường tròn (C) : 
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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2 2

/( )1 3 4 1;3 , 2, 1 1 4 2 0M Cx y I R P M              
nằm trong hình tròn (C) . 

● Gọi d là đường thẳng qua M(2;4) có véc tơ chỉ phương  
2

; :
4

x at
u a b d

y bt
 

  
 

 

 Nếu d cắt (C) tại A,B thì :  

          
2 2 2 2 21 1 4 2 2 0 1at bt a b t a b t           

 (có 2 nghiệm t). Vì vậy điều kiện :  

       
2 2 2 2 2' 2 3 2 3 0 *a b a b a ab b          

● Gọi    1 1 2 22 ;4 , 2 ;4A at bt B at bt    M là trung điểm AB thì ta có hệ : 

 

 

 

 

 

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

4 4 0
0

8 8 0

a t t a t t
t t

b t t b t t

      
     

      

.  

 Thay vào (1) khi áp dụng vi ét ta được : 

 
 

1 2 2 2

2
0 0

a b
t t a b a b

a b


          
  

 

2 4: : 6 0
1 1

x yd d x y 
     


 

Câu 20:Trong mặt phẳng Oxy, cho đường tròn (C): x2 + y2 – 6x + 2y + 6 = 0 và 
điểm P(1;3).Viết phương trình các tiếp tuyến PE, PF của đường tròn (C), với E, 
F là các tiếp điểm. 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Đường tròn (C):      
2 23 1 4 3; 1 , 2x y I R       . 

 Giả sử đường thẳng qua P có véc tơ pháp tuyến  

       ; : 1 3 0n a b d a x b y      

 Hay : ax+by–(a+3b)=0 (*). 
● Để d là tiếp tuyến của (C) thì khoảng cách từ tâm I đến d bằng bán kính : 

 
2 2 2 2

3 3 2 4
2 2

a b a b a b

a b a b

   
   

 
 

  
2 2 2 22 4 3 0a b a b ab b        

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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4 3 0

0 1 0 1 0
4 41 3 0 3 4 6 0
3 3

b a b

b a x x

b a a x a y x y

  

      

          


 

 
Câu 21: Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho phương trình đường tròn 

2 2 2( ) : x 2 2 24 0C y x my m      có tâm I và : mx + 4y  = 0. Tìm m biết 
đường thẳng  cắt đường tròn (C) tại hai điểm phân biệt A,B thỏa mãn diện 
tích tam giác IAB bằng 12. 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Đường tròn (C) có tâm I(1; m), bán kính R = 5.Gọi H là trung điểm của dây 
cung AB.  

● Ta có IH là đường cao của tam giác IAB và IH =  

  
2 2

| 4 | | 5 |( , )
16 16

m m md I
m m


  
 

 

● Mặt khác,
2

2 2
2 2

(5 ) 2025
16 16

mAH IA IH
m m

    
 

 

● Diện tích tam giác IAB là 12 2 12SIAB IAHS     

 
2

3
( , ). 12 25 | | 3( 16) 16

3

m
d I AH m m

m

 
     
  


 

 
Câu 22: Trong hệ toạ độ Oxy cho đường thẳng : 2 2 0d x y- - =  và đường tròn 

2 2: ( 1) ( 1) 10C x y- + - = . Lập phương trình các tiếp tuyến của đường 

tròn )(C biết tiếp tuyến tạo với đường thẳng d một góc 045 . 
       (Bài tập tự luyện) 

☺ Hướng dẫn giải 

● Đường tròn có tâm )1;1(I  bán kính 10R . 

 Gọi ),( ban  là vectơ pháp tuyến của tiếp tuyến )0( 22  ba  

● Vì đường thẳng tạo với đường thẳng d  một góc bằng 045 nên  

  
2

1
5.

2
22






ba

ba










ab
ba
3

3
 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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● Với ba 3 , phương trình tiếp tuyến có dạng )(03  cyx  

  RId );( 10
10

4





c










14
6

c
c

 

● Với ab 3 , phương trình tiếp tuyến có dạng )(03  cyx  

  RId );( 10
10

2





c










12
8

c
c

 

 Vậy có bốn tiếp tuyến cần tìm là: ;063  yx 0143  yx ;  
                                                       ;083  yx 0123  yx . 
 
Câu 23:Trong mặt phẳng Oxy cho đường tròn (C) tâm I(–1; 1), bán kính R=1, M 

là một điểm trên ( ) : 2 0d x y   . Hai tiếp tuyến qua M tạo với (d) một góc 
450 tiếp xúc với  (C) tại A, B. Viết phương trình đường thẳng AB. 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Dễ thấy ( )I d . Hai tiếp tuyến hợp với (d) một góc 450 suy ra tam giác MAB 

vuông cân và tam giác IAM cũng vuông cân . Suy ra: 2IM  . 
 

● ( ) (M d M  a; a+2), ( 1; 1)IM a a   ,  

 
0

2 2 1 2
2

a
IM a

a


     
 

.  

 Suy ra có 2 điểm thỏa mãn: M1(0; 2) và M2 (–2; 0). 
● Đường tròn tâm M1 bán kinh R1=1 là (C1): 2 2 4 3 0x y y    .Khi đó AB đi 

qua giao điểm của (C ) và (C1) nên  

  AB: 2 2 2 24 3 2 2 1 1 0x y y x y x y x y            . 

● Đường tròn tâm M2 bán kinh R2=1 là (C2): 2 2 4 3 0x y x    .Khi đó AB đi 
qua giao điểm của (C ) và (C2) nên  

  AB: 2 2 2 24 3 2 2 1 1 0x y x x y x y x y            . 

 Vậy có hai đường thẳng thỏa mãn: 1 0x y    và 1 0x y    
 
Câu 24: Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy cho đường tròn (C) có phương trình 

2 2( 1) ( 2) 9x y     và đường thẳng d: x + y + m = 0. Tìm m để trên đường 
theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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thẳng d có duy nhất một điểm A mà từ đó kẻ được hai tiếp tuyến AB, AC tới 
đường tròn (C)  (B, C là hai tiếp điểm) sao cho tam giác ABC vuông. 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Từ phương trình chính tắc của đường tròn ta có tâm I(1;–2), R = 3,  
 Do đótừ A kẻ được 2 tiếp tuyến AB, AC tới đường tròn. 

● Lại có ACAB  => tứ giác ABIC là hình vuông cạnh bằng 3 23 IA  

 

51
3 2 1 6

72
mm

m
m
  

      


 

 
Câu 25:Trong mặt phẳng với hệ toạ độ Oxy, cho đường tròn (C) : 

2 2x y 2x 8y 8 0     . Viết phương trình đường thẳng song song với đường 
thẳng d: 3x+y–2=0 và cắt đường tròn theo một dây cung có độ dài bằng 6. 

       (Bài tập tự luyện) 
☺ Hướng dẫn giải 

● Đường tròn (C) có tâm I(–1;4), bán kính R = 5. Gọi phương trình đường thẳng 
cần tìm là , 

 Suy ra  : 3x+y+c=0, c≠2 (vì // với đường thẳng 3x+y – 2=0) 
● Vì đường thẳng cắt đường tròn theo một dây cung có độ dài bằng 6. 

 Suy ra khoảng cách từ tâm I đến  bằng 2 25 3 4   

  
2

4 10 13 4
, 4

3 1 4 10 1

cc
d I

c

    
     

   

(thỏa mãn c≠2) 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 3 4 10 1 0x y     hoặc 

3 4 10 1 0x y    . 

theo cách 1 góp phần giúp các bạn liên kết và tập hợp cũng như vận dụng hết tất 
cả những giả thiết có được từ đề bài. Nếu bạn chưa dùng hết giả thiết thì chưa 
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CHỦ ĐỀ  2.3:  

CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾ N  

VIẾ T PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN. 

■ NHỮNG CÁCH THỨC ĐỂ VIẾT PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG TRÒN:
Đây là một chủ đề được đề cập khá nhiều trong các đề thi những năm qua, do
các bài toán của chúng khá phong phú và đa dạng nên trong phần giới thiệu 
cách lập phương trình đường tròn, thầy sẽ không trình bày theo hướng phân 
dạng, mà sẽ trình bày theo hướng phương pháp chung và một số các lưu ý 
cũng như những kỹ năng cần nhớ khi lập phương trình đường tròn. 

►Cách 1:“ Tìm tâm và bán kính của đường tròn ”(theo dạng tổng quát của pt
đường tròn)
Phương pháp này dựa trên phương trình tổng quát của đường tròn

     
2 2 2:C x a y b R   

trong đó tâm I(a; b) và R là bán kính của đường tròn (C). 
● Việc tìm tâm I(a; b) ta có thể hiểu đơn giản là việc tìm điểm  quy về bài

toán tìm tọa độ điểm.
● Ta cũng có thể hiểu, với 3 ẩn a , b, R ta cần lập 3 phương trình  giải và suy

ra a, b, R  pt (C).
► Cách 2:“lập phương trình dạng khai triển của đường tròn”.

Phương pháp này dựa trên phương trình khai triển của đường tròn (C):

  2 2: 2 2 0C x y ax by c    

trong đó tâm I(a; b) và R2 = a2 + b2 – c > 0. 
● Một trong những cách phổ biến thường thấy là tìm “3 điểm thuộc đường

tròn”.
● Ta cũng có thể hiểu, với 3 ẩn a , b, c ta cần lập 3 phương trình  giải và suy

ra a, b, c  pt (C).
► Những lưu ý khi lập phương trình đường tròn.
● Xác định rõ hướng đi của bài toán là phân tích theo cách 1 hay cách 2 (có

những bài toán có thể làm được bằng cả hai cách nhưng độ dài ngắn khác
nhau tùy vào mỗi bài toán).

● Khi bài toán yêu cầu lập phương trình đường tròn trong tam giác, ta cần liên
hệ lại một số kiến thức liên quan phần hình học lớp 9 như:
+ Các góc đặc biệt trong đường tròn ( góc nội tiếp, góc ở tâm, góc giữa tiếp
tuyến và dây cung,...)
+ Các kiến thức về tức giác nội tiếp, ngoại tiếp đường tròn,...
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+ Đường tròn bàng tiếp tam giác, đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp tam
giác,...
+ Vị trí tương đối giữa điểm, đường thẳng, đường tròn đối với đường tròn.
(các chủ đề quen thuộc như đường thẳng cắt đường tròn tại hai điểm, tiếp
tuyến của đường tròn, tiếp tuyến chung của hai đường tròn v,v...)
+ Đường tròn Euler (đường tròn 9 điểm).
+ Một số các bài toán điển hình, các phép chứng minh tiêu biểu đã làm ở lớp
9. (đã được trình bày dưới dạng các bổ đề – tính chất ở lý thuyết chương 1).

● Nắm vững và biết cách vận dụng nhuần nhuyễn các bài toán tìm điểm (ở chủ
đề 1) và lập phương trình đường thẳng (ở chủ đề 2). Đây có thể xem là hai
yếu tố không kém phần quan trọng để giải quyết bài toán.

● Ngoài ra, ta cũng có thể vận dụng phép biến hình (đã học trong chương trình
hình học lớp 11) tiêu biểu là:

+ Phép tịnh tiến, phép đối xứng trục, phép đối xứng tâm, phép quay (đẳng cự –
bảo toàn khoảng cách giữa các yếu tố điểm, đường thẳng, đường tròn, v.v...)

+ Phép vị tự, phép nghịch đảo (bảo giác – bảo toàn góc giữa các yếu tố liên
quan trong hình học).

● Cũng cần lưu ý đến chủ đề “tiếp xúc” trong bài toán viết phương trình đường
tròn. (các bài toán thi tuyển sinh đại học những năm qua đều thường xuyên
xoay quanh chủ đề này !)
Thầy sẽ xét các bài toán sau đây làm ví dụ để minh họa cho các cáchtrên.
(Để các bạn tiện theo dõi, mỗi một ví dụ sẽ là một dạng hình quen thuộc
mà đề thi hay đề cập).

BÀI TOÁN 1 (ĐƯỜNG TRÒN NGOẠI TIẾP TAM GIÁC THƯỜNG). Trong 

mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ 
3 7;
2 2

M  
 
 

và 

1 5;
2 2

N  
 
 

lần lượt là trung điểm của BC, AC. Lập phương trình đường 

tròn ngoại tiếp ABC biết rằng đường phân giác trong góc BAC là x – 1 = 0. 
☺Nhận xét và ý tưởng:

_  Để viết phương trình đường
tròn ngoại tiếp ABC  tìm 

tọa độ các đỉnh A, B, C.  
_  Ta nhận thấy đề cho ta một “gợi 

ý” cực kì quan trọng phương 
trình đường phân giác trong góc 
A  nó giúp ta tìm thêm “điểm 
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mới” cụ thể ở đây là điểm N’ 
(việc tìm phân giác các bản có 
thể xem lại bài tập chủ đề 2 và 
3 của chương 2). 

_ Khi có thêm điểm N’ AB viết phương AB qua N’ và AB // MN  tìm được 
tọa độ điểm A. 

_ Khi có tọa độ điểm A  vì N là trung điểm AC  tọa độ C. 
_ Khi có tọa độ điểm C  vì M là trung điểm BC  toa độ điểm B. 
_ Để lập phương trình đường tròn (C) lúc này ta có hai hướng đi khả dĩ nhất đó 

chính là 
+ Hướng thứ 1: theo cách 2 của phương pháp, ta gọi dạng khai triển của

phương trình đường tròn     cho A, B, C  (C)  giải hệ 3 phương trình 3
ẩn a, b, c  phương trình (C).    

+ Hướng thứ 2: Ta viết phương trình 2 đường trung trực của hai cạnh AB và
AC  AB  AC =  tâm I  IA = R  theo cách 1 của phương pháp là xác 
định tâm và bán kính.      

(Ở đây đối với bài toán này, ta sẽ giải theo hướng thứ 1) 
► Hướng dẫn giải:
* Gọi H là hình chiếu của N lên phân giác trong góc A (d: x – 1 = 0) và N’ là

điểm đối xứng của A     qua d (N’  AB và H là trung điểm NN’)

* Ta có HN  d: x – 1 = 0  HN: y + m = 0, HN qua
1 5;
2 2

N  
 
 


5

2
m 
 . Vậy 

HN: 
5 0
2

y   . 

Lại có H = HN  d  Tọa độ H là nghiệm của hệ 
1 0 1

51;5 5 20
2 2

x x
H

y y

   
   

    
     

 

* Mặt khác, H là trung điểm NN’ 
3 5' ;
2 2

N  
 
 

.   

* Phương trình AB qua
3 5' ;
2 2

N  
 
 

nhận  1; 1MN     làm véctơ chỉ phương

có dạng là: 

3 5
2 2 : 1 0

1 1

x y
AB x y

 

    
 

* Ta có A = AB  d
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Tọa độ A là nghiệm của hệ  
1 0 1

1;2
1 0 2

x x
A

x y y
   

  
    

* Do N là trung điểm AC   0;3C và M là trung điểm BC   3;4B

* Gọi phương trình khai triển của đường tròn (C) cần tìm có dạng là:
(C): x2 + y2 – 2ax – 2by + c = 0,  trong đó tâm I(a; b) và R2 = a2 + b2 – c > 0.

* Ta có:

3
2( ) 5 2 4 0 2 4 5
7( ) 25 6 8 0 6 8 25
2

( ) 9 6 0 6 9 12

a
A C a b c a b c
B C a b c a b c b
C C b c b c c




            
   

                
             




Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : 3 7 12 0C x y x y    

■ Lời bình:Bài toán gốc có thể là cho tọa độ của ba điểm A(1;2), B(3; 4), C(0; 3)
và dĩ nhiên yêu cầu chúng ta viết phương tình đường tròn đi qua 3 điểm đó. Tuy
nhiên khi lồng vào trong tam giác thì các bạn phải vượt qua “nút thắt” đầu tiên
đó chính là đường phân giác trong của tam giác. Và chắc chắn để viết được
phương trình đường tròn thì công cụ tìm thêm điểm mới hay phương trình
đường thẳng mới là cực kì quan trọng. Vì vậy, để làm tốt bài tập chủ đề 3 về
mảng viết phương trình đường tròn này, bạn nhất thiết phải nắm rất vững những
kỹ năng tìm tọa độ điểm và viết phương trình đường.

BÀI TOÁN 2 (ĐƯỜNG TRÒN NGOẠI TIẾP TAM GIÁC VUÔNG). Trong 
mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao 
AH. Gọi I là trung điểm của AH. Đường thẳng vuông góc với BC tại C cắt 
BI tại D. Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC biết 
phương trình cạnh BC là x – y – 2 = 0 và D(–1; –1) và đỉnh A nằm trên 
đường thẳng d: 3x – 2y + 6 = 0. 

☺Nhận xét và ý tưởng :
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_  Ta xét thấy có thể viết được phương trình đường CD qua D và vuông BC  tìm 

được tọa độ đỉnh C bằng     cách BC  CD  tọa độ C. 
_  Đến đây chúng ta chỉ còn duy nhất 1 gợi ý đó chính là A  d: 3x – 2y + 6 = 0 

(nhưng gợi ý này chỉ giúp   tat ham số điểm A  nên ta cần 1 phương trình để 
giải tìm tọa độ của A). 

_  Quan sát hình vẽ, ta nhận thấy AD = DC  làm sao chứng minh ?  chứng 
minh ACD cân tại D. 

_  Để chứng minh 1 tam giác là tam giác cân  ta chứng minh DN (theo hình vẽ) 
vừa là đường trung tuyến   vừa là đường cao (nếu gọi N là trung điểm AC)  

  chứng minh DN  AC (chứng minh trực tiếp vuông góc tương đối khó khăn 
 gián tiếp qua song song ? xet thấy AB  AC  ta chứng minh DN // AB) 

_  Đến đây để chứng minh DN // AB  vận dụng định lý Thales đảo. (bạn đọc có 
thể xem lại lý thuyết chương 1 để hiểu rõ hơn). 

_  Để viết phương trình đường tròn ngoại tiếp ABC  ta cần tâm K trung điểm 
BC và bán kính BK   như vậy mục tiêu của ta tiếp theo là tìm tọa độ điểm B 
 Để tìm B  B = BC  BA  ta viết phương trình   AB qua A và AB  AC.           

► Hướng dẫn giải: 
*  Gọi K, M, N lần lượt là trung điểm của BC, AB, AC. Ta có ABC có MN là 

đường trung bình  

 Suy ra: MN // BC 
IM HB
IN HC

   (1) 

 Lại có AH // CD (do cùng vuông AB) 
IB HB
ID HC

  (2) 

  Từ (1), (2) ta suy ra 
IM HB
IN HC
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 BM // DM (theo định lý Thales đảo) mà BM  AC 

 Suy ra DM  AC  DM là đường cao ADC. 
 Mặt khác, DM là đường trung tuyến ADC ADC cân tại C  AD CD  
*  Ta có CD  BC: x – y – 2 = 0  
  CD: x + y + m = 0, CD qua D(–1 ; –1) m = 2  
 Vậy CD : x + y + 2 = 0. Ta có Tọa độ C là nghiệm của hệ 

   
2 0 0

0; 2
2 0 2

x y x
C

x y y
    

   
     

 

*  Ta có A  d: 3x – 2y + 6 = 0 A(2a; 3a + 3) và ta có (2 1;3 4)DA a a    

 Lại có : 2 2 22 2 (2 1) (3 4) 2AD CD DA a a          

 
213 28 15 0a a     

 Suy ra 
1

2

1 ( 2;0)
15 30 6;

13 13 13

a A

a A

   


       
  

. Ta loại điểm 1A  vì khi đó 1CA BC . 

 Vậy điểm A thỏa mãn là
30 6;

13 13
A   
 
 

 

*  Ta có AB qua 
30 6;

13 13
A   
 
 

 và nhận 
30 20;

13 13
CA  

  
 

 làm véc tơ pháp tuyến 

có dạng là: 
30 63 2 0 : 3 2 6 0
13 13

x y AB x y   
           

   
 (đây chính 

là đường thẳng d ban đầu của đề) 
*  Ta có B = AB  BC  Tọa độ B là nghiệm của hệ  

  
 

3 2 6 0 10
10; 12

2 0 12
x y x

B
x y y
     

    
     

 

*  Mặt khác trung điểm K của cạnh huyền BC chính là tâm đường tròn (C) ngoại 
tiếpABC  

 Suy ra ( 5; 7)K    và 2 25 5 5 2KC     là bán kính của (C). 

    Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : ( 5) ( 7) 50C x y     

■ Lời bình:Về tư tưởng hướng đi của bài toán cũng là viết phương trình đường 
tròn đi qua 3 điểm tuy nhiên nếu 3 điểm đó lập thành những tam giác đặc biệt 
thì việc tìm tâm đường tròn ngoại tiếp trở nên dễ dàng hơn rất nhiều.  

 + Giả sử: ABC vuông tại A thì trung điểm cạnh huyền BC chính là tâm I   
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 + Giả sử: ABC đều thì trọng tâm G của tam giác ABC chính là tâm I 

 + Giả sử: ABC cân tại A có góc BAC 120 thì tâm I chính là đỉnh thứ 4 
của hình thoi ACDB. 

 
 Có thể thấy việc phải chứng minh một kết quả do quá trình “quan sát, phỏng 

đoán, đo đạc” là cực kì quan trọng. Ở đây bài toán này đã vận dụng định lý 
Thales, một trong những định lý hay về chứng minh song song, thẳng hàng (bạn 
đọc có thể xem lại lý thuyết này ở chương 1). 

 
BÀI TOÁN 3 (ĐƯỜNG TRÒN BÀNG TIẾP MỘT GÓC CỦA TAM GIÁC). 

Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho tọa độ điểm A(4; 0), B(0; 3). Viết 
phương trình đường tròn bàng tiếp góc A củaAOB. 

☺ Nhận xét và ý tưởng :  

 
_  Để lập phương trình đường tròn (C) ta xác định hai yếu tố quan trọng  tâm 

đường tròn bàng tiếp tam giác và bán kính. Ở đây ta có hai hướng tiếp cận: 
  + Hướng thứ 1: dựa trên định nghĩa tâm đường tròn bàng tiếp góc A  tâm 

J (theo hình vẽ) chính là giao điểm giữa đường phân giác trong góc A và phân 
giác ngoài của 2 góc còn lại  ta có thể viết phương trình hai đường phân giác 
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để xác định tọa độ J. Lại có, khoảng cách tâm J đến đường OB chính là bán kính 
đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác OAB. 

 
  + Hướng thứ 2: ta đưa tọa độ của các điểm đặc biệt lên trên hệ trục Oxy, lúc 

này đây ta có nhận   xét đường tròn (C) tiếp xúc với OB, OA  (C) là đang tiếp 
xúc với các trục tọa độ.  

► Hướng dẫn giải cách 1: 

*  Ta có A  Ox, B  Oy  : 1 3 4 12 0
4 3
x yAB x y      . 

 Phương trình đường phân giác tạo bởi AB và OA (y = 0) có dạng: 

1

2 2 2 2
2

:3 12 03 4 12
: 3 4 03 4 0 1

d x yx y y
d x y

   
   

    
 

 Ta có: (3 12)(3 12) 180 0B B O Ox y x y       B và O cùng phía so với d1 

 Suy ra d2:x + 3y – 4 = 0 chính là đường phân giác trong góc A.        
*  Tương tự ta có phương trình đường phân giác tạo bởi AB và OB (x = 0) có 

dạng: 3

2 2 2 2
4

: 2 6 03 4 12
: 2 6 03 4 0 1

d x yx y x
d x y

   
   

    
 

 Ta có: ( 2 6)( 2 6) 144 0A A O Ox y x y       B và O cùng phía so với d3 

 Suy ra d3: x – 2y + 6 = 0 chính là đường phân giác ngoài góc B.       
*  Gọi J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB  J = d2d3 

 Suy ra tọa độ J là nghiệm của hệ:  
3 4 0 2

2;2
2 6 0 2

x y x
J

x y y
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*  Gọi r là bán kính đường tròn bàng tiếp tam giác OAB  r = d[J; OB] = 2   

     Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : ( 2) ( 2) 4C x y     

► Hướng dẫn giải cách 2: 

*  Ta có A  Ox, B  Oy  : 1 3 4 12 0
4 3
x yAB x y      . 

 Phương trình đường phân giác tạo bởi AB và OA (y = 0) có dạng: 

1

2 2 2 2
2

:3 12 03 4 12
: 3 4 03 4 0 1

d x yx y y
d x y

   
   

    
 

 Ta có: (3 12)(3 12) 180 0B B O Ox y x y       B và O cùng phía so với d1 

 Suy ra d2:x + 3y – 4 = 0 chính là đường phân giác trong góc A.        
*  Gọi J(a; b) và r lần lượt là tâm và bán kính đường tròn (C) cần tìm.  
*  Vẽ hình kèm hệ trục tọa độ, ta nhận xét: A Ox, B  Oy  Đường tròn nội tiếp 

AOB và đường tròn bàng tiếp góc A của tam giác OAB tiếp xúc với 2 trục tọa 
độ Ox, Oy.      

 Do đó ta có: [ ; ] [ ; ] | a | | b |J Jd J Ox d J Oy r r      

 Vì đường tròn nội tiếp OAB nằm ở phần tư thứ nhất của mặt phẳng Oxy 
 Suy ra đường tròn bàng tiếp OAB nằm ở phần tư thứ hai của mặt phẳng Oxy 
 Suy ra J(– a ; a) (với a > 0) 
*  Ta J  d2 3 4 0 2a a a       

    Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : ( 2) ( 2) 4C x y     

■ Lời bình: Qua bài toán này, ta hiểu hơn với cách dựng, cách thiết lập và tìm 
tâm, bán kính của đường tròn bàng tiếp tam giác. Công cụ chủ yếu vẫn là thiết 
lập đường phân giác trong và ngoài của tam giác. (Phần này bạn đọc có thể xem 
lại chủ đề 2 chương 2 : “bài toán liên quan đến viết phương trình đường thẳng” 
để hiểu rõ hơn. 

 
BÀI TOÁN 4 (ĐƯỜNG TRÒN NỘI TIẾP VÀ NGOẠI TIẾP TAM GIÁC). 

Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ  1;5A và 

phương trình cạnh BC: 2 6 0x y   , biết (1;0)J là tâm đường tròn nội 
tiếp tam giác ABC. Lập phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

☺ Nhận xét và ý tưởng :  
_  Tương tự như hai bài toán đầu tiên 

đã giới thiệu, để viết phương trình 
đường tròn ngoài tiếp ABC 
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 Ta tìm tọa độ B và C. 
_  Để tìm B và C viết phương trình 

AB và AC dựa vào dữ kiện hiện 
có chính là tâm nội tiếp tam giác   
cách đều 3 cạnh của tam giác. 

_  Ta viết phương trình đường thẳng 
AB đi qua một điểm A và khuyết 
véctơpháp tuyến ( ; )n a b  

  khoảng cách d[J; AB] = r  
  tìm quan hệ a, b  phương 

trình AB.     
► Hướng dẫn giải: 
*  Gọi phương trình AB qua A(1; 5) có dạng: ( 1) ( 5) 0a x b y    với 

2 2( ; ), ( 0)n a b a b    

*  Ta có J là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC [ ; ] [J;BC]d J AB d  

 Suy ra 
2 2 2 2

| 5 | |1 2.0 6 | 5
1 ( 2)

b
a b
  

 
  

 (nhận xét b ≠ 0, nên ta chọn b = 1) 

 Suy ra 
2
2

a
a



 

 (do AC cũng qua A và tiếp xúc với đường tròn nội tiếp tam 

giác ABC)   
*  Ta đặt AB: 2x + y – 7 = 0 và AC: 2x – y + 3 = 0 
*  Ta có: B = AB  BC  Tọa độ B là nghiệm của hệ  

  
2 7 0 4

4; 1
2 6 0 1

x y x
B

x y y
    

   
     

 

*  Ta có: C = AC  BC  Tọa độ C là nghiệm của hệ  

  
2 3 0 4

4; 5
2 6 0 5

x y x
C

x y y
     

    
     

 

*  Gọi phương trình khai triển của đường tròn (C) cần tìm có dạng là: 

 (C): x2 + y2 – 2ax – 2by + c = 0,  trong đó tâm I(a; b) và R2 = a2 + b2 – c > 0. 

*  Ta có: 

3
( ) 26 2 10 0 2
( ) 17 8 2 0 0
( ) 41 8 10 0 29

aA C a b c
B C a b c b
C C a b c c
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    Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : 3 29 0C x y x     

■ Lời bình: nhận xét chung là bài này không quá khó, nhưng bạn cần nắm kỹ 
kiến thức của điểm đặc biệt đó chính là tâm đường tròn nội tiếp cách đều 3 cạnh 
của tam giác và kỹ năng viết phương trình đường thẳng đi qua một điểm, bị 
khuyết véctơ pháp tuyến. Có một câu hỏi đặt ra trong bài này là nếu không nhận 
xét b   khác 0 thì ta có đi tiếp được không ?  câu trả lời là có vì tổng quát với 
các dạng biến đổi trên thì ta chỉ việc bình phương hai vế để quy về phương trình 
đẳng cấp. Khi đó chúng ta cũng sẽ phải chia hai trường hợp b = 0 và b khác 0 để 
giải tìm ra giá trị a hoặc ngược lại. (Để hiểu rõ hơn, bạn đọc có thể theo dõi phần 
này ở chủ đề 2, các bài toán liên quan đến viết phương trình đường thẳng).   

 
BÀI TOÁN 5 (ĐƯỜNG THẲNG CẮT ĐƯỜNG TRÒN THEO ĐƯỜNG 

KÍNH). Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn 
đi qua A(–1; 2) và cắt đường thẳng d: 3 4 7 0x y   theo đường kính BC 

sao cho tam giác ABC có diện tích bằng
4
5

. 

☺Nhận xét và ý tưởng :  
 _  Để lập phương trình đường tròn (C) ngoại tiếpABC  xác định tâm I và bán 

kính hoặc viết phương trình đường đi qua ba điểm. 
_  Ở đây đề bài đã “gợi mở” dữ kiện SABC  và do BC làm đường kính và A thuộc 

(C) ABC  A.  
_  Ta có thể tính khoảng cách từ A đến BC  dựa vào công thức diện tích tam 

giác  độ dài đường kính   BC  bán kính (C) cần tìm.  
_  Để xác định tâm I của đường tròn ta  IA = R  giải tìm tọa độ tâm I.                       
► Hướng dẫn giải: 
*  Gọi (C) là phương trình cần tìm có tâm I và bán kính R. 
*  Do A  (C) và BC là đường kính của (C) ABC  A. 

 Suy ra 
2 2

1 4 1 | 1.3 4.2 7 |[ ; ].BC . .
2 5 2 3 4

ABCS d A BC BC

  
  


 

 Suy ra BC = 2 
2

2 1
4

BCR    

*  Ta có I  BC: 3x – 4y + 7 = 0  

 
3 7;

4
aI a  

 
 

 

 Mặt khác IA = R 2 2AI R 

 

220  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 229 

 
 

2
2 3 71 2 1

4
aa  

     
 

 

 Suy ra    
2 216 1 3 1 16a a   

 

 

1
1

25

a

a

 
 
 


2(a  

*  Với 1a   ta có 2 2
1( ) : ( 1) ( 1) 1C x y     

*  Với 
1

25
a 
  ta có 

2 2

2
1 43( ) : 1
25 25

C x y   
      

   
 

       Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:

2 2
1

2 2

2

( ) : ( 1) ( 1) 1

1 43( ) : 1
25 25

C x y

C x y

    


   
      

   

 

■ Lời bình: Việc nhận xét điểm A thuộc đường tròn ngoại tiếp ABC cực kì 
quan trọng (do góc nội tiếp chắn nửa đường tròn nên là góc vuông). Có thể thấy 
“điểm tựa hình vẽ” và những nhận xét về hình học đường tròn 9 góp phần giúp 
ta giải nhanh bài toán. 

 
BÀI TOÁN 6 (ĐƯỜNG THẲNG CẮT ĐƯỜNG TRÒN THEO DÂY CUNG). 

Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho đường thẳng 1 : 3 0d x y   và 

2 : 3 4 6 0d x y   . Lập phương trình đường tròn (C) có bán kính bằng 2, 
tâm I thuộc đường thẳng d1và cắt đường thẳng d2tại hai điểm A, B sao cho 

góc 120AIB  . 
■ Đặt vấn đề:Bài toán đường thẳng cắt đường tròn tạo dây cung là một dạng khá 

quen thuộc vì bạn chắc chắn phải sử dụng đến 1 định lý rất quen thuộc của 
“hình học đường tròn lớp 9” đó chính là định lý “đường kính và dây cung: 
“đường kính đi qua trung điểm của dây thì vuông góc với dây và ngược lại”. 
Ngoài ra với bài toán “cắt” trong đường tròn thì “công thức Pytago” chính là 
chìa khóa giúp ta giải quyết các nút thắt của bài toán.   

☺  Nhận xét và ý tưởng :  
_  Do đường tròn (C) đã có sẵn bán kính R = 2 nên chỉ cần xác định tâm I của 

đường tròn. 
_  Với gợi ý tâm I thuộc đường thẳng d1 tham số hóa tâm I  1 ẩn  cần 1 

phương trình ? 
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_  Gọi H là trung điểm AB  IH  AB và ta có IH là phân giác góc AIB. 
_  Xét HIB  H và kết hơp với IB = 2 và dùng góc HIB = 60o ta tính được IH 
_  IH chính là khoảng cách từ I đến đường thẳng d2 giải khoảng cách  tìm 

được tâm I.    
► Hướng dẫn giải: 
*  Gọi (C) là đường tròn cần 

tìm. Theo đề bài ta có I  d1

: x + y – 3 = 0  I(a ; 3 – a)       
*  Gọi H là trung điểm AB, 

theo “định lý đường kính và 
dây cung” ta có IH  AB và 
IH là phân giác của IAB  

  (IA = IB = R) góc 60
2

AIBHIB    

* IHB  H có 
1cos .cos 2. 1
2

IHHIB IH R HIB
IB

      

*  Mặt khác IH = 
2 2

| 3 4(3 ) 6 |[ ; ] 1 | 6 | 5
3 4

a ad I AB a  
    


 

 
1

2

11 (11; 8)
1 (1;2)

a I
a I
  


 

 

      Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:
   

2 2
1

2 2
2

( ) : ( 11) ( 8) 4

( ) : 1 2 4

C x y

C x y

    


   

 

■ Lời bình: Bài toán này có thể mở rộng thành góc bất kì hoặc cũng có thể chọn 
một điểm bất kì trên đường tròn tạo thành góc nội tiếp  cùng chắn cung AB  

  khi đó  = 2.  
 Đề bài cũng có thể thay thế dữ kiện góc bằng việc cho trực tiếp dây cung AB 

bằng bao nhiêu ? hoặc yêu cầu ta tìm đường tròn sao cho cắt đường thẳng tạo 
thành dây cung lớn nhất (chính là đường kính) và dây cung nhỏ nhất (bạn đọc 
có thể xem tiếp chủ đề 5: bài toán max – min cực trị hình học để hiểu rõ hơn!) 

 
BÀI TOÁN 7 (TRỤC ĐẲNG PHƯƠNG CỦA HAI ĐƯỜNG TRÒN). Trong 

mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, viết phương trình đường tròn (C) đi qua 
điểm A(1; –2) và các giao điểm của đường thẳng : 7 10 0d x y   với 

đường tròn 2 2( ') : 2 4 20 0C x y x y     . 
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■ Đặt vấn đề:Các thế hệ học sinh học sách giáo khoa theo chương trình trước cải 
cách (trước năm 2009) đều không quá lạ lẫm với thuật ngữ “phương tích, trục 
đẳng phương” của hai đường tròn. Theo chương trình mới (tính đến thời 
điểm viết sách năm 2015) thì lượng kiến thức hay này đã bị giảm tải, chính vì 
vậy có rất nhiều nội dung mà học sinh “không được biết”. Tác giả cũng tự đặt 
ra câu hỏi liệu kiến thức đó có thật sự cần thiết cho ta không ? Không bàn về 
vấn đề nội dung của chương trình giáo dục Việt Nam mà chỉ nói về mảng kiến thức 
này thì thật sự theo cá nhân tác giả là cần thiết. Nhà văn người Pháp La 
Rochefoucauld đã từng nói: “Có ba thứ ngu dốt: không biết những gì mình cần 
biết, không rành những gì mình biết và biết những gì mình không cần biết. ” 

 Ở đây tác giả hi vọng sơ lược lại mảng kiến thức này, và bạn đọc có thể xem 
như là một công cụ, một phương tiện cần thiết trong quá trình giải các bài toán 
liên quan trên. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

 
■ CÁCH 1 :Không sử dụng trục đẳng phương 
☺Ý tưởng : Như các bài toán trước đó trình bày, để viết phương trình đường tròn 

(C) ta tìm ba điểm thuộc   đường tròn  cụ thể trong bài toán này là điểm A và 
giả sử B, C là giao điểm của d và (C’).  

_  Ta đã sẵn có toa độ điểm A nên chỉ phải giải hệ phương trình d và (C)  tìm 
tọa độ B và C.    

► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Gọi B và C là giao điểm của đường thẳng x – 7y + 10 = 0 và đường tròn (C). 

 Ta có tọa độ B và C là nghiệm của hệ 2 2

7 10 0
2 4 20 0

x y
x y x y

  


    
 

(phần giải hệ này xin dành cho bạn đọc) 
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 Suy ra 
1 3
2 4

y x
y x
   


  

 .  

 Do vai trò của B và C như nhau nên ta đặt B(–3; 1), C(4; 2) 
 

*  Gọi phương trình khai triển của đường tròn (C) cần tìm có dạng là: 

 (C): x2 + y2 – 2ax – 2by + c = 0,  trong đó tâm I(a; b) và R2 = a2 + b2 – c > 0. 

*  Ta có: 

1
2( ) 5 2 4 0
3( ) 10 6 2 0
2

( ) 20 8 4 0 10

a
A C a b c
B C a b c b
C C a b c c




      
  

         
         




 

     Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : 3 10 0C x y x y      

■ CÁCH 2 :Sử dụng trục đẳng phương của hai đường tròn 
☺ Ý tưởng : Trước tiên chúng ta cần hiểu thế nào là trục đẳng phương ? 
 ♥ Định nghĩa phương tích: Cho đường 2 2( ) : 2 2 0C x y ax by c     . Khi 

đó /( ) .M CP MA MB  không phụ thuộc vào phương của cát tuyến MAB của 
đường tròn mà chỉ phụ thuộc vào vị trí điểm M.  

 Cụ thể nếu M(xo; yo) thì 2 2
/( ) 0 0 0 02 2 0M CP x y ax by c       . 

 ♥ Định nghĩa trục đẳng phương: Cho 2 đường tròn 1 2( ), (C )C , khi đó: Tập 

 1 2/(C ) /(C )| M Md M P P  là một đường thẳng và đó gọi là trục đẳng phương 

của hai đường tròn. 

 Giả sử 
2 2

1 1 1 1
2 2

2 2 2 2

( ) : 2 2 0
( ) : 2 2 0

C x y a x b y c
C x y a x b y c

     


    
 

 Thì phương trình trục đẳng phương là: 1 2 1 2 1 22( ) 2(b ) c 0a a x b x c       
 ♥ Chú ý:  
 +  Khi 2 đường tròn cắt nhau tại 2 điểm A, B thì AB chính là trục đẳng phương 

của (C1) và (C2) 
 +  Khi 2 đường tròn tiếp xúc nhau tại điểm A thì trục đẳng phương của 2 đường 

tròn chính là tiếp tuyến chung của 2 đường tròn tại điểm A. 
 Trở lại bài toán, như vậy ta nhận xét thấy đường thẳng d hiện tại chính là trục 

đẳng phương của đường   tròn (C) và (C’).  
► Hướng dẫn giải cách 2: 
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*  Nhận xét do (C) và (C’) cắt nhau tại hai điểm B và C và d chứa cả 2 điểm B và 

C suy ra d chính là phương trình trục đẳng phương của (C) và (C’) 
*  Do đó ta có : phương trình 2 2( ) : ( 2 4 20) ( 7 10) 0C x y x y x y         

   Suy ra 2 2( ) : 3 10 0C x y x y      

       Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : 3 10 0C x y x y      

■ Lời bình: Việc hiểu đúng và hiếu kỹ về trục đẳng phương của hai đường tròn 
đã góp phần mang đến một lời giải quá ngắn và đẹp ở cách 2. Để hiểu rõ hơn 
nữa về trục đẳng phương của hai đường tròn, bạn đọc có thể tham khảo thêm 
“bài toán 13, chủ đề 2, các bài toán liên quan đến lập phương trình đường 
thẳng”. Và cũng phải nói thêm ở cách giải 1, nếu khéo léo đưa tọa độ của 3 
điểm A, B, C lên hệ trục Oxy ta sẽ phát hiện ABC vuông tại Aviệc viết 
phương trình đường tròn có lẽ sẽ còn nhanh hơn nữa vì khi đó tâm I chính là 
trung điểm cạnh huyền BC và bán kính bằng một nửa độ dài BC. 

 
BÀI TOÁN 8 (ĐƯỜNG TRÒN TIẾP XÚC VỚI ĐƯỜNG THẲNG).Trong mặt 

phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho hai đường thẳng 1 : 3 8 0x y     và 

2 :3 4 10 0x y    và điểm A(–2;1). Viết phương trình đường tròn có 
tâm thuộc đường thẳng 1, đi qua điểm A và tiếp xúc với đường thẳng 2.          

☺ Nhận xét và ý tưởng :  
_  Muốn viết (C) có (I; R)  xác định I(a; b) và R. Có ba hướng để ta tiếp cận: 
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 + Hướng thứ 1: gọi dạng tổng quát của đường tròn  lập 3 phương 3 ẩn a, b, R 
 giải tìm a, b, R. (cụ thể đó chính là tâm I 1 (1), A  (C) (2) và d[I; 2] = R 
(3)).    

 + Hướng thứ 2: gọi dạng khai triển của đường tròn  lập 3 phương 3 ẩn a, b, c 
 giải tìm a, b, c. (cụ thể đó chính là tâm I 1 (1), A  (C) (2) và d[I; 2] = R 
(3)).        

 + Hướng thứ 3: ta cũng có thể tham số hóa tâm I  thiết lập 1 phương trình 1 
ẩn để giải tìm I (đó cũng chính là d[I; 2] = R = IA)   

 Vậy giữa ba hướng trên, có sự khác biệt như thế nào? Mời bạn đọc cùng theo dõi.        
►  Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Gọi dạng phương trình tổng quát của đường tròn là 2 2 2( ) ( )x a y b R    với 

tâm I(a; b) và bán kính R. 

*  Theo đề bài ta có: 
1

2 2 2

2

3 8 0 (1)
( ) ( 2 ) (1 ) (2)

[ ; ] | 3 4 10 | (3)
5

I a b
A C a b R

d I R a b R


   


       
      



 

*  Từ (1) ta có a = – 3b – 8 thay vào (2) và (3) ta được 

 

2 2 2
2

2
(3 6) (1 ) (13 14)10 34 37|13 14 | 25

5

1
3

5

b b R bb bb R

a
b

R

    


    





    



 

       Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : ( 1) ( 3) 25C x y     

► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  Gọi dạng phương trình khai triển của đường tròn là 2 2( ) : 2 2 0C x y ax by c      

với tâm I(a; b) và bán kính 2 2 2 0R a b c    . 

*  Theo đề bài ta có: 
1

2 22

3 8 0 (1)
( ) 4 2 5 (2)

[ ; ] | 3 4 10 | (3)
5

I a b
A C a b c

d I R a b a b c


   


      
        



 

*  Từ (1) ta có a = –3b – 8 thay vào (2) ta được 4(–3b – 8) – 2b + c = – 5  
  c = 14b + 27 
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*  Thay a = –3b – 8 và c = 14b + 27 vào (3) ta được:  

 

2 2

2

| 3( 3 8) 4 10 | 5 ( 3 8) 14 27

|13 14 | 5 10 34 37

b b b b b

b b b

         

    

 

 

2 2 1
(3 14) 25(10 34 37) 3

15
a

b b b b
c


         

 
 

    Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : 2 6 15 0C x y x y      

► Hướng dẫn giải cách 3: 
*  Gọi I và R lần lượt là tâm và bán kính đường tròn (C)  
 Theo đề bài ta có I 1: x + 3y + 8 = 0  I(–3t – 8; t)        
* Do đường thẳng 2 tiếp xúc (C) nên ta có 2[ ; ]d I R IA   (*) với 

( 3 6; 1)AI t t     

 Do đó: (*)  2 2| 3( 3 8) 4 10 | (3 6) ( 1)
5

t t t t   
   

 

 
2|13 14 | 5 10 t 34 37t t      

 Suy ra 2 2 (1; 3)
(13 14) 25(10 t 34 37) t 3

5
I

t t
R


        


 

       Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : ( 1) ( 3) 25C x y     

■ Lời bình:với bài toán “đường tròn tiếp xúc với đường thẳng” thì chắc chắn 
chúng ta sẽ phải sử dụng đến điều kiện tiếp xúc giữa đường thẳng và đường tròn 
chính là khoảng cách từ tâm đến đường thẳng đó bằng bán kính. Và đây cũng 
chính là biểu thức liên hệ trực tiếp tâm và bán kính với nhau. Trong 3 cách trên, 
cách 3 tỏ ra dễ chịu hơn rất nhiều khi chỉ phải giải quyết 1 phương trình 1 ẩn. 
Nhược điểm của cách 1 và 2 là biến đổi tương đối nhiều, số ẩn tương đối lớn, 
đòi hòi kỹ năng giải phương trình đại số ở người làm. Qua đây cũng rút ra một 
chú ý nhỏ đó chính là nếu phát hiện tâm I thuộc đường thẳng nào tham số hóa 
tâm I theo đường thẳng đó. 

 
BÀI TOÁN 9 (ĐƯỜNG TRÒN TIẾP XÚC VỚI CÁC TRỤC TỌA ĐỘ). Trong 

mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn (C) tiếp xúc với 
hai trục tọa độ và có tâm I thuộc đường thẳng : 3 5 8 0d x y   . 

■ Đặt vấn đề:tương tự như bài toán đường tròn tiếp xúc với đường thẳng, thì khi 
đường tròn tiếp xúc với 2 trục tọa độ như trục hoành Ox (y = 0), trục tung Oy   
(x = 0) thì có gì khác biệt ? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 
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☺ Nhận xét và ý tưởng :  
_  Nhận xét quan trọng nhất khi 

(C) tiếp xúc với 2 trục tọa độ 

chính là 
[ ; ] | |
[ ; ] | x |

I

I

d I Ox R y
d I Oy R

 


 
 

_  Như vậy ta có thể giải quyết bài 
toán này theo hướng tham số 
hóa tâm I theo đường thẳng d. 
Do điều kiện tiếp xúc trên mà 
bán kính R đã biểu thị theo tâm 
I nên “nút thắt” của bài toán 
này chính là xác định tâm I. 

► Hướng dẫn giải: 
*  Gọi I và R lần lượt là tâm và bán kính đường tròn (C) cần tìm. 

*  Do I  d: 3x – 5y – 8 = 0 
5 8 ;

3
tI t 

 
 

 

*  Do (C) tiếp xúc đồng thời với hai trục tọa độ nên ta có:  
  [ ; ] [ ;Oy] Rd I Ox d I   

 Suy ra 
3 5 8 45 8| |
3 5 8 13
t t ttt
t t t
    

   
    

 

*  Với t = 1 
(1; 1)

1
I
R





.Vậy đường tròn 2 2
1( ) : ( 1) ( 1) 1C x y     

*  Với t = –4
( 4; 4)

4
I

R
 




.Vậy đường tròn 2 2
2( ) : ( 4) ( 4) 16C x y     

     Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:
2 2

1
2 2

2

( ) : ( 1) ( 1) 1
( ) : ( 4) ( 4) 16

C x y
C x y

    


   
 

 
BÀI TOÁN 10 (SỰ TIẾP XÚC TRONG GIỮA CÁC ĐƯỜNG TRÒN). Trong 

mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho hai đường tròn 2 2
1( ) : ( 1) ( 2) 4C x y     

và 2 2
2( ) : 9C x y  . Viết phương trình đường tròn tâm I tiếp xúc trong 

với cả hai đường tròn (C1) và (C2) biết rằng tâm I thuộc đường thẳng 
: 2 0d x y   . 
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■ Đặt vấn đề:Bài toán tiếp xúc giữa các đường tròn cũng là một dạng tương đối 
khó đặc biệt là khi đường tròn của ta cần tìm tiếp xúc với nhiều đường tròn. Khi 
đó ta sẽ vận dụng điều kiện tiếp xúc như thế nào ? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

☺ Nhận xét và ý tưởng :  
_  Đề bài đã gợi ý cho ta I d  tham số hóa tâm I theo đường thẳng d  cần tìm 

một phương trình.     
_  (C) tiếp xúc trong với cả 

hai đường tròn (C1) và (C2) 


1 1

2 2

| |
| |

II R R
II R R

 


 
 

_  Nếu không khéo léo xử lý 
dữ kiện trên ta sẽ phải chia 
rất nhiều trường hợp  ở 
đây ta có thể xét vị trí tương 
đối giữa đường tròn (C1) và 
(C2) và đường thẳng d bằng 
cách vẽ hình chúng trên hệ 
trục tọa độ  dùng yếu tố trực 
quan của hình học để đưa ra 
những nhận xét quan trọng  

  Ở đây ta có hình vẽ sau: 
_  Từ hình vẽ ta có nhận xét hoặc R của đường tròn cần tìm thỏa R < R2< R1  hoặc 

R > R1> R2. Do đó sẽ có 2 trường hợp xảy ra với bài toán này. 
► Hướng dẫn giải: 
*  Đường tròn (C1) có tâm 1(1;2)I và bán kính 1 2R   và đường tròn (C2) có có 

tâm O(0;0) và bán kính 2 3R   và đường tròn (C) cần tìm có tâm I, bán kính R. 
Do I  d  I(t; 2 – t) 

 Nên ta có: 
2 2 2

1

2 2 2
2

(1 t) (2 2 t) 2 2 1

t (2 t) 2 4 4

II t t

II t t

        


     

 

*  Ta có 
1 2

1 2 1 2 1 1 2

1

| | 1
3 | |

5

R R
R R R R OI R R

OI

  


      




 (C1) và (C2) cắt nhau tại 

hai điểm phân biệt.     

*  (C) tiếp xúc trong với cả hai đường tròn (C1) và (C2) 
1 1

2 2

| |
(*)

| |
II R R
II R R

 


 
 

220  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 238 

*  Mặt khác đường thẳng d nằm giữa khoảng không gian giữa (C1)  và (C2) nên suy ra 
đường tròn (C) cần tìm có hai trường hợp hoặc R < R2< R1hoặc R > R1> R2.  

*  TH1: R > R1> R2 ta có: 
2

1 1

22 2

2 2 1 2 (1)
(*)

2 4 4 3 (2)

II R R t t R
II R R t t R

       
 

      

 

 Trừ vế theo vế hai phương trình (1) và (2)  ta được: 1 2 1 2 1II II R R     

 Suy ra 2 2 2 22 2 1 2 4 4 1 2 2 1 1 2 4 4t t t t t t t t              
 Do 2 vế của phương trình đều dương nên ta bình phương hai vế phương trình và 

ta được: 

2
2 2 2

2 0 2 2
2 4 4 2 ( )

2 4 4 ( 2) 0 0
t t t

t t t VN
t t t t t

     
        

      
 

*  TH2: R < R1< R2 ta có: 
2

1 1

22 2

2 2 1 2 (1)
(*)

2 4 4 3 (2)

II R R t t R
II R R t t R

       
 

      

 

 Trừ vế theo vế hai phương trình (1) và (2)  ta được: 1 2 1 2 1II II R R      

 Suy ra  

 2 2 2 22 2 1 2 4 4 1 2 2 1 1 2 4 4t t t t t t t t               
 Do 2 vế của phương trình đều dương nên ta bình phương hai vế phương trình và 

ta được: 

 

2
2 2 2

1
1 0 1

2 2 1 1 00
2 2 1 (1 ) 2 0

2

t
t t

t t t tt
t t t t t

t


    

          
        

 

 Với t = 0 thay vào (*) ta có : R = 1 (thỏa cả (1) và (2)) và tâmI(0; 2) 
 Tóm lại từ 2 trường hợp trên ta có phương trình cần tìm là  

  2 2( ) : ( 2) 1C x y    

■ Lời bình:Qua bài toán này ta rút ra một số nhận xét và lưu ý: 
 Một là, vấn đề xét chia trường hợp trong bài toán này là một điều tất yếu phải 

xảy ra, có thể thấy khó khăn mà bài toán này đặt ra ngoài nút thắt trên còn ở 

việc giải phương trình đại số 2

0B
A B

A B


  


. Đặc biệt khi thay giá trị t 

tìm được ở trường hợp 2, ta cũng cần chú ý đến điều kiện ràng buộc của bán 
kính.  

 Hai là, một lần nữa việc xét vị trí tương đối giữa các đối tượng hình học (điểm, 
đường thẳng, đường tròn) với nhau góp phần giúp chúng ta định hướng và đưa 
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ra lời giải ngắn gọn. Với nhận xét đường thẳng d nằm   giữa không gian của hai 
đường tròn ta đưa đến quan hệ giữa các bán kính R, R1, R2.    

 Balà, qua đây chúng ta cũng nên tổng kết một lần nữa về điều kiện tiếp xúc 
ngoài, tiếp xúc trong giữa các đường tròn cụ thể qua hình vẽ sau: 

 

 
 
BÀI TOÁN 11 (SỰ TIẾP XÚC NGOÀI  GIỮA CÁC ĐƯỜNG TRÒN). Trong 

mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho đường tròn 2 2( ) : 4 3 4 0C x y x     
và tia Oy cắt (C) tại điểm A. Lập phương trình đường tròn (C’) có bán 
kính bằng 2 và tiếp xúc ngoài với (C) tại A. 

■ Đặt vấn đề: sau khi đề cập đến sự tiếp xúc trong giữa các đường tròn bằng một 
bài toán khá phức tạp (bài số 10) thì ở bài này, tác giả cùng bạn đọc tìm hiểu về 
sự tiếp xúc ngoài giữa hai đường tròn. Tuy nhiên đặt trong những “tình huống 
khác nhau” của từng bài toán khác nhau chúng ta sẽ có cách tiếp cận khác nhau. 
Nhưng đâu là điểm chung cho những dạng này ? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

☺ Nhận xét và ý tưởng :  
_  Nhận xét về thuận lợi của bài toán là ta đã có sẵn bán kính của đường tròn (C’) 

nhưng ngược lại tâm J thì hiện chưa có một dữ kiện nào thật sự kết nối với nó. 
Mấu chốt của bài toán này chắc chắn là xác định tâm J.  

_  Bài toán ta này ta có thể tiếp cận theo những hướng sau: 
 + Hướng thứ 1: Gọi dạng tổng quát của đường tròn (C’)  A  (C’) (phương 

trình (1)) và điều kiện tiếp xúc R + R’ = IJ = 6 (phương trình (2))  giải hệ 
phương trình gồm (1) và (2)  a và b. 

 + Hướng thứ 2: Dựa vào điều kiện tiếp xúc ta tính được IJ = R + R’ = 6 và 
ngoài ra A chính là tiếp điểm chung của 2 đường tròn  I, A, J thẳng hàng  
viết phương trình IA  J  IA (hình 1) 
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 + Hướng thứ 3: Đưa các đối tượng hình học lên trên hệ trục Oxy và gọi H là 
hình chiếu của J lên trục hoành  khi đó theo định lý Thales đảo ta sẽ có 
IO IA AO
IH IJ AJ

   giải tìm được tọa độ tâm I. (hình 2)      

 

 
► Hướng dẫn giải cách 1: 

*  Ta có đường tròn (C) có tâm ( 2 3;0)I  và bán kính R = 4. 
 Theo đề bài ta có A = Oy  (C)  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

2 2 4 3 4 0 2 ( 0) A(0;2)
0

x y x y do y
x

    
   


 

*  Gọi J(a; b) và R’ lần lượt là tâm và bán kính của đường tròn (C’) cần tìm và 
dạng tổng quát của đường tròn (C’) là 2 2( ) ( ) 4x a y b     

*  Ta có A  (C’)  2 2( ) (2 ) 4 (1)a b    
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*  Theo đề bài, ta có (C’)  tiếp xúc ngoài với (C)  

 
2 2' 6 ( 2 3) 36 (2)IJ R R a b        

*  Từ (1) và (2) giải hệ phương trình trên ta được 3; 3a b   

    Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( 3) ( 3) 4x y     

► Hướng dẫn giải cách 2: 

*  Ta có đường tròn (C) có tâm ( 2 3;0)I  và bán kính R = 4. 
 Theo đề bài ta có A = Oy  (C)  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

2 2 4 3 4 0 2 ( 0) A(0;2)
0

x y x y do y
x

    
   


 

*  Ta có A là tiếp điểm chung của hai đường tròn  I, J, A thẳng hàng.  

IJ qua A(0; 2) và nhận (2 3;2)IA   làm véctơ chỉ phương có dạng là: 

0 2 : 3 2 3 0
13

x y IJ x y 
      

*  Ta có J  IJ  ( 3 2 3; )J a a  
*  Theo đề bài, ta có (C’)  tiếp xúc ngoài với (C)  

 
2 2' 6 ( 3) 36IJ R R a a       

 Suy ra: 
2 2

12

2 2
2

3 ( ) : ( 3) ( 3) 4
9

3 ( ) : ( 5 3) ( 3) 4

a C x y
a

a C x y

      
  

      

 

 Do đường tròn cần tìm tiếp xúc với (C) tại A(0;2) thay vào kiểm tra ta nhận (C1).     

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( 3) ( 3) 4x y     

► Hướng dẫn giải cách 3: 

*  Ta có đường tròn (C) có tâm ( 2 3;0)I  và bán kính R = 4. 
 Theo đề bài ta có A = Oy  (C)  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

2 2 4 3 4 0 2 ( 0) A(0;2)
0

x y x y do y
x

    
   


 

*  Dựa vào hình vẽ trên hệ trục tọa độ Oxy ta có nhận xét tâm J có thuộc phần tư 
thứ nhất của hệ trục tọa độ Oxy  a, b > 0.  

*  Mặt khác, gọi H là hình chiếu của J lên trục hoành ta có JH // OA ,theo định lý 
Thales đảo ta có: 
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2 3 2 4
62 3

IO AO IA
IH HJ IJ ba

    


suy ra 3; 3a b   

    Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( 3) ( 3) 4x y     

■ Lời bình:Qua bài toán này ta rút ra một số nhận xét sau: 
_  Điểm chung của cả 3 cách đều bắt buộc phải sử dụng điều kiện tiếp xúc ngoài 

giữa 2 đường tròn để liên hệ khoảng cách của 2 tâm. Khác biệt có thể thấy chính 
là cách mà các cách giải tiếp cận.  

_  Nếu như ở cách 1, là cách làm mà đại đa số nhiều người nghĩ ngay đến và chỉ bị 
hạn chế ở khâu giải hệ phương trình thì đến cách 2, thử thách lớn nhất là việc 
loại đi đường tròn phát sinh không thỏa yêu cầu bài toán.  

_  Nếu như ở cách 1 và 2, bạn có thể không dựng hình để đoán tính chất nhưng 
vẫn có thể làm được thì ở cách 3, hình vẽ chính là điểm tựa thật sự cho bài toán, 
và gần như nó đã mang đến cho ta một lời giải rất đẹp cho bài toán. Tuy nhiên 
sẽ không nhiều bạn nghĩ đến hướng đi này.  

 
BÀI TOÁN12 (HAI ĐƯỜNG TRÒN CẮT NHAU). Trong mặt phẳng với hệ 

tọa độ Oxy, cho đường tròn 2 2( ) : ( 1) 9C x y   có tâm I và đường thẳng 
: 0d x y  . Lập phương trình đường tròn (C’) có tâm J thuộc đường 

thẳng d và (C’) cắt (C) tại hai điểm phân biệt A, B thỏa mãn tam giác JAI 
vuông tại A, đồng thời bán kính đường tròn nội tiếp tam giác IAJ bằng 1. 

■ Đặt vấn đề:trong bài toán hai đường tròn cắt nhau tạo dây cung chung và 
đường thẳng cắt đường tròn tạo dây cung thì có những điều gì là tương đồng và 
khác biệt ? Những điều nào cần lưu ý khi gặp dạng hình này là gì ? Mời bạn đọc 
cùng theo dõi. 

☺ Nhận xét và ý tưởng :  
_  Đường tròn (C’) cần tìm hiện đã có tâm J  x + y = 0 (tham số hóa tâm J  cần 

một phương trình để liên hệ tìm tọa độ J)  liên hệ với những điểm đang có 
trên hình  điểm I(1;0)  tìm độ dài IJ = ? 

_  Để tìm độ dài IJ (liên hệ với các dữ kiện còn lại)  bán kính đường tròn nội 
tiếp AIJ bằng 1 và tận dụng giả thiết AIJ vuông  chuyển bài toán độ dài 
sang bài toán diện tích  khi đó ta sẽ có: 

 

1 .
2AIJS IA JA pr   với p là nửa chu vi AIJ và r là bán kính đường tròn nội 

tiếpAIJ. 
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_  Giải phương trình để tìm tâm tọa độ tâm J  lúc này đây ta còn thiếu bán kính 
R’  Tính dễ dàng nhờ   xác định liên hệ giữa bộ ba cạnh IA, AJ, IJ trong AIJ 
thông qua định lý Pytago.     

 
► Hướng dẫn giải: 
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; 0) và bán kính R = 3 
*  Đường tròn (C’) có tâm J  x + y = 0  J(m; –m) và bán kính R’    
*  Gọi p , r lần lượt là nửa chu vi và bán kính đường tròn nội tiếp tam giác AIJ 

*  Ta có: 
1 . 3 2
2AIJS IA JA pr JA pr    

 

 
3 1.(3 ) 2 3 (*)JA JA IJ JA IJ        

*  Mặt khácAIJ  A  2 2 2 2 2 9IA AJ IJ AJ t      
*  Đặt cạnh IJ = t > 0 ta có : (*)  

 2 2 2 2 2 5
4 (3 ) 4( 9) (3 ) 2 9 0

3
t

JA IJ t t t t
t


           
 

 

 Do điều kiện t > 0 nên ta nhận t = 5 = IJ  AJ = R’ = 4   
* Lại có 2 2 2 225 ( 1) 25 12 0IJ m m m m        

 

 

1

2

4 (4; 4)
3 ( 3;3)

m J
m J

  
 

   
 

     Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:
2 2

1
2 2

2

( ) : ( 4) ( 4) 16
( ) : ( 3) ( 3) 16
C x y
C x y
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■ Lời bình:Cũng như bài toán đường thẳng cắt đường tròn tại hai điểm, chìa khóa 
để giải bài toán này chính là xác định khoảng cách hai tâm của hai đường tròn. 
Trong bài toán ấy, bao giờ người ra đề cũng mong muốn lồng các tính toán 
phức tạp về độ dài và diện tích trong tam giác để làm « mờ » đi dữ kiện độ dài 
khoảng cách nối hai tâm. Bài toán cũng đã sử dụng hai kỹ thuật chính là « kỹ 
thuật sử dụng diện tích trong tam giác », « kỹ thuật tham số hóa », đây đều là 
những kỹ thuật không quá xa lạ với một số bạn và đã được giới thiệu ở chủ đề 1 
và 2, chương 2 (Bạn đọc có thể xem lại để hiểu rõ hơn). 

 
BÀI TOÁN 13 (CHÙM ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, 

cho hai đường tròn: 
2 2

1( ) : 2 4 4 0C x y x y     và 2 2
2( ) : 2 2 14 0C x y x y     . 

 Viết phương trình đường tròn đi qua điểm A(0; 1) và giao điểm của hai 
đường tròn (C1) và (C2). 

■ Đặt vấn đề:tương tự như kiến thức về trục đẳng phương giữa hai đường tròn, 
trong bài toán này, tác giả muốn giới thiệu đến bạn đọc một phương pháp khác 
để giải nhanh bài toán viết phương trình đường tròn đi qua giao điểm của hai 
đường tròn cho trước. Đó chính là kỹ thuật dùng “chùm đường tròn”. 

 
☺Nhận xét và ý tưởng :  

 
 Bài toán có thể giải theo 3 hướng đi: 
+  Hướng thứ 1: Xuất phát từ suy nghĩ tự nhiên là tìm giao điểm B và C của 

đường tròn (C1) và (C2)  lập phương trình đường tròn đi qua ba điểm A, B, C. 
+  Hướng thứ 2: Nếu gọi d là trục đẳng phương giữa 2 đường tròn (C1) và (C2) thì 

d cũng chính là trục đẳng phương của đường tròn cần tìm với 2 đường tròn (C1), 
(C2) Khi đó phương trình đường tròn (C) sẽ có dạng: [C1] +  = 0 với [C1] 
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là phương trình đường tròn (C1),  là phương trình trục đẳng phương                 
và  R  khi đó phương trình (C) biểu thị theo  cho A  (C)  tìm  = ?                    

+  Hướng thứ 3: Đó là sử dụng phương trình họ các đường tròn cùng đi qua điểm 
B và C. Khi đó đường tròn (C) sẽ có dạng: m[C1] + m[C2] = 0 ( 2 2 0m n   ) 
 thay tọa độ A  (C)  tìm quan hệ m, n  dựa vào điều kiện 2 2 0m n   
tìm được m, n.             

 + Hướng thứ 4: Ta vẫn sẽ sử dụng trục đẳng phươngở cách hai đường tròn, 
nhưng lần này với nhận  xét đường thẳng nối hai tâm I1I2cũng đi qua điểm tâm I 
của đường tròn cần tìm  tham số hóa tâm I theo phương trình đường. Ta có 

quan hệ 
2

2 2 2( [I; ])
2

BCd R IA 
    

 
. Ở đây máu chốt của bài toán là xác   

định độ dài dây cung BC  ta sẽ tính bằng cách  

  
2

2 2 2 2
1 1 2 2( [I ; ]) ( [I ; ])

2
BC R d R d 

      
 

 

► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Gọi B và C là giao điểm của đường tròn (C1) và (C2). Ta có tọa độ B và C là 

nghiệm của hệ phương trình: 
2 2

2 2

2 4 4 0
2 2 14 0

x y x y
x y x y
     


    
(phần giải hệ này xin dành cho bạn đọc) 

 Suy ra 
7 18 3 17 12 3 7 18 3 17 12 3; , ;

13 13 13 13
B C
        
      
   

 

* Gọi dạng phương trình khai triển của đường tròn là  
  2 2( ) : 2 2 0C x y ax by c      

 với tâm I(a; b) và bán kính 2 2 2 0R a b c    .  

* 

7
1 2 0 8( )

14 36 3 34 24 3 1742 156 3 29( )
13 13 169 16

( ) 3714 36 3 34 24 3 1742 156 3
813 13 169

ab c
A C
B C a b c b
C C

ca b c

 
    

  
      

         
            



 

     Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:  

  2 2 7 29 37( ) : 0
4 8 8

C x y x y      
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► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  Ta có đường tròn (C1) có tâm 1(1; 2)I  , bán kính 1 3R   và đường tròn (C2) 

cótâm 2 ( 1;1)I   và bán kinh 2 4R  . 

*  Xét 
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

| | 1
7 | |

13

R R
R R R R I I R R

I I

  


      




 hai đường tròn (C1) và (C2) 

cắt nhau tại hai điểm phân biệt B, C  trục đẳng phương của hai đường tròn 
này là: 

   2 2 2 22 4 4 2 2 14 : 2 3 5 0x y x y x y x y BC x y              

*  Mặt khác do đường tròn (C) cần tìm cũng qua hai giao điểm B và C trên nên BC 
cũng là trục đẳng phương của (C) và (C1) nên phương trình đường tròn (C) có dạng: 

2 2( ) : 2 4 4 (2 3 5) 0, ( )C x y x y x y R           

*  Theo đề bài ta có 
1( ) 1 4 4 ( 3 5) 0
8

A C             

    Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2 7 29 37( ) : 0
4 8 8

C x y x y      

► Hướng dẫn giải cách 3: 
*  Ta có đường tròn (C1) có tâm 1(1; 2)I  , bán kính 1 3R   và đường tròn (C2) 

cótâm 2 ( 1;1)I   và bán kinh 2 4R  . 

*  Xét 
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

| | 1
7 | |

13

R R
R R R R I I R R

I I

  


      




 hai đường tròn (C1) và (C2) 

cắt nhau tại hai điểm phân biệt B, C  
*  Phương trình họ các đường tròn đi qua B và C là: 

2 2 2 2 2 2( 2 4 4) ( 2 2 14) 0 , ( 0)m x y x y n x y x y m n             

*  Vì đường tròn (C) cần tìm đi qua A(0;1) nên ta có: 
(1 4 4) (1 2 14) 0 15m n m n         

*  Do 2 2 0m n   nên ta chọn n = 1  m = 15.   

    Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2 7 29 37( ) : 0
4 8 8

C x y x y      

► Hướng dẫn giải cách 4: 
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*  Ta có đường tròn (C1) có tâm 1(1; 2)I  , bán kính 1 3R   và đường tròn (C2) có 

tâm 2 ( 1;1)I   và bán kinh 2 4R  . 

*  Xét 
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

| | 1
7 | |

13

R R
R R R R I I R R

I I

  


      


  

 

 hai đường tròn (C1) và (C2) cắt nhau tại hai điểm  phân biệt B, C  trục đẳng 
phương của hai đường tròn này là: 

   2 2 2 22 4 4 2 2 14 : 2 3 5 0x y x y x y x y BC x y              

*  Đường thẳng d là phương trình nối hai tâm của đường tròn (C1) và (C2)  
  d  BC 
 Suy ra d: 3x + 2y + m = 0, d qua I1(1; –2)  m = 1. Vậy : 3 2 1 0d x y    

*  Đường thẳng d vuông góc với dây cung chung của cả 3 đường tròn (C), (C1), 

(C2) nên d đi qua tâm I của đường tròn (C) cần tìm  I  d 
3 1;

2
mI m  

 
 

 và 

3 3;
2

mAI m  
  

 
 

*  Xét 1
| 2.1 3( 2) 5 | 3[I ; ]

4 9 13
d BC   

 
  

 


2
2 2

1 1
9 108( [I ; ]) 9

2 13 13
BC R d BC 
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*  Mặt khác ta lại có: 
2

2 2 2( [I; ])
2

BCd BC R IA 
   
 

 

 Suy ra: 

2

2
2

3 1| 2 3. 5 | 108 3 32
13 24 9

mm mm

 
    

     
   

   

 

2 2 2(13 7) 432 52 117( 1)m m m       

 Suy ra 
2

7 29;
7 8 16
8 2221

256

I
m

R

  
     

 


 

     Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:  

  
2 27 29 2221( ) :

8 16 256
C x y   

      
   

 

■ Lời bình:Qua bài toán này ta rút ra một số các nhận xét sau: 
 Một là, khó khăn trong việc giải quyết bài toán này nếu làm theo hướng thứ 1 

chính là giao điểm B, C “quá xấu”,  dẫn đến việc khi lập hệ ba phương trình ba 
ẩn a, b, c thì việc giải hệ khá khó khăn. Ở hướng đi thứ 4 gần như là đã khắc 
phục giúp ta một số nhược điểm của cách làm này dựa trên ý tưởng không tìm 
trực tiếp tọa độ B và C mà thông qua độ dài của dây cung BC. 

 Hai là, ưu điểm của bài toán khi sử dụng trục đẳng phương giữa các đường tròn 
một lần nữa thể hiện rất rõ rệt từ việc biết phương trình của các đường tròn suy 
ra phương trình trục đẳng phương thì ngược lại nếu biết phương trình trục đẳng 
phương và một đường tròn cho trước ta cũng có thể tìm được dạng của phương 
trình đường tròn còn lại. 

 Ba là, ở cách giải thứ 3 thì việc sử dụng kỹ thuật “chùm đường tròn” thật sự 
vô cùng táo bạo. Trong thực tế chúng ta vẫn có phương trình “chùm đường 
thẳng” trong Oxy. Rộng hơn trong không gian 3 chiều ta cũng có phương trình 
“chùm mặt phẳng”, “chùm mặt cầu”. 

 
BÀI TOÁN 14 (GÓC NỘI TIẾP CỦA ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặt phẳng với 

hệ tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn (C) tiếp xúc trục hoành tại 

( 3;0)A   và cắt trục tung tại hai điểm B và C sao cho góc 30BAC   

■Đặt vấn đề:Đối với các bài toán liên quan đến góc trong đường tròn thì ta cần lưu 
ý những kiến thức gì ? Mời bạn đọc cùng theo dõi ! 
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☺Nhận xét và ý tưởng :  

 
_  Có 3 gợi ý của đề bài mà ta cần quan tâm : Đường tròn tiếp xúc với trục hoành ? 

Đường tròn cắt trục tung ? và góc 30BAC  có ý nghĩa gì trong việc giải 
quyết bài toán trên. 

_  Ở đây mấu chốt của bài toán là nhận ra được góc BAC chính là góc nội tiếp của 
đường tròn (C) cần tìm. Một tính chất cực kì quan trọng về quan hệ giữa các 
góc trong đường tròn chính là khi góc nội tiếp và góc ở tâm cùng chắn 1 cung 
trên đường tròn thì “số đo góc ở tâm bằng 2 lần số đo góc nội tiếp ”. 

_  Từ gợi ý trên, nếu gọi I là tâm đường tròn (C) cần tìm góc BIC chính là góc ở 
tâm và bằng 60 độ. Điều         này dẫn đến IBC chính là tam giác đều có IH = 

OA = |xA| (dựa vào hình vẽ) và 
3 3

2 2
IB RIH    (tính   chất đường cao 

trong tam giác)  dễ dàng suy ra bán kính R của đường tròn cần tìm. 
_  Cùng với đó, do (C) tiếp xúc trục hoành tại điểm A nên xI = xA và R = |yI|. 
► Hướng dẫn giải: 
*  Gọi (C): 2 2 2( ) ( )x a y b R     với tâm I(a; b) và bán kính R. 

*  Theo đề bài ta có (C) tiếp xúc với trục hoành tại  
| | | |

3;0
3

I

I

R y b
A

x a

 
  

  
 

*  Góc 30 60BAC BIC    (do góc ở tâm và góc nội tiếp cùng chắn cung 
BC) .Mặt khác BIC là tam giác cân tại I (do IB = IC = R) nên IBC là tam 
giác đều cạnh bằng R. 
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* Gọi H là chân đường cao kẻ từ I của IBC 
3 3

2 2
IB RIH   mà 

3 2IH OA R     

*  Lại có 1

2

2 ( 3;2)
| | 2

2 ( 3; 2)

b I
R b

b I

   
   

    

 

     Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:
2 2

1

2 2
2

( ) : ( 3) ( 2) 4

( ) : ( 3) ( 2) 4

C x y

C x y

    


   

 

■ Lời bình:Ngoài góc nội tiếp trong đường tròn mà bạn đọc đã được giới thiệu ở 
phần đường tròn lớp 9, chúng ta cũng được giới thiệu góc giữa tiếp tuyến và dây 
cung và một số góc đặc biệt khác. Với những bài toán hình học trên nếu không 
biết những tính chất trên thật sự sẽ gây ra rất nhiều khó khăn cho chúng ta trong 
suốt quá trình giải. Bài toán này cũng đã lại một lần nữa nhấn mạnh vai trò của 
tiếp điểm A khi đường tròn tiếp xúc với trục hoành, ngoài việc có được liên hệ 
giữa bán kính và tung độ của tâm ta còn biết nhanh hoành độ của tâm là bao 
nhiêu ? Việc phác thảo hình vẽ cũng góp phần giúp ta định hướng hướng đi cho 
bài toán và phát hiện một số tính chất đặc biệt. Nói chung một nguyên tắc chung 
ở những người học hình là “học hình thì phải vẽ hình”. Hình học chính là 
điểm tựa trực quan cho chúng ta trong quá trình giải. 

 
BÀI TOÁN 15 (PHÉP BIẾN HÌNH TRONG ĐƯỜNG TRÒN). Trong mặt 

phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có trọng tâm G(2; 3). Gọi M, 
N, P lần lượt là trung điểm các cạnh BC, CA, AB.Đường tròn ngoại tiếp 
tam giác MNP có phương trình 2 2

1( ) : (x 1) ( 1) 25C y    .Viết phương 
trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

■ Đặt vấn đề:Một trong những công cụ hữu ích giúp ta giải quyết những bài toán 
khó trong hình học phẳng chính là phép biến hình. Phép biến hình gồm có phép 
dời hình (phép đối xứng trục, đối xứng tâm, phép tịnh tiến) và phép đồng dạng 
(phép vị tự, phép nghịch đảo). Thông thường các bài toán khó, dưới góc nhìn 
của phép biến hình luôn cho ta những lời giải đẹp đến bất ngờ. Cụ thể trong bài 
toán này chúng ta sẽ thử vận dụng phép vị tự. 

☺ Nhận xét và ý tưởng :  
_  Có một kết quả khá đặc biệt trong bài toán này, G không chỉ là trọng tâm của 

tam giác ABC mà cũng là trọng tâm của tam giác MNP (việc chứng minh tác 
giả xin trình bày bằng cách dùng véctơ) 
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_  Với nhận xét trên thì phép vị tự tâm G với tỉ số k = – 2 sẽ lần lượt biến các điểm 
M, N, P thành A, B, C. Dĩ nhiên kể cả tâm I và bán kính R của đường tròn (C) 
cũng sẽ biến thành J và R. 

_  Và đường tròn ngoại tiếp tam giác MNP trong bài trên cũng chính là đường tròn 
Euler (hay còn gọi là đườn tròn 9 điểm). Nếu Gọi H là trực tâm tam giác ABC, 
thì chin điểm gồm có trung điểm của các cạnh, chân ba đường cao và trung 
điểm các đoạn HA, HB, HC đều nằm trên một đường tròn. Ta gọi đó là đường 
tròn Euler. 

 
► Hướng dẫn giải: 

 
*  Ta có G là trọng tâm ABC  0GA GB GC    
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 Suy ra  

 0 ( ) 0GM MA GN NB GP PC GM GN GP MA NB PC              
 Xét:  

 ( ) ( ) 0MA NB PC MN NA NM MB PM MC NA PM MC MB              

 Do đó 0GM GN GP   G cũng là trọng tâm MNP 
*  Đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác MNP có tâm I(1; 1) và bán kính r = 5. Gọi J 

và R lần lượt là tâm và bán kính của đường tròn ngoại tiếp ABC. 
*  Phép vị tự tâm G tỉ số k = –2 biến điểm M thành A, biến điểm N thành B, biến 

điểm P thành C và phép vị tự trên cũng biến MNP thành ABC, biến tâm I 
thành J thỏa mãn: 

(4;72
102

JGJ GI
RR r

  
 

 
. 

       Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:    
2 2( ') : 4 7 100C x y     

■ Lời bình: Để hiểu rõ hơn về những ứng dụng của phép biến hình và các tính 
chất đặc biệt về đường tròn trong tam giác bạn đọc có thể tham khảo phần lý 
thuyết chương 1. 

 
 
 
 

BÀI TẬP CHỌN LỌC – TỰ LUYỆ N CHỦ ĐỀ  3 
 
Câu 1:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn (C) biết: 

a. (C) có tâm I(1; 1) và tiếp xúc với đường thẳng : 3 4 12 0x y     
b. (C) nhận AB làm đường kinh với A(2; 3) và B(–4; 1). 
c. (C) đi qua ba điểm A(1; 4), B(–4; 0), C(–2; –2). 
d. (C) có tâm thuộc đường : 1 0x y     và tiếp xúc với 1 : 2 1 0d x y    

và 2 : 2 2 0d x y   . 
e. (C) tiếp xúc với các trục tọa độ và đi qua A(4; 2). 

☺ Hướng dẫn giải. 

●  a. (C) tiếp xúc với : 3 4 12 0x y    suy ra 
2 2

| 3 4 12 |( ; ) 1
3 4

d I R  
   



 

 Do đó: 2 2( ) : ( 1) ( 1) 1C x y     
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●  b. (C) nhận AB làm đường kinh suy ra trung điểm M(–1; 2) của AB là tâm của 
đường tròn và bán kinh của đường tròn là  

  2 2 21 [( 4 2) (1 3) ] 10
2 4

ABR R         . 

  Do đó: 2 2( ) : ( 1) ( 2) 10C x y     

●  c.Gọi phương trình đường tròn (C) có dạng: 2 2 2 2 0x y ax by c      

 Ta có: 

5
6( ) 17 2 8 0
7( ) 16 8 0
6

( ) 8 4 4 0 28
3

a
A C a b c
B C a c b
C C a b c

c




      
  

        
        




 

 Do đó: 2 2 5 7 28( ) : 0
3 3 3

C x y x y      

●  d. Gọi phương trình đường tròn (C) có dạng: 2 2 2( ) ( ) .x a y b R      
 Với I(a; b) là tâm và R bán kính. 
 Ta có: I thuộc đường : 1 0x y     suy ra I(t; t – 1) 

 Mặt khác (C) tiếp xúc với 1 2,d d  nên ta có: 1 2( ; ) ( ; )d I d d I d R   

 Suy ra 

5
| 2 ( 1) 1| | 2 ( 1) 2 | 2| 3 2 | | 3 |

15 5
4

tt t t t t t
t


     

      
 



 . 

 Với t = 
2 2

1 1 1
5 5 3 11 5 5 3 121; , ( ) :
2 2 2 10 2 2 20

I R C x y     
           

     
 

 Với t = 
2 2

2 2 2
1 1 5 11 5 1 5 121; , ( ) :

4 4 4 20 4 4 80
I R C x y       

           
     

 

●  e. Gọi phương trình đường tròn (C) có dạng: 2 2 2( ) ( ) .x a y b R      
 Với I(a; b) là tâm và R bán kính. 

 (C) đi qua A(4; 2) nên ta được: 2 2 2(4 ) (2 ) (*).a b R      

 Do (C) tiếp xúc với 2 trục tọa độ nên: ( ;Ox) d(I;Oy) R | a | | b | Rd I       
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 TH1: a = b khi đó 2 2 2 10
(*) (4 ) (2 )

2
a

a a a
a


      


 

 TH2: a = –b khi đó  2 2 2(*) (4 ) (2 )a a a VN      

 Vậy ta có 2 phương trình thỏa yêu cầu bài toán là: 
2 2 2 2( 2) ( 2) 4 ( 10) ( 10) 100.x y hay x y         

 
Câu 2:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn (C) biết: 

a. (C) có tâm I(3; 1) và chắn trên đường thẳng : 2 4 0x y     một dây cung 
có độ dài bằng 4. 
b. (C) đi qua hai điểm A(2; 3), B(–1; 1) và có tâm nằm trên đường thẳng 

: 3 11 0x y     . 

c. (C) đi qua hai điểm A(0; 5), B(2; 3) và có bán kính bằng 10 . 
d. (C) có tâm thuộc đường thẳng : 2 0x y    và tiếp xúc với đường thẳng 

: 7 10 0d x y   tại A(4;2). 
☺ Hướng dẫn giải. 

a. Giả sử (C) chắn trên   một dây cung có độ dài bằng 4. 
 Từ I kẻ IH vuông góc AB tại H (theo định lý đường kinh và dây cung) suy ra H 

là trung điểm của AB. Khi đó: 2
2

ABHA    và ( ; ) 5IH d I    

Gọi R là bán kinh đường tròn (C), ta có: 2 2 5 4 3R IH HA      

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là 2 2( ) : ( 3) ( 1) 9C x y     

b. Cách 1: Gọi I, R lần lượt là tâm và bán kinh của (C). Ta có:  
 Điểm (3 11; )I I t t   và do A, B thuộc đường tròn (C) 

2 2IA IB R IA IB      

 

2 2 2 2

7 5;
2 25(3 9) (3 ) (3 12) (1 )

2 65
2

I
t t t t t

R

  
 

  
           






 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là
2 27 5 65( ) :

2 2 2
C x y   

      
   

 

Cách 2: Giả sử 2 2( ) : 2 2 0C x y ax by c      có tâm I(a; b). 
 Do tâm I 3 11 0 (1)a b     
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 Mặt khác 
( ) 4 6 0 (2)
( ) 2 2 0 (3)

A C a b c
B C a b c
     

 
    

.  

 Từ (1), (2), (3) giải hệ ta được: 

7
2
5

2
14

a

b

c










 



 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là 2 2( ) : 7 5 14 0C x y x y      

c. Gọi I(a; b) là tâm của đường tròn (C), từ giả thiết, ta có: 10IA IB R    

 

2 2 2 2 2 2

22 2 2

3(5 b) (2 ) (3 )
2 3 010 (5 ) 10

b aIA IB a a b
a aIA a b

         
    

       

1 3
2 6

a a
hay

b b
   

  
  

 . 

 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là
   

   

2 2
1

2 2
2

( ) : 1 2 10

( ) : 3 6 10

C x y

C x y

    

    

 

d. Cách 1: Ta có tâm ( ; 2 )I I t t  và 25 20IA t   

Đường tròn (C) tiếp xúc với d tại A 2| 3 2 |( ; ) 5 20
2

td I d IA t
      

 2 2 2
6; 12

(3 2) 2(5 20) 12 36 0 6
10 2

I
t t t t t

R


           



 

Vậy phương trình đường tròn cần tìm là    
2 2( ) : 6 12 200C x y     

Cách 2: Gọi I, R lần lượt là tâm và bán kinh của (C). 
 Gọi d’ là đường thẳng vuông góc với d tại A ' : 7 0d x y m     
 A thuộc d’ suy ra m = – 30. Vậy d’: 7x + y – 30 = 0. 
 Do (C) tiếp xúc với d tại A nên I thuộc d’ và mặt khác I thuộc   nên tọa độ I 

thỏa hệ:  
7 30 0

(6; 12) 10 2
2 0

x y
I IA

x y
  

   
 

 

220  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 256 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là    
2 2( ) : 6 12 200C x y     

 
Câu 3:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, Lập phương trình đường tròn (C) biết: 

a. (C) có tâm nằm trên trục Ox đồng thời tiếp xúc với d1 và d2 với d1: x + 2y  
1 = 0, d2: 2x  y + 2 = 0. 
b. (C) có bán kính R = 2, tiếp xúc với trục hoành và có tâm nằm trên đường 
thẳng (d) : x + y – 3 = 0. 
c. (C) đối xứng với đường tròn (C’): x2 + y2 2x  4y + 3 = 0 qua đường thẳng 
: x + 2 = 0. 

☺ Hướng dẫn giải. 

 

a. Gọi I(a;0) thuộc Ox . Do (C) tiếp xúc với 2 đường thẳng thì : 
 

 

1

2

,

,

d I d R

d I d R






 

 

 

 

1 2 2 431
55 5

2 1 1 5 52
3 35

a a
a R

a
R a R

   
    


 
      

   

 

2 2

2
2

16: 3
5

1 125:
3 9

C x y

C x y


  


  

   
 

 

b. Tâm I nằm trên d suy ra I(t; 3 – t) .  
 Nếu (C) tiếp xúc với Ox thì khoảng cách từ I đến Ox bằng bán kính R=2 :  
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1

2

5 5; 23 2
3 2

3 2 1 1;2

t It
t

t t I

     
    

     

 

 Như vậy có 2 đường tròn : 

           
2 2 2 2

1 2: 5 2 4 , : 1 2 4C x y C x y        . 

c. Ta có (C’): 2 2( 1) ( 2) 2 '(1;2), R' 2x y I       
 Gọi J là tâm của (C) thì I và J đối xứng nhau qua d : x = – 2 suy ra J(–5; 2) và 

(C) có cùng bán kính R .   Vậy (C):    
2 25 2 2x y     đối xứng với (C) 

qua d . 

 
Câu 4:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn (C) biết: 

a. (C) nội tiếp tam giác tạo bởi 2 trục toạ độ và đường thẳng có phương trình 
8 15 120 0x y   .  
b. (C) có tâm I thuộc d1: x – 2y + 3 = 0, tiếp xúc với d2 :  4x + 3y – 5 = 0 với 
bán kinh R = 2. 
c. (C) nội tiếp tam giác có 3 cạnh lần lượt là nằm trên 3 đường thẳng trục tung 
Oy, (d1) : 4x – 3y – 12 = 0 và (d2): 4x + 3y – 12 = 0. 

☺ Hướng dẫn giải. 
● a. Giả sử d: 8x + 15y – 120 = 0 cắt Ox, Oy lần lượt tại A,B. 

Gọi I(a;b) là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABO. Ta có:0 < a,b < 8 
Bán kính r = d(I,Ox) = d(I,Oy) = d(I,d) 

2 2

3( )8 15 120
3

20( )17

: ( 3) ( 3) 9

a b tma b
a b r

a b l

PT x y

   
     

 

    

 

220  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 258 

● b.d1: 








ty
tx 23

, I );3(1 ttId   

d(I , d2) = 2 
27 711 17 10
11 11

t t hay t       

Với t = 4
11
27

11
21:)(

11
27;

11
21

11
27 22

11 

























 yxCI  

Với t = 4
11
7

11
19:)(

11
7;

11
19

11
7 22

22 
























 
 yxCI  

● c. Gọi A là giao của  1 2

4 3 12 0
, : 3;0 Ox

4 3 12 0
x y

d d A A
x y
  

  
  

. 

 Vì (BC) thuộc Oy cho nên gọi B là giao của 1d  với Oy : cho x=0 suy ra y=–4 ,  

 B(0;–4) và C là giao của 2d  với Oy : C(0;4 ) . Chứng tỏ B,C đối xứng nhau qua 
Ox. 

 Mặt khác A nằm trên Ox vì vậy tam giác ABC là tam giác cân đỉnh A .  
 Do đó tâm I  đường tròn nội tiếp tam giác thuộc Ox suy ra I(a;0). 

 Theo tính chất phân giác trong : 
5 5 4 9
4 4 4

IA AC IA IO OA
IO AO IO IO

 
       

 

4 4.3 4 4 ;0
9 9 3 3
OAIO I  

      
 

. 

 Tính r bằng cách :  

 
   5 8 51 1 15 1 1 18 6. .5.3

2 2 2 2 2 15 5
AB BC CA

S BC OA r
r r

   
        . 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:
2

24 36( ) :
3 25

C x y 
   

 
 

 
Câu 5:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có tọa độ A(–8; 3), B(4; 

12), C(4; –13). 
a. Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
b. Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 
c. Viết phương trình bàng tiếp trong góc B của tam giác ABC. 

☺ Hướng dẫn giải. 
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●  a. Gọi phương trình đường tròn (C) có dạng: 2 2 2 2 0x y ax by c      

 Ta có: 

4( ) 73 16 6 0
1( ) 160 8 24 0

2
( ) 185 8 26 0 140

aA C a b c
B C a b c b
C C a b c c


      

  
         

         

 

 Do đó: 2 2( ) : 8 140 0C x y x y      

Chú ý:nếu bạn đọc phát hiện tam giác ABC vuông tại A thì việc tính toán còn nhẹ 
nhàng hơn nữa. Vì khi đó, đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC có tâm là trung 
điểm M của cạnh huyền BC và bán kinh MB. 

●  b. Từ tọa độ 3 đỉnh A, B, C dễ dàng lập được 3 phương trình chứa 3 cạnh của 
tam giác là: 

: 3 4 36 0, : 4 3 23 0, : 4 0AB x y AC x y BC x         

 Khi đó phương trình 2 đường phân giác góc B là: 
4 3 4 36

1 5
x x y  
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1

2

12 4 56 0 0 (1)
2

2 4 0 2 0 (2)

x y k

x y k


     


     

 với 1 2;k k  là các hệ số góc. 

 Vì phân giác trong của góc B tạo với trục hoành Ox một góc nhọn dương nên có 
hệ số góc dương. Do đó ta nhận trường hợp (2): 2x – y + 4 = 0. 

 Tương tự phương trình 2 đường phân giác góc C là: 
4 4 3 23

1 5
x x y  

   

3

4

13 43 0 0 (3)
3

3 1 0 3 0 (4)

x y k

x y k


     


      

 với 3 4;k k  là các hệ số góc. 

 Vì phân giác trong của góc B tạo với trục hoành Ox một góc tù dương nên có hệ 
số góc âm. Do đó ta nhận trường hợp (3): 3x + y + 1 = 0. 

 Do đường tròn nội tiếp tam giác ABC nên tâm K cần tìm là giao điểm của các 
đường phân giác trong các góc B, C, A. Do đó tọa độ K thỏa hệ: 

2 4 0 1
( 1;2)

3 1 0 2
x y x

K
x y y
     

   
    

 . 

 Xét khoảng cách từ K đến BC ta suy ra r = 5 

 Do đó: 2 2(K) : ( 1) ( 2) 25x y     

●  c. Ta có đường phân giác ngoài của góc C là d: x – 3y + m = 0. d qua C(4; –13) 
suy ra m = – 43. 

 Vậy d: x – 3y – 43 = 0. Gọi J là tâm đường tròn bàng tiếp góc B của tam giác 

nên tọa độ J thỏa mãn hệ: 
2 4 0 11

( 11; 18)
3 43 0 18

x y x
J

x y y
     

    
     

. 

 Bán kinh đường tròn bàng tiếp là khoảng cách từ J đến AC suy ra R’ = 15. 

 Do đó: 2 2( ) : ( 11) ( 18) 225J x y     

 
Câu 6:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình đường tròn (C) biết: 

a. (C) đi qua hai điểm A(2; 5), B(4;1) và tiếp xúc với đường thẳng có phương 
trình 3x – y + 9 = 0. 
b. (C) đi qua hai điểm A(–1; 0), B(1; 2) và tiếp xúc với đường thẳng d có 
phương trình x – y – 1 = 0. 

c. (C) có bán kính bằng
5
102

và tâm I thuộc d: x + 2y – 3 = 0 và tiếp xúc với 

053:  yx . 
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☺ Hướng dẫn giải. 
●  a. Gọi I(a; b) là tâm đường tròn ta có hệ: 

2 2 2 2

2
2 2

(2 ) (5 ) (4 ) (1 ) (1)
(3 9)(I; ) (2 ) (5 ) (1)

10

a b a bIA IB
a bIA d a b

        
 

   
      



 

Suy ra a = 2b – 3 thay vào (2) ta được: 2 2
12 20 0

10
b

b b
b


    


 

Với b = 2 suy ra a = 1 và 2 2
110 ( ) : ( 1) ( 2) 10R C x y       

Với b = 10 suy ra a = 17 và 2 2
2250 ( ) : ( 17) ( 10) 250R C x y       

● b. Giả sử phương trình cần tìm là 2 2 2( ) ( )x a y b R     
 Vì đường tròn đi qua A, B và tiếp xúc với d nên ta có hệ phương trình 

2 2 2

2 2 2

2 2

(1 )
(1 ) (2 )
( 1) 2

a b R
a b R

a b R

   


   


  
2

0
1

2

a
b
R

 


 


  

 

Vậy đường tròn cần tìm là: 2 2(y 1) 2x     

●c.Tâm đường tròn thuộc d  nên có dạng );32( aaI   
 Đường tròn tiếp xúc với   nên  

  RId ),(
5
102

10
2





a
2;6  aa  

 Với 6a  ta có )6;9(I suy ra phương trình đường tròn: 
5
8)6()9( 22  yx  

 với 2a  ta có )2;7( I , suy ra phương trình đường tròn: 
5
8)2()7( 22  yx  

 Vậy có hai đường tròn thoả mãn là:  

  2 2 2 28 8( 9) ( 6) ( 7) ( 2)
5 5

x y hay x y         . 

 
Câu 7: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường cong  

 2 2( ) : 2 4( 2) 6 0mC x y mx m y m        (m là tham số thực).  

a. Tìm m để mC  là đường tròn. 
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b. Tìm tập hợp tâm của mC khi m lấy các giá trị từ câu a. 

☺ Hướng dẫn giải. 
● Ta có đường cong mC là đường tròn khi và chỉ khi  

 2 2 2 2 2 1
0 4( 2) 6 0 5 15 10 0

2
m

a b c m m m m m
m


              


 

 Vậy khi 1 2m hay m   thì mC  là đường tròn. 

● Gọi I(x; y) là tâm đường tròn mC , ta có: 

2 4 0
2( 2) 2( 2)

1 2
m 1 2 m 1 2

x m x m
x y

y m y x
x hay x

hay m hay m

  
   

      
      

 

  
 Vậy tập hợp tâm I là đường thẳng 2x – y – 4 = 0 thỏa 1 2x hay x  (ta không 

xét tạ x = 1 và x = 2 vì khi đó đường tròn chỉ là những đường tròn điểm). 
 
Câu 8:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, chứng tỏ mỗi phương trình sau đây là các 

phương trình đường tròn và tìm tập hợp tâm của nó. 

a. 2 2
1( ) : 2(cos 2) 2 sin 1 0C x y x y        (  là tham số). 

b. 2 2 2
2( ) : 2 4 1 0m m mC x y e x e y e        (m là tham số). 

c. 2 2 2
3( ) : 2 2 ln 3 ln 0C x y tx y t t      (t là tham số). 

 
 

☺ Hướng dẫn giải. 

 

220  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 263 

a. Đường cong 2 2
1( ) : 2(cos 2) 2 sin 1 0C x y x y       có:  

 
2 2 2 2 2 2(cos 2) sin 1 cos 4cos 4 cos

4(1 cos ) 0,
a b c

R
    

 

         

    
 

 (do 1 cos 1   ). Vậy (C1) là đường tròn. 
 Gọi I(x; y) là tâm đường tròn (C1) nên thỏa  

2 2
2 2

2 2
cos 2 cos 2 cos ( 2)

( 2) 1
sin sin sin

x x x
x y

y y y

  

  

        
       

   

 

 Vậy tập hợp tâm I của những đường tròn (C1) là đường tròn (C’) có tâm J(2; 0), 
bán kính R’ bằng 1. 

b. Đường cong 2 2 2
2( ) : 2 4 1 0m m mC x y e x e y e        có: 

 2 2 2 2 2 24 1 e 4 1 0,m m m ma b c e e e m R            .  
 Vậy (C2) là đường tròn. 
 Gọi I(x; y) là tâm đường tròn (C2) nên thỏa  

 

.2 2
2

2 ( 0, 0)

m
m m

m
x e

xy e e
y e

y x y
x




 
  



   

 

 Vậy tập hợp tâm I của những 
đường tròn (C2) là một nhánh 

của hypebol 
2y
x

  thỏa x, y > 

0 khi m thay đổi. 

d. Đường cong 2 2 2
3( ) : 2 2 ln 3 ln 0C x y tx y t t       có:  

 
2 2 2 2 2

2
ln 3 ln

3 0,

a b c t t t

t t R

     

    
  

 Vậy (C3) là đường tròn. 
 Gọi I(x; y) là tâm đường tròn (C2) 

nên thỏa  

 ln ( 0)
ln

x t
y x x

y t
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 Vậy tập hợp tâm I của những 
đường tròn (C3) là đường logarit 
neper y = lnx (x > 0). 

 
Câu 9: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): x2 + y2 – 2x + 4y + 2 = 

0. Viết phương trình đường tròn (C') tâm M(5, 1) biết (C') cắt (C) tại các điểm 
A, B sao cho 3AB  . 

☺ Hướng dẫn giải. 

 
●Đường tròn (C) :      

2 21 2 3 1; 2 , 3x y I R        

●Gọi H là giao của AB với (IM). Do đường tròn (C') tâm M có bán kính R' = MA . 

● Nếu 3AB IA R   , thì tam giác IAB là tam giác đều , cho nên 

IH=
3. 3 3
2 2

  (đường cao tam giác đều).  

 Và ta có: IM=5 suy ra HM= 
3 75
2 2

  . 

● Trong tam giác vuông HAM ta có 
2

2 2 249 3 13 '
4 4 4

ABMA IH R      . 

 Do đó:    
2 2( ) : 5 1 13C x y     

 
Câu 10:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC  có )6;4(A , phương 

trình các đường thẳng chứa đường cao và trung tuyến kẻ từ đỉnh C  lần lượt là 
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0132  yx  và 029136  yx . Viết phương trình đường tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC . 

☺ Hướng dẫn giải. 
 

●Giả sử phương trình đường cao và đường trung tuyến kẻ từ C là:  
 : 2 13 0HC x y    và 

: 6 13 29 0MC x y    (trong đó 
H là chân đường cao kẻ từ C và M là 
trung điểm AB). 

● Ta có C là giao điểm giữa MC và HC 
nên tọa độ C thỏa hệ: 

2 13 0 7
6 13 29 0 1

x y x
x y y
     

 
       

 ( 7; 1) .C    

 
●  Ta có AB vuông góc HC: 2x – y + 

13 = 0 nên AB có dạng: AB: x + 2y 
+ m = 0. 

 Lại có AB qua A(4; 6) suy ra m = – 
16. Vậy : 2 16 0AB x y    

 Ta có M là trung điểm AC và là giao điểm AB và CM nên tọa độ M thỏa hệ:  
2 16 0 6

M(6; 5) .
6 13 29 0 5
x y x
x y y
    

  
    

 

 Do M là trung điểm AC nên ta suy ra tọa độ B(8; 4). 

● Gọi phương trình đường tròn (C) cần tìm có dạng: 2 2 0x y mx ny p      

 Ta có: 
( ) 52 4 6 0 4
( ) 80 8 4 0 6
( ) 50 7 0 72

A C m n p m
B C m n p n
C C m n p p

        
  

         
          

 

 Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là:  

  2 2 4 6 72 0x y x y      

 

Câu 11:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai điểm    2 3;2 , 2 3; 2A B   

a. Chứng tỏ tam giác OAB là tam giác đều. 
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b. Chứng minh rằng tập hợp các điểm M sao cho : 2 2 2 32MO MA MB    là 
một đường tròn (C). 
c. Chứng tỏ (C) là đường tròn ngoại tiếp tam giác OAB. 

☺ Hướng dẫn giải. 

●  Ta có: 

 
2

22 3 2 4

4
4

OA

OB OB OA AB
AB


  


   

 



 suy ra tam giác OAB là 

tam giác đều. 
● Gọi M(x;y) thì đẳng thức giả thiết cho tương đương với biểu thức : 

 Ta có : 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

4 3 4 16

4 3 4 16

MO x y

MA x y x y

MB x y x y

  


    


    

 

 

2 2 2 2 2

2 2

32 3 3 8 3 32 32

8 3 0
3

MO MA MB x y x

x y x

        

   
 

 

2 2

24 3 4 3
3 3

x y
   

         
   

. 

 Chứng tỏ là đường tròn (C) có tâm 4 3 4 3;0 ,
3 3

I R
 

  
 

 

● Thay tọa độ O,A,B vào (1) ta thấy thỏa mãn , chứng tỏ (C) là đường tròn ngoại 
tiếp tam giác OAB. 

Câu 12:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip 
2 2

( ) : 1
5 4
x yE    và đường thẳng 

: 9 0x y    . Viết phương trình đường tròn có tâm thuộc   và tiếp xúc với 
(E) có bán kinh nhỏ nhất.  

☺ Hướng dẫn giải. 
CÁCH 1: 
●  Gọi d là đường thẳng song song với   và tiếp xúc với Elip và khoảng cách từ d 

đến elip gần nhất. 
 Phương trình đường thẳng d có dạng: x + y + c = 0. 
● Đường thẳng d tiếp xúc với Elip khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm 

duy nhất: 

220  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 267 

2 2

1 35 4
0

x y
c

x y c


 

  
   

 

● Với c = 3 thì khoảng cách d và   là nhỏ nhất. Suy ra d: x + y + 3 = 0. 

 Tiếp điểm của d và elip là 
5 4;

3 3
M   
 
 

 . Gọi (C) là đường tròn cần tìm có tâm 

I và bán kinh R. 

 Ta có: 
| 3 9 |( ; ) 3 2

2
R d d  
    .  

 Tâm I thuộc đường   suy ra I(t; – t – 9). 
 Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi, I là giao điểm của đường thẳng qua M và vuông 

góc với d và đường thẳng . Khi đó (C) tiếp xúc với d và (E) tại M. 

 Từ đó tìm được tâm 
14 13; , 3 2
3 3

I R  
 

 
 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:
2 214 13 18

3 3
x y   
      

   
 

CÁCH 2: 
●  Gọi (C) là đường tròn cần tìm có tâm I và bán kinh R. Ta có I thuộc   suy ra 

I(t; – t – 9). 

 Gọi M(m; n) là tiếp điểm của (C) và (E) suy ra 
2 2

1
5 4

m n
   

 Theo bất đẳng thức Cauchy Schwart ta có:  

 
2 2

2( ) (5 4) 9 3 3
5 4

m nm n m n
 

          
 

 

● Ta có 
2 2

2 2 2 ( 9) ( 9)( ) ( 9) 18
2 2

m t n t m nR m t n t      
         

 Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
2 2

9 5
3
45 4

2
1 145 4

33

m t n t
m

m n

n
m n

a
m n
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●  Khi đó ta có tâm 
14 13; , 3 2
3 3

I R  
 

 
, ta sẽ chứng minh (C) tiếp xúc (E). 

Thật vậy lập phương trình hoành độ của (C) và (E) ta dễ dàng kiểm tra được 
điều này. 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:
2 214 13 18

3 3
x y   
      

   
 

 
Câu 13: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho phương trình đường tròn :  
 (C1) : x2 + y2 – 4x +2y – 4 = 0 và (C2) : x2 + y2– 10x – 6y +30 = 0có tâm lần 

lượt là I, J. 
a. Chứng minh (C1) tiếp xúc ngoài với (C2) và tìm tọa độ tiếp điểm H . 
b. Gọi (d) là một tiếp tuyến chung không đi qua H của (C1) và (C2) . Tìm tọa độ 
giao điểm K của (d) và đường thẳng IJ . Viết phương trình đường tròn (C) đi 
qua K và tiếp xúc với hai đường tròn (C1) và (C2) tại H . 

☺ Hướng dẫn giải. 

 
●a.(C1) có tâm I(2; –1) và bán kính R = 3, (C2) có tâm J(5; 3) và bán kinh R’ = 2. 

 Ta có: 
2 2(5 2) (3 1) 5 '

' 5
IJ IJ R R
R R

     
  

 

 suy ra (C1) và (C2) tiếp 

xúc ngoài tiếp nhau. 
 Ta có H là tiếp điểm của 2 đường tròn trên nên H, I, J thẳng hàng và ta có: 

 

2( ) 3( )3 2 3
2( ) 3( )' 2

19
19 75 ;

7 5 5
5

I H J H

I H J H

H

H

x x x xIH R HI HJ
y y y yHJ R

x
H

y
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● b.Ta có: 2 3KI KJ
   

   

2 3 11
112 3

I K J K K

KI K J K

x x x x x
yy y y y

    
  

     
  K(11; 11). 
 Đường tròn (C) qua K tiếp xúc với cả (C1) và (C2) thì tâm E của (C) là trung 

điểm của KH suy ra tọa độ điểm 
37 31;
5 5

E  
 
 

. Khi đó (C) tiếp xúc ngoài với 

(C1) và tiếp xúc trong với (C2). 

 Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là: 
2 237 31 36

5 5
x y   
      

   
 

 
Câu 14:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn 2 2( ) : 4 2 0C x y x y     

và đường thẳng   có phương trình 5 2 19 0x y   . Từ một điểm M nằm trên 
đường thẳng  kẻ hai tiếp tuyến MA, MB đến đường tròn (C) (A và B là hai 
tiếp điểm). Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác AMB biết 

10AB   
☺ Hướng dẫn giải. 

●  Đường tròn (C) có tâm I(2; 1) và 
bán kính 5R  . Gọi H là giao 
điểm MI và AB. 

 Ta có: 
10

2 2
ABMI   . Trong 

tam giác vuông MAI (tại A) với 
đường cao AH ta có: 

 
2 2 2

1 1 1

5 10
AH AI AM

AM MI

 

   

 

● Ta có: M thuộc đường thẳng : 5 2 19 0 (5 2 ;3 5 )x y M m m        
 Khi đó:  

 2 2 2 2
1

10 (3 2 ) (2 5 ) 10 29 32 3 0 3
29

m
MI m m m m

m

 
           
 


 

● Nhận xét đường tròn ngoại tiếp tam giác MAB là đường tròn đường kinh MI. 
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 Với 
2 2

1
5 1 51 (3; 2) (C ) :
2 2 2

m M x y   
           

   
 

 Với 
2 2

2
3 139 72 197 101 5; (C ) :

29 29 29 58 58 2
m M x y      
           

     
 

 Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là: 
2 2 2 2

1 2
5 1 5 197 101 5(C ) : (C ) :
2 2 2 58 58 2

x y hay x y       
              

       
 

 
Câu 15: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn 2 2( ) : 2 4 20 0C x y x y      

và điểm (5; 6)A  . Từ A vẽ các tiếp tuyến AB, AC với đường tròn (C) với B, C 
là các tiếp điểm. Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 

☺ Hướng dẫn giải. 
● (C) có tâm I(–1; 2) và bán kinh R = 5. BC cắt IA tại H. Ta có: IA = 10  

 Suy ra 
2 5

2
IBIH
IA

  . Do đó: 
1 1 ;0
4 2

IH IA H  
   

 
.  

 

● Ta có: 0 01cos 60 60
2

AIB AIB ABC ABC         là tam giác 

đều. 
 Suy ra tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC trùng với trọng tâm. 

 Gọi G là trọng tâm tam giác ABC ta có: 
2 (2; 2)
3

AG AH G    
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 Và đồng thời bán kinh đường tròn nội tiếp là: 
5
2

r GH   

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2 25( 2) ( 2)
4

x y     

 
Câu 16:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A với B(–3; 0), 

C(3; 0). Biết tâm I của đường tròn nội tiếp tam giác ABC thuộc đường thẳng    
d: y = x. Viết phương trình đường tròn nội tiếp tam giác ABC biết I có tung độ 
dương. 

☺ Hướng dẫn giải. 
● Vì tam giác ABC vuông tại A và toa độ B(–3; 0), C(3; 0) suy ra A nằm trên 

đường tròn có tâm là gốc tọa độ, bán kinh R = 3. 
 Giả sử I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC nên AI là đường phân giác 

trong của tam giác ABC. Gọi D là giao điểm thứ hai của Ai với đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC. 

 Khi đó, dễ dàng chứng minh được tam giác DBC vuông cân tại D và suy ra tọa 
độ D(0; –3). 

 
● Hơn nữa ta có:  
 DBC DAB   (2 góc nội tiếp cùng chắn một cung) (1) 
 IBC IBA  (do BI là phân giác). (2) 
 Từ (1), (2) suy ra DBI BID  suy ra tam giác BID cân tại D. 

 Suy ra ID = BD = 2 23 3 3 2   
●  Giả sử I(a; a) thuộc đường thẳng d. Ta có  
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2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3( 3) 3 2 ; (do a 0)
2 2 2

a a a I
      

        
 

 

●  Và bán kinh đường tròn nội tiếp tam giác ABC là 
3 3 3( ; )

2
r d I BC  
   

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 

   

2 2
3 3 3 3 3 3 36 18 3:

2 2 4
C x y

       
         

   
 

 
Câu 17: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(2; 3), trọng 

tâm G(2; 0). Hai đỉnh B và C lần lượt nằm trên hai đường thẳng 1 : 5 0,d x y    
2 : 2 7 0d x y    . Viết phương trình đường tròn tâm C và tiếp xúc với đường 

thẳng BG. 
☺ Hướng dẫn giải. 

 

●  Ta có 1

2

( 5; )
( 2 7; )

B d B b b
C d C c c
   

 
  

 . Vì G là trọng tâm tam giác ABC nên ta có: 

3 2 2 0 4
( 1; 4), C(5;1)

3 3 0 1
A B C G

A B C G

x x x x b c b
B

y y y y b c c
         

      
       

 

●  Ta có BG qua G(2; 0) nhận (3;4)BG   làm vecto chỉ phương có dạng là: 

2 : 4 3 8 0
3 4

x y BG x y
      

●  Ta có đường tròn (C) tiếp xúc với BG nên ta có:  
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2 2

| 4.5 3.1 8 | 9( ; )
54 3

R d C BG  
  


 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là:    
2 2 815 1

25
x y     

 
Câu 18:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C) có tâm I đi qua hai điểm 

A(1; 0) và B(0; 1) sao cho diện tích tam giác IAB bằng 9. Viết phương trình 
đường tròn (C). 

☺ Hướng dẫn giải. 
●  Gọi E là trung điểm của AB.  

 Ta có 
22

2
AB EB    

 Khi đó: 
1 . . 9
2IABS AB AE EB IE  

 

 
9 2IE    

 Và 2 2 5 26
2

R IB IE EB     

●  Do E là trung điểm AB nên ta có 
1 1;
2 2

E  
 
 

 .  

 Phương trình đường thẳng IE qua E và vuông góc AB có dạng là: x – y = 0. Suy 
ra I(a; a) thuộc IE. 

● Ta có: 
2 2

2

19
1 1 2162 162

172 2
2

a
IE a a

a


   

          
     



  

 Do đó 
19 19 17 17; ;
2 2 2 2

I hay I     
   
   

 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 
2 2 2 219 19 325 17 17 325

2 2 2 2 2 2
x y hay x y       
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Câu 19:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng d: 3y  . Gọi (C) là 
đường tròn cắt d tại 2 điểm B, C sao cho tiếp tuyến của (C) tại B và C cắt nhau 
tại O. Viết phương trình đường tròn (C), biết tam giác OBC đều. 

☺ Hướng dẫn giải. 
● Gọi (C)có tâm I bán kính R. OI 

cắt BC tại H thì H là trung điểm 
BC và OH vuông góc BC 

● Suy ra H(0; 3 )OH= 3  
do tam giác OBC đều nên 

OH=
3 3 2

2
BC BC   . 

● Trong tam giác vuông IB có 
2 1. 1

3
HB HI HO IH     

 

1 3(0; )
3 3

4 3(0; )
3

HI OH

I

 



 

● Trong tam giác vuông IBH có 
2 2 2 2 4

3
R IB IH HB     

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 
2

2 4 3 4
3 3

x y
 

    
 

 

 
Câu 20: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai đường thẳng 1 : 4 3 14 0,d x y    

2 :3 4 13 0d x y    và điểm M(–2; 2). Viết phương trình đường tròn (C) đi 

qua M tiếp xúc với 1d  và cắt 2d  theo dây cung AB = 8. 

 
☺ Hướng dẫn giải. 

 Vì 1M d   M là tiếp điểm của (C) và 

1d . Nhận xét 1 2d d  nên ta có: 

1 2( ; ) ( ; ) 3d I d d I d   

H

O

C

B

I
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 Mặt khác, 
2

2 2 24 3 5
2

ABR IA IH 
      

 
 

 Đường thẳng IM đi qua M và vuông góc 

1d  có phương trình tham số là: 

2 4
( )

2 3
x t

t R
y t
  


 

 

 Do I thuộc IM nên ta có (4 2;2 3 )I t t   và 

2 1 (2; 1)
5 25 25

1 ( 6;5)
t I

IM t
t I
  

     
   

 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là 
2 2

2 2

( ) : ( 2) ( 1) 25
( ) : ( 6) ( 5) 25
C x y
C x y
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CHỦ ĐỀ  2.4:  

CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾ N CÁC ĐƯỜNG CONIC. 

 Đối với chủ đề 2.4, sẽ có một chút khác biệt với các chủ đề còn lại của 
chương này do phần lớn các nội dung trong đây nằm trong chương trình giảm 
tải của Bộ GD&ĐT. Phần trình bày các dạng toán liên quan sẽ chủ yếu tập 
trung xoay quanh Elip. Với các vấn đề còn lại, tác giả cũng cố gắng đưa vào và 
sẽ trở thành phần kiến thức nâng cao, đọc thêm với những bạn muốn tìm hiểu 
sâu hơn đối với những đường Conic còn lại trong chương trình như Hypebol, 
Parabol, … 

BÀI TOÁN 1 (NHẬN DẠNG CONIC VÀ CÁC THUỘC TÍNH CỦACÁC 
ĐƯỜNG CONIC). Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho các phương trình 

2 2( ) :9 25 225E x y  , 
2 2

( ) : 1
9 16
x yH   và 2( ) : y 2P x .Hãy nhận dạng 

các đường conic trên và tìm các thuộc tính của chúng ? 
■ Đặt vấn đề:với dạng toán trên thì các bạn cần nắm vững kiến thức về phương

trình chính tắc của các đường Elip, Hypebol, Parabol cùng với đó là các thuộc
tính của chúng. (Các bạn có thể xem lại lý thuyết Chương 1 để hiểu rõ hơn).

☺ Hướng dẫn giải.

Ta có: 
2 2

2 2

2

2

2 2 2

( ) : 9 25 225 1
16 9

16 4
9 3 ( , , 0)

7 7

x yE x y

a a
b b do a b c

c a b c

    

  


     
     

Suy ra phương trình (E) chính là Elip có: 
Tọa độ các đỉnh là: 

1 2 1 2( 4;0), (4;0), (0; 3), (0;3)A A B B  . 
Tọa độ hai tiểu điểm là: 

1 2( 7;0), ( 7;0)F F . 
Độ dài trục lớn, trục nhỏ và tiêu cự là: 

1 2 1 2

1 2

2 8, 2 6,

2 2 7

A A a B B b

F F c

   

 
. 
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Bán kinh qua tiêu điểm F là: 

1

2

74
4( ; ) ( )
74

4

M M

M M

M M

cMF a x x
aM x y E
cMF a x x
a


   


   


   



Tâm sai là: 
7 1

4
ce
a

  

Ta có:
2 2

(H) : 1
9 16
x y

 

2

2

2 2 2

9
16

25

3
4 ( , , 0)
5

a
b

c b a

a
b do a b c
c

 


 
   




  
 

Suy ra phương trình (H) chính là Hypebol có: 
Tọa độ các đỉnh là: 1 2 1 2( 3;0), (3;0), (0; 4), (0;4)A A B B  . 

Tọa độ hai tiểu điểm là: 1 2( 5;0), (5;0)F F . 
Độ dài trục thực, trục ảo và tiêu cự là: 

1 2 1 2 1 22 6, 2 8, 2 10A A a B B b F F c      . 
Bán kinh qua tiêu điểm F là: 

1

2

53
3

( )
53
3

M M

M M

cMF a x x
a

M H
cMF a x x
a


   


   

    


Tâm sai là: 
5 1
3

ce
a

   . 

Ta có: 2( ) : y 2 2P x p   . 
Suy ra phương trình (P) chính là 
Parabol có: 

Tiêu điểm  ;0 1;0
2
pF  

 
 

 . 

Bán kinh qua tiêu điểm F là: 
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( ) 1
2
pM P MF x x      

BÀI TOÁN 2 (VIẾT PHƯƠNG TRÌNH CHÍNH TẮC CỦA ELIP DỰA VÀO 
CÁC THUỘC TÍNH). Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, lập phương trình 
chính tắc của Elip (E) sau biết: 
a. (E) có độ dài trục lớn bằng 4 và độ dài trục nhỏ bằng 2.
b. (E) có độ dài trục lớn bằng 8 và khoảng cách giữa hai đỉnh liên tiếp

1 1 5A B  . 

c. (E) có độ dài trục nhỏ bằng 2 5  và độ dài tiêu cự bằng 4.
d. (E) có độ dài tiêu cự 1 2 8F F  và một điểm M thuộc (E) sao cho chu vi tam 

giác 1 2MF F bằng 18.

e. (E) có tiêu điểm 1( 2;0)F  và tâm sai 
3
5

e  . 

f. (E) có tâm sai 
5

3
e   và chu vi hình chữ nhật cơ sở bằng 20. 

g. (E) lần lượt có diện tích và chu vi hình chữ nhật cơ sơ là 128 và 48.

h. (E) có tâm sai 
3

2
e   và một đường thẳng d vuông góc Ox tại tiêu điểm 2F

và cắt (E) tại A, B với độ dài AB = 1. (với 2F là tiêu điểm bên trái). 

i. (E) đi qua
3 32;
2

D
 
  
 

 và đỉnh 1(0; 3)B  . 

j. (E) đi qua
3 7;

2 2
M

 
  
 

và có độ dài 1 2 2MF  (với 1F là tiêu điểm bên trái).

k. (E) đi qua
3 32;

2
P
 
  
 

 và có độ dài đường chéo hình chữ nhật cơ sở là 10. 

l. (E) đi qua (1; 3)N   và một tiêu điểm cùng với hai đỉnh của trục nhỏ lập
thành một tam giác đều. 

► Nhận xét và phương pháp chung : Viết phương trình chính tắc của Elip là một
dạng toán điển hình, thương xuyên gặp phải trong quá trình giải các bài toán
liên quan đến Elip. Phương pháp chung khi giải các bài toán có yêu cầu trên là:

Bước 1: Giả sử Elip có dạng chính tắc là 
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2 2
2 2 2

2 2( ) : 1 ( 0) (c )x yE a b a b
a b

     

 Bước 2: Dựa vào giả thiết là các thuộc tính của (E), ta thiết lập 2 phương 
trình 2 ẩn liên quan đến a và B. Giải hệ hai phương trình hai ẩn trên để tìm ra a 
và b từ đó tìm được phương trình chính tắc của elip. 
 Chú ý:Để có thể vận dụng được các giả thiết đó, bạn đọc cần nắm chắc kiến 
thức liên quan được giới thiệu ở lý thuyết chương 1, đó chính là nền tảng để ta 
giải quyết các bài toán trên. Trong quá trình giải cũng nên nhớ các hình ảnh 
trực quan về Elip, Hypebol, Parabol (“hình vẽ bao giờ cũng dễ nhớ hơn chữ 
viết”). Tránh việc nhớ máy móc các công thức. 

☺ Hướng dẫn giải.
Gọi phương trình chính tắc của Elip có dạng là 

2 2
2 2 2

2 2( ) : 1 ( 0) (c )x yE a b a b
a b

     

a. (E) có độ dài trục lớn bằng 4 2 4 2a a   

(E) có độ dài trục nhỏ bằng 2 2 2 1b b     .

Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2

2
1( ) : 1

4
xE y 

b. (E) có độ dài trục lớn bằng 8 2 8 4a a     
Ta có: 1 1 5A B  và tam giác 

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 25 16 9OA B O OA OB A B b        

Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

2( ) : 1
16 9
x yE  

c. (E) có độ dài trục nhỏ bằng 2 5 22 2 5 5 5b b b      . 
Mặt khác, (E) có độ dài tiêu cự bằng 4

2 2 2 22 4 2 4 9c c c a b a         

Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

3( ) : 1
9 5
x yE  

d. (E) có độ dài chu vi tam giác 1 2MF F bằng 18 1 2 1 2 18 (1)MF MF F F   

Mà độ dài tiêu cự là 1 2 2 8 (2)F F c  và điểm 

1 2( ) 2 (3)M E MF MF a   
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 Từ (1), (2), (3) suy ra 
2

2 2 2
2

 
4 16

25 16 9
5 25

c c
b a c

a a

  
       

  
 

 Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

4( ) : 1
25 9
x yE    

e. (E) có tiêu điểm 2 2 2
1( 2;0) 2 4 (1)F c c a b        

Mặt khác, (E) có tâm sai 23 3 10 100 (2)
5 5 3 9

ce a a
a

        

Thay (2) vào (1) ta có: 2 2 2 100 644
9 9

b a c      

Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

5( ) : 1100 64
9 9

x yE    

f. (E) có tâm sai 

2 2 2 2 2 2 25 5 9 5 9( ) 5 4 9 0 (1)
3 3

ce c a a b a a b
a

            

 Lại có, chu vi hình chữ nhật cơ sở là 20 

1 2 1 22( ) 20 2(2 2 ) 20 5 (2)A A B B a b a b          
 Từ (2) 5a b    thay vào (1) ta được:  

2 2 2 2 ( ) 3
4(5 ) 9 0 5 40 100 0

10( ) ( 0)
b tm a

b b b b
b ktm dob

  
        

  
 

 Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

6( ) : 1
9 4
x yE    

g. (E) có chu vi hình chữ nhật cơ sở là 48 

1 2 1 22( ) 20 2(2 2 ) 20 12 (1)A A B B a b a b          
 Và đồng thời diện tích hình chữ nhật cơ sở là 128 

1 2 1 2( )( ) 2 .2 128 32 (2)A A B B a b ab      
 Từ (1) và (2) ta có khi đó, a và b là 2 nghiệm của phương trình Vi-et:  

 

2 8 8 4
12 32 0

4 4 8
X a a

X X hay
X b b
    

      
   

.  

 Do a > b > 0 nên ta nhận a = 8, b = 4. 
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 Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

7( ) : 1
64 16
x yE    

h. (E) có tâm sai 

2 2 2 2 2 2 23 3 4 3 4( ) 3 4 (1)
2 2

ce c a a b a a b
a

           

Do (E) nhận trục hoành làm trục đối xứng nên ta có 2
1 1;

2 2 2
ABAF A c 

    
 

 

Mặt khác 
2 2 2

2 2 2 2

1 1( ) ( ) 1 1 (2)
4 4

c a bA E d A E
a b a b


           

Thay (1) vào (2) ta được: 
2 2

2 2
2 2 2

4 1 3 11 1 1 4
4 4 4 4

b b b a
b b b


         . 

Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

8( ) : 1
4 1
x yE    

i. (E) có đỉnh 2
1(0; 3) 3 9 (1)B b b     . 

 Mặt khác, (E) đi qua 

2 9 2
2 2 2

3 3 4 27 4 32; 1 1 16
2 4 4

bD a
a b a


 

         
 

 

 Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

9( ) : 1
16 9
x yE    

j. 2 2

3 7 9 7; ( ) 1 (1)
2 2 4 4

M E
a b

 
     

 
.  

 Mặt khác, (E) có 
22

2
1 1

3 72 2 8 0 8
2 2

4 ( )
( 0)

1 ( )

MF MF c

c tm
doc

c ktm

  
              


 

 

 

 Lại có 2 2 2 2 216 16c a b a b       thay vào (1) ta được:  
2 2

4 2
2 2 2

2 0 189 7 1 12 28 0
4( 16) 4 14 0( )

b a
b b

b b b ktm
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 Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

10( ) : 1
18 2
x yE    

k. 2 2

3 3 4 272; ( ) 1 (1)
2 4

P E
a b

 
     

 
 

 Và độ dài đường chéo hình chữ nhật cơ sở là 
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 4 4 10 4 4 100 (2)A A B B a b a b        

 Từ 2 2(2) 4 100 4b a    thay vào (1) ta được:  

 

4 2
2 2

2 2

2 2

4 27 1 4 89 400 0
100 4

16 9( )
( 0)25 75 ( )

4 4

a a
a a

a b tm
do a b

a b ktm

     


   
  
   


 

 Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

11( ) : 1
16 9
x yE    

l.   2 2

1 91; 3 ( ) 1 (1)N E
a b

     . Giả sử tiêu điểm là 2F  . 

 Do 2 1 2F B B  đều 

2 2 2 2 2 2 21 2
2

3 2 3 3 3 4 (2)
2 2

B B bOF c c b a b b a b           . 

 Thay (2) vào (1), ta được: 2 2
2 2

1 9 371 37
4 4

b a
b b

       

 Vậy phương trình chính tắc của elip cần tìm là
2 2

12( ) : 13737
4

x yE    

► Lời bình : Qua việc giải 12 bài toán nhó trên ta rút ra một số nhận xét sau: 
  Một là, trong quá trình giải các phương trình liên quan đến các ẩn số a, b, c 

ta cần chú ý điều kiện của các ẩn số trên đó là , , 0,a b c a b   . 

  Hai là, có những bài toán ta nên dùng hình vẽ trực quan để phát hiện các tính 
chất đặc biệt (chuyển ngôn ngữ thành kí hiệu toán học và hình học hóa chúng). 
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BÀI TOÁN 3 (CÁC HỆ THỨC LƯỢNG TRONG ELIP).Trong mặt phẳng với 

hệ tọa độ Oxy, cho 
2 2

2 2 2
2 2( ) : 1 ( 0) (c )x yE a b a b

a b
      và điểm 

( ; )M x y  tùy ý thuộc (E). Chứng minh rằng: 

a. b OM a   
b. 2 2 2

1 2.MF MF OM a b    (với 1 2,F F  là hai tiêu điểm của (E)). 

c. 2 2 2
1 2( ) 4 4MF MF OM b     . 

d. 
2 2

2
1 2

MH b
HA HA a

  (với 1 2;A A  là hai đỉnh của trục lớn và H là hình chiếu M lên 

trục hoành). 

e. 2 2x y a b   .  

■ Đặt vấn đề:cũng giống như các hệ thức lượng trong tam giác, hệ thức lượng 
trong elip cũng có một vẽ đẹp riêng của nó. Cùng tác giả khám phá các tính 
chất ẩn sau trong các hệ thức lượng trên nhé. 

☺ Hướng dẫn giải. 

a. Xét 2 2 2OM x y   . Mặt khác, 
2 2

2 2 1x y
a b

   và a > b nên 

2 2
2 2 2

2 2 1x y x y a
a a

      

Đặc biệt, khi 1 2 0M A hay M A y     thì 2 2 2x y a   

Từ đó,  2 2 2x y a OM a    . Tương tự, ta chứng minh được OM b . 

Do đó b OM a  (đpcm). 

b. Ta có: 1

2

( )
MF a ex ce
MF a ex a

 


 
. Xét 

2 2 2 2 2 2
1 2.VT MF MF OM a e x x y       

 Suy ra 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 21 b x yVT a x x y a b a b VP

a a b
   

             
   

(đpcm) 

c. Xét 2 2 2 2 2
1 2( ) 4 (2 ) 4( )VT MF MF OM ex x y       

 Suy ra 
2 2

2 2 2 2 2 2
2 24( ) 4 4x yVT x y e x b b VP

a b
 

          
 

(đpcm). 
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d. Vì M(x; y) nên H(x; 0). Xét 
2 2 2

2 2
1 2 ( )( )

MH y yVT
HA HA a x a x a x

  
  

. 

 Mặt khác, 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

1 2

1
.

x y a y MH y b ba x VT VP
a b b HA HA a y a

          (đpcm). 

e. Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta có:  

 
 

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2

| | | | ( )x y x yx y a b a b a b
a b a b

  
         

     

 

2 2x y a b     (đpcm). 
 

BÀI TOÁN 4 (ĐIỀU KIỆN CẦN VÀ ĐỦ ĐỂ ELIP VÀ ĐƯỜNG THẲNG 

TIẾP XÚC). Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho 
2 2

2 2( ) : 1x yE
a b

 
 

( 0)a b 
 
và đường thẳng : 0Ax By C    .Chứng minh rằng điều kiện 

cần và đủ để (E) tiếp xúc với   là 2 2 2 2 2C a A b B   . 
■ Đặt vấn đề: đối với chương trình trước cải cách, bài toán tiếp tuyến của elip 

luôn tạo nên sức hấp dẫn với những người tìm hiểu nó. Chúng ta có thể mở 
rộng bài toán thành sự tương giao giữa đường thẳng và elip trong đó bài toán 
đường thẳng cắt elip tại 2 điểm phân biệt là một dạng toán thương gặp. Trong 
bài toán 4 này, tác giả mong muốn chứng minh lại cho bạn đọc điều kiện cần và 
đủ để đường thẳng và elip tiếp xúc nhau. Phần này có thể tham khảo và dành 
cho các bạn yêu thích Toán học tìm hiểu. 

☺ Hướng dẫn giải. 

 Đường thẳng 2 2: 0 , ( 0)Ax CAx By C y A B
B

 
         

Trường hợp 1: 0B  , ta có phương trình hoành độ giao điểm giữa  và (E) là: 

   
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

( ) 1 2 0x Ax C b B a A x a AC x a C a b B
a b B


         

 Để (E) tiếp xúc với   ta có 
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2' 0 ( )( ) 0a A C b B a A a c a b B a A b B C           
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Trường hợp 2: 0 : 0 ( 0)CB Ax C x A
A


        nên phương trình 

tung độ giao điểm giữa  và (E) là: 
2 2 2

2 2
2 2 2 2 21 1 (1)c y cy b

a A b a A
 

     
 

  

 Do (E) tiếp xúc với phương trình (1) có nghiệm kép 
2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 21 0 ( 0)c a A c a A b B C do B

a A
          

 Tóm lại từ điều kiện cần và đủ đề đường thẳng  tiếp xúc với (E) là 
2 2 2 2 2C a A b B   

BÀI TOÁN 5 (TÌM ĐIỂM M THUỘC (E) THỎA ĐIỀU KIỆN VỀ ĐỘ DÀI 
VÀ GÓC).Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, tìm điểm M thuộc elip 

2 2

( ) : 1
9 5
x yE   thỏa mãn: 

a. Bán kinh qua tiêu điểm này bằng 2 lần bán kinh qua tiêu điểm kia. 
b. M nhìn đoạn nối 2 tiêu điểm dưới một góc 060  . 

■ Đặt vấn đề:Với các bài toán tìm điểm M thỏa điều kiện độ dài và góc liên quan 
đến hai tiêu điểm thì ta thường thông qua các bán kính qua tiêu điểm để xử lý. 

► Nhận xét và phương pháp chung :  
  Bước 1: Từ phương trình (E) khai thác các thuộc tính a, b, c. 

  Bước 2: Gọi 
2 2

2 2M(x ; ) ( ) : 1M M
M M

x yy E
a b

     

  Bước 3:Sử dụng dữ kiện bán kinh qua tiêu điểm để liên hệ góc và độ dài. 

1

2

( ; ) ( )
M

M M

M

cMF a x
aM x y E
cMF a x
a


 

   
  


 và đồng thời 

2 2 2
1 2 1 2

1 2
1 2

cos( ; )
2

MF MF F FMF MF
MF MF
 

  

  Bước 4:Sử dụng giả thiết kết hợp để giải tìm tọa độ điểm M. 
Chú ý:Nhóm các bài tập điểm M thuộc (E) liên quan đến max – min sẽ được trình 

bày trong chủ đề 2.5 các bài toán max – min về cực trị hình học. 
☺ Hướng dẫn giải. 

 Ta có:  
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2
2 2

2

2 2 2

39
( ) : 1 5 5 ( , , 0)

9 5
4 2

aa
x yE b b do a b c

c a b c

 


       
     

và

1 2 2 4F F c   

 
2 2

( ; ) ( ) 1 (*)
9 5
M M

M M
x yM x y E    và 

1

2

23
3
23
3

M

M

MF x

MF x


 


  


 

a. Yêu cầu bài toán 1 2

2 1

2
2

MF MF
MF MF


 


 

Trường hợp 1: 1 2
2 2 32 3 2 3
3 3 2M M MMF MF x x x 

       
 

 thay vào 

(*), ta có:  
2 2 2

21 15 15(*) 1 1
9 5 4 5 16 4
M M M

M M
x y y y y            

Trường hợp 2: 1 2
2 2 32 3 2 3
3 3 2M M MMF MF x x x  

       
 

 thay vào 

(*), ta có:  
2 2 2

21 15 15(*) 1 1
9 5 4 5 16 4
M M M

M M
x y y y y            

 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 

3 15 3 15 3 15 3 15; ; ; ;
2 4 2 4 2 4 2 4

M M M M
          

                
       

 

b. Xét tam giác 1 2MF F  có: 
2 2 2

1 2 1 2
1 2

1 2

1cos( ; )
2 2

MF MF F FMF MF
MF MF
 

   

 Suy ra 
2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2

1 2

( ) 3
(2 ) (2 ) 3

MF MF F F MF MF MF MF F F MF MF
a c MF MF
      

  
 

 Suy ra 
2

2 22 2 4 21 2520 3 3 3 3 9
3 3 9 4 12

M M M
M M

x x x x y
   

           
    

 

 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 
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21 5 3 21 5 3 21 5 3 21 5 3; ; ; ;
2 6 2 6 2 6 2 6

M M M M
          

                
       

 
BÀI TOÁN 6 (QUỸ TÍCH LÀ MỘT ĐƯỜNG ELIP).Trong mặt phẳng với hệ 

tọa độ Oxy, cho tọa độ điểm (3cos ;0), (0;2sin ) (t )A t B t  . Tìm tập hợp 

các điểm M(x; y) sao cho 2 5 0MA MB   khi t thay đổi.  
(Trích đề thi Đại học Ngoại Thương, năm 1993) 

■ Đặt vấn đề:Từ lâu bài toán xác định quỹ tích của một điểm thỏa điều kiện cho 
trước đã không còn quá xa lạ bạn đọc. Ở đây có thể tọa độ của điểm đã được 
tham số hóa theo 1 tham số nào đó (hoặc chưa được tham số hóa). Việc chứng 
minh quỹ tích của tập hợp điểm là một đường elip đòi hỏi ta phải nắm vững một 
số tính chất và định nghĩa của Elip để dễ dàng đưa ra kết luận. 

► Nhận xét:  
 Như ta đã biết phương trình chính tắc của elip có dạng:  

  
2 2

2 2( ) : 1 ( 0)x yE a b
a b

    . 

 Nếu đặt 
cos cos

, [0;2 ] , [0;2 ]
sinsin

x t x a ta t t
y y b tt
b

 


 

   
 



Đây dạng lượng 

giác hóa của Elip. 
 Từ đây với những dạng toán cho các điểm có dạng tọa độ ( cos , sin )M a t b t  . 

Ta tìm khử các hàm lượng giác và biểu diễn về dạng chính tắc của elip. 
Chú ý:cách lượng giác hóa trên cũng được dùng để giải một số bài toán max – 

min liên quan đến các đường Conic (sẽ được trình bày kỹ hơn trong chủ đề 2.5). 
☺ Hướng dẫn giải. 

Ta có ( 3cost; y), ( ; 2sin )AM x BM x y t       . 
Ta có M thỏa  

2
2

2
2

cos3cos 93 6cos 0
2 5 0 103 10sin 0 sin sin1003

9

x tx tx t
MA MB yy t y t t
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 Do đó: 
2 2

2 2sin cos 1,1009
9

x y t t t R      .  

Vậy quỹ tích của tập hợp những điểm M trên chính là elip (E) có phương trình 
2 2

11009
9

x y
   

 
BÀI TOÁN 7 (SỰ TƯƠNG GIAO GIỮA CÁC ELIP).Trong mặt phẳng với hệ 

tọa độ Oxy, cho phương trình chính tắc của hai elip  

  
2 2 2 2

1 2( ) : 1, ( ) : 1
16 1 9 4
x y x yE E     . 

a. Chứng minh rằng 1 2( ), ( )E E  cắt nhau tại 4 điểm. 
b. Lập phương trình đường tròn đi qua 4 điểm đó. 
c. Viết phương trình tiếp tuyến chung của 2 elip trên. 

►Nhận xét và phân tích:  
 Bài toán trên xét theo ý ở câu a có thể tổng quát lên thành vị trí tương đối giữa 

các elip cụ thể như sau: 
 Cho phương trình chính tắc của hai elip  

  
2 2 2 2

1 22 2 2 2
1 1 2 3

( ) : 1, ( ) : 1x y x yE E
a b a a

    . 

 Giao điểm của 1 2( ), ( )E E là nghiệm của hệ 

2 2

2 2
1 1
2 2

2 2
2 3

1
(*)

1

x y
a b
x y
a a


 



  



 

 Nếu hệ (*) vô nghiệm suy ra 1( )E nằm trong 2( )E (hoặc ngược lại) 

 Nếu hệ (*) có hai nghiệm suy ra 1 2( ), ( )E E tiếp xúc nhau tại hai đỉnh đối nhau 
qua gốc tọa độ. 

 Nếu hệ (*) có bốn nghiệm suy ra 1 2( ), ( )E E cắt nhau tại 4 điểm phân biệt 
(Khi đó tồn tại một đường tròn đi qua 4 điểm trên và có đến 4 tiếp tuyến 
chung của 2 elip). 

☺ Hướng dẫn giải. 
 Giao điểm của 1 2( ), ( )E E là nghiệm của hệ 
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2 2
2

2 2
2 2

12 34321
5516 1 55

28 2 71 559 4 55

x y xx

x y y y

         
   

       

 

 Do đó tọa độ các giao điểm là  

1 2 3 4
12 3 2 7 12 3 2 7 12 3 2 7 12 3 2 7; , ; , ; , ;

55 55 55 55 55 55 55 55
M M M M

          
              
       

 

 Dễ thấy 1 2 3 4
92
11

OM OM OM OM     .  

 Vậy phương trình đường tròn đi qua 4 điểm trên là: 2 2 92( ) :
11

C x y   

 Gọi phương trình đường thẳng tiếp tuyến chung có dạng: 
: 0y kx m kx y m        

 Do   tiếp xúc với 
2 2

2 2
1( ) : 1 16 1 (1)

16 1
x yE k m      

 Do   tiếp xúc với 
2 2

2 2
2( ) : 1 9 4 (2)

9 4
x yE k m      

 Từ (1) và (2) ta có 

2
2 2

2 2
2

3 21
16 1 7 7

559 4 385
7 7

k kk m
k m m m


      

   
       

 

 Vậy phương trình đường tiếp tuyến chung của 2 elip là: 

  
1,2

3,4

: 21 7 385 0

: 21 7 385 0

x y

x y

   

    

 

 
BÀI TOÁN 8 (ĐƯỜNG THẲNG CẮT ELIP TẠI HAI ĐIỂM). Trong mặt 

phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho phương trình chính tắc của hai elip 
2 2

( ) : 1
4 1
x yE   , lập phương trình đường thẳng d qua 

2 2;
3 3

M  
 
 

và cắt (E) 

tại hai điểm phân biệt A, B sao cho MA = 2MB. 
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► Nhận xét và phân tích: Dạng toán đường thẳng qua điểm ( ; )M MM x y  cắt elip 
2 2

2 2( ) : 1 ( 0)x yE a b
a b

    tại 2 điểm A, B có thể tổng quát thành MA = 

kMB ( k > 0) hay hình thành độ dài cung AB = m > 0 cho trước. Ta thực hiện 
các bước giải sau: 

  Bước 1:Xét vị trí tương đối giữa điểm M và elip (E) 
     TH1.1: Nếu điểm (x ; )M MM y  nằm ngoài (E) 

2 2

2 2 0M Mx y
a b

   thì MA kMB MA kMB    

     TH1.2: Nếu điểm (x ; )M MM y nằm trong 

(E)
2 2

2 2 0M Mx y
a b

   thì MA kMB MA kMB    

  Bước 2:Do hai trường hợp trên tương tự ta xét trường hợp MA kMB .  
  Cách 1: Sử dụng phương pháp gọi điểm (tương tự như phép biến hình). 

  Gọi  
2 2

2 2; ( ) 1 (1)B B
B B

x yB x y E
a b

     

  Do 

 
( )

(1 ) ; (1 )
( )

A M B M
B M B M

A M B M

x x k x x
MA kMB A kx k x ky k y

y y k y y
  

      
  

 

 Thay tọa độ A vào phương trình (E):  

  
   

2 2

2 2

(1 ) (1 ) y
1 (2)B M B Mkx k x ky k

a b
   

   . 

 Từ (1) và (2) phương trình đã thiết lập xong ta tìm tọa độ điểm B. Khi đó đường 
thẳng cần đi qua tọa độ điểm M và B (xem lại phần viết phương trình đường 
thẳng chủ đề 2.2) 

  Cách 2: Sử dụng đường thẳng có hệ số góc k. Ta xét 2 trường hợp: 
  TH 2.1: Đường thẳng d đi qua M và song song trục tung Oy nên có dạng 

: Md x x  

   Đến đây ta xét hệ phương trình gồm 2 2

2 2

,
1

Mx x
A Bx y

a b





 



 và kiểm tra 

điều kiện MA = kMB. 
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  TH 2.2: Đường thẳng d đi qua M không song song trục tung Oy nên có dạng 
: y k( )M Md x x y    

 

   Xét hệ phương trình gồm 2 2

2 2

( )

1

M My k x x y
x y
a b

  



 


kết hợp với MA kMB

 

 

( )
( )

A M B M

A M B M

x x k x x
y y k y y

  
 

  
 

  (giải hệ trên rất khó khăn do độ dài của bài toán và cần nhiều kỹ năng 
biến đổi đại số cũng như vận dụng các hệ thức Vi-et). 

☺ Hướng dẫn giải. 

 Nhận xét: 

2 22 2
53 3 1

4 1 9

   
   
      M nằm trong (E) và Gọi d là phương trình 

đường thẳng cần tìm. 

 Gọi  
2 2

; ( ) 1 (1)
25 9

B B
B B

x yB x y E     

 Do M nằm trong Elip nên 

 
2( )

2 2 2; 2 2
2( )

A M B M
B B

A M B M

x x x x
MA MB A x y

y y y y
   

       
   

 

 Thay tọa độ A vào phương trình (E): 
   

2 22 2 2 2
1 (2)

4 1
B Bx y 

   . 

 Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình 
   

2 2

2 2

1 (1)
25 9 (I)

2 2 2 2
1 (2)

4 1

B B

B B

x y

x y


 




 
 

 

 

2 2

2

8 (0;1)
01 5 8 84 1 ;1 35 8 3 0 5 55

BB B
B

B
BB o

Bxx y x
hay

By yy y
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 Với B(0; 1) ta có đường thẳng cần tìm qua B(0; 1) nhận 
2 1 1; (2; 1)

3 3 3
MB   

   
 

 làm vecto chỉ phương nên có dạng là: 

0 1: : 2 2 0
2 1

x y x y 
      


 . 

 Với 
8 3;
5 5

B  
 
 

  ta có đường thẳng cần tìm qua 
2 2;
3 3

M  
 
 

nhận 

14 1 1; (14; 1)
15 15 15

MB  
   
 

 làm vecto chỉ phương nên có dạng là: 

2 2
3 3: :5 70 50 0

14 1

x y
x y

 

      


 

 Vậy có hai phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là 

  
2 2 0

5 70 50 0
x y
x y
  


  

 

 
BÀI TOÁN 9 (HÌNH VUÔNG NGOẠI TIẾP ELIP).Trong mặt phẳng với hệ tọa 

độ Oxy, cho phương trình  
2 2

( ) : 1
24 12
x yE   . Xét hình vuông ngoại tiếp elip 

(các cạnh hình vuông tiếp xúc với elip). Viết phương trình các đường thẳng 
chứa các cạnh của hình vuông đó. 

☺ Hướng dẫn giải. 
 Dễ thấy các cạnh của hình vuông ngoại tiếp elip không song song với các trục 

tọa độ (tứ giác có các cạnh song song với các trục tọa độ, ngoại tiếp elip là hình 
chữ nhật cơ sở của elip). 

 Giả sử một cạnh của hình vuông có phương trình : 0d mx y n   , khi đó 
cạnh kế bên của d có phương trình: ' : 0 ( ' )d x my p do d d     . 

 Do d’ và d’ tiếp xúc (E) nên ta có: 
2 2

2 2

24 12 (1)
24 12 (2)

m n
m p

  


 
 . 

 Ta lại có khoảng cách từ O(0; 0) đến d và d’ bằng nhau nên:  

  
2 2

| | | | (3)
1 1

n p
m m


 

. 

 Từ (1), (2), (3) ta suy ra | | | p | 6, | m | 1n     . 
 Vậy phương trình các đường thẳng chứa 4 cạnh của hình vuông là: 
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6 0, 6 0, 6 0, 6 0x y x y x y x y             

 
BÀI TOÁN 10 (TIẾP TUYẾN CỦA HYPEBOL).Trong mặt phẳng với hệ tọa độ 

Oxy, cho phương trình  
2 2

(H) : 1
1 4
x y

  . Viết phương trình đường thẳng   

đi qua A(1; 4) tiếp xúc với hypebol (H) và tìm tọa độ các tiếp điểm.  
☺ Hướng dẫn giải. 

Gọi M(a; b) là tiếp điểm  và (H).  

Phương trình tiếp tuyến có dạng: 1
4

byax    

Vì   qua A(1; 4) nên  1 (1)a b   

Mặt khác M(a; b) thuộc (H) nên 
2 2

1 (2)
1 4
a b

  . 

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình:  

2 2
2 2 2

1 0, 11 1
8 5,4( 1) 4 3 8 01

3 31 4

a b b aa b a b
a b b ab b b b

    
           

         


 

 Vậy 2 tiếp điểm cần tìm là 1 2
5 8(1;0), ;

3 3
M M   

 
 

 

 Và phương trình đường thẳng  thỏa yêu cầu bài toán là  
  1 0 5 2 3 0x hay x y      

 
BÀI TOÁN 11 (TIẾP TUYẾN CỦA PARABOL).Trong mặt phẳng với hệ tọa độ 

Oxy, cho phương trình  2(P) : y 2x  và điểm A(0; 6). Tìm điểm M thuộc (P) 
sao cho độ dài AM là nhỏ nhất. Chứng minh rằng với vị trị đó của M, AM 
vuông góc với tiếp tuyến của (P) tại M. 

☺ Hướng dẫn giải. 

 Ta có:  
22 2 2 2( ) 6 12 36M M M M MAM x y x y y        .  

 Lại có M thuộc (P) nên 
4

2 22
4
M

M M M
yy x x   .  

 Do đó  

 
4

2 2 4 2 2112 36 ( 8 16) 3( 4 4) 20 20
4 4
M

M M M M M M
yAM y y y y y y            . 
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 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
2 4

2 2
2

M
M M

M

y
y x

y
 

   
  

 
(2;2)M . 

 Khi đó (2; 4) 2(1; 2)AM     . 
  Phương trình tiếp tuyến của (P) tại 

M(2; 2) là:  

 : 2 y 2 2 2 0x hay x y       

  có vecto pháp tuyến là (1; 2)n    

 Ta có: 2 / /AM n AM n   do đó AM vuông góc d. 
Để xác định AM ngắn nhất ta có thể dùng hàm số:  

Xét hàm số 
4

2 2(t ) 12 36 ( )
4M
tf y AM t t t R       . 

Khi đó 2 3'(t) 2 12, '(t) 0 2f AM t t f t       . Dựa vào bảng biến 
thiên ta thấy  

  
min ( ) 20 2 Mt R

f t t y


    2 (2;2)Mx M    
 

BÀI TẬP CHỌN LỌC - TỰ LUYỆ N CHỦ ĐỀ  4 

Câu 1:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, tìm điểm M thuộc 
2 2

( ) : 1
25 9
x yE     sao cho 

thỏa mãn: 
a. 1 22MF MF  . 
b. M nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông. 
c. M nhìn hai tiêu điểm dưới một góc 060 .  

☺ Hướng dẫn giải. 

 Ta có: 

2
2 2

2

2 2 2

25 5
( ) : 1 9 3( , , 0)

25 9
16 4

a a
x yE b b do a b c

c a b c

  
 

       
    

và  

 1 2

1 2

2 10
2 8

MF MF a
F F c
  


 

 

 Giả sử ( ; )o oM x y  là tọa độ điểm cần tìm thuộc elip 
2 2

1 (1)
25 9

o ox y
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a. Ta có: 1 2
252 2( ) 3

3 12o o o o
aMF MF a ex a ex ex a x
e

           

 Thay vào (1) ta được: 
2

2
2 2

25 9.119 1199 1
12 .25 12 4o oy y

 
      

 
 

Vậy có hai điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 

25 119 25 119; ;
12 4 12 4

M hay M
   
      
   

 

b. M nhìn hai tiêu điểm dưới 1 góc vuông nên M ở trên đường kinh 1 2F F  , đó là 
đường tròn tâm O có bán kinh bằng 4. Phương trình đường tròn này là 

2 2( ) : 16C x y   . 

 Ta có 2 2 2 2( ) 16 16o o o oM C x y y x       thay vào (1) ta có: 

 

2 2
2

2 2

16 7.25 5 71
25 9 16 4

81 916
16 4

o o
o o

o o o

x x x x

y x y


      

      

 

Vậy có hai điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 

5 7 9 5 7 9; ;
4 4 4 4

M hay M
     
      
   

 

c. M nhìn hai tiêu điểm dưới một góc 060  nên  
2 2 2

0 2 21 2 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2

cos60 ( ) 3
2

MF MF F F MF MF F F MF MF
MF MF
 

      

 Suy ra 

2 2 2 2 2 2
0 0

25.13 5 134 4 3( )( ) a 12
16 4o o oa c a ex a ex e x x x             

 Thay vào (1) ta được: 
3 3

4oy    

Vậy có hai điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 

5 14 3 3 5 14 3 3; ;
4 4 4 4

M hay M
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Câu 2:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương trình chính tắc của Hypebol (H) 
có hai đường tiệm cận là 4 3 0x y   và hai đường chuẩn 5 9 0x  .  

☺ Hướng dẫn giải. 

Gọi phương trình chính tắc của hypebol (H) là: 
2 2

2 2 2
2 2 1 ( )x y b c a

a b
     

Hai đường tiệm cận 
4 44 3 0 (1)
3 3
x bx bx y y

a a
          

Hai đường chuẩn 
2 29 95 9 0 (2)

5 5
a ax x
c c

          

Từ (1) ta có 
2 2 2 2 2 2 24 3 4 9 16 9(c ) 16 9c 25

3
b b a b a a a a
a
           

 Thay 
2 4 2

2 25 25 25c 9 ( 0) b 16
9 81 9
a a a a do a         

 Vậy phương trình chính tắc của Hypebol cần tìm là: 
2 2

( ) : 1
9 16
x yH    

 
 
Câu 3:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thoi có cạnh bằng 5, chiều cao bằng 

24
5

. Hai đường chéo nằm trên hai trục Ox và Oy. Viết phương trình chính tắc 

của (E) đi qua hai đỉnh đối diện của hình thoi và nhận hai đỉnh đối diện còn lại 
làm hai tiêu điểm. 

☺ Hướng dẫn giải. 

 Gọi phương trình chính tắc của elip (E) là: 
2 2

2 2 2
2 2 1 (c )x y a b

a b
     

 Gọi b là nửa trục nhỏ của (E), c là khoảng cách từ tâm đến tiêu điểm.  
 Ta có: 2 2 25 (1)b c   

 Mặt khác diện tích hình thoi là 
242 5. 24 12 (2)
5thoiS bc bc      

 Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 
2 2 3, 425

4, 312
b cb c
b cbc
    

 
  

 

 Với b = 3, c = 4 suy ra 
2 2

2 25 ( ) : 1
25 9
x ya E     
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 Với b = 4, c = 3 suy ra 
2 2

2 25 ( ) : 1
25 16
x ya E     

 Vậy phương trình chính tắc của Elip cần tìm là:  

  
2 2 2 2

( ) : 1 ( ) : 1
25 9 25 16
x y x yE hay E     

 
Câu 4: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, Viết phương trình chính tắc Hypebol (H), biết  
a. (H) có 2 tieu điểm 1 2( 5;0), (5;0)F F  và điểm M thuộc (H) nhìn hai tiêu điểm 

dưới một góc 060  thì diện tích tam giác 1 2MF F  bằng 9 3  . 
b. (H) tiếp xúc với đường thẳng d: x – y – 2 = 0 tại điểm A có hoành độ bằng 4. 

☺ Hướng dẫn giải. 

a. Gọi phương trình chính tắc của hypebol (H) là: 
2 2

2 2 2
2 2 1 ( )x y b c a

a b
     

 Áp dụng định lý hàm cosin trong tam giác 1 2MF F  ta có: 

 
2 2 2 0 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 22 cos60 4 4 4F F MF MF MF MF MF MF a c b        
 Mặt khác 

1 2

0 2 2 2 2
1 2

1 sin 60 9 3 9 25 9 16
2MF FS MF MF b a c b           

 Vậy phương trình chính tắc của Hypebol cần tìm là: 
2 2

( ) : 1
16 25
x yH    

b. Gọi phương trình chính tắc của hypebol (H) là: 
2 2

2 2 2
2 2 1 ( )x y b c a

a b
     

(H) tiếp xúc với đường thẳng d: x – y – 2 = 0 2 2 4 (1)a b    

Mặt khác, với x = 4 suy ra y = 2 suy ra A(4; 2) thuộc (H) 2 2

16 4 1 (2)
a b

    

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình 

2 2
2

2
2 2

4 8
16 4 41

a b a
b

a b

  
 

  
  



 

 Vậy phương trình chính tắc của Hypebol cần tìm là: 
2 2

( ) : 1
8 4
x yH    
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Câu 5: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip 
2 2

2 2( ) : 1 ( 0, 0)x yE a b
a b

     . 

Giả sử A, B là hai điểm thay đổi trên (E) sao cho OA vuông góc OB.  

a. Tính 2 2

1 1
OA OB

 theo a và b. 

b. Gọi H là chân đường vuông góc hạ từ O xuống AB. Tìm tập hợp các điểm H khi 
A, B thay đổi trên (E). 

☺ Hướng dẫn giải. 
a. Giả sử đường thẳng đi qua OA có phương trình y = kx.  

 Nếu k = 0, hiển nhiên 
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 a b
OA OB a b a b


     

 Nếu 0k   , khi đó gọi tọa độ của A và B tương ứng là: ( ; ), ( ; )A A B BA x y B x y  . 
Ta có: 

 

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

2 2 2

1

(1 ) (1)

A A
A

A A

x k x a bx
a b b k a

a bOA x k x k
b k a

   


    


 

Do OA vuông góc OB nên đường thẳng OB có dạng: 
1y x

k


  

 Từ đó ta có:  

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 (1 )1 (2)B B
B B B

x x k a b a b kx OB x x
a k b b k a k b k a


       

 
 

Từ (1) và (2) ta có 
2 2

2 2 2 2

1 1 a b
OA OB a b


   

b. Ta có: 
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 a b
OH OA OB a b


   không đổi suy ra OH không đổi, Vậy tập 

hợp các điểm H là đường tròn tâm O bán kinh 
2 2

2 2

a bR
a b




 

 
Câu 6:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho phương trình chính tắc của elip 

2 2

( ) : 1
25 9
x yE   . Viết phương trình đường thẳng song song Oy và cắt (E) tại 

hai điểm A, B sao cho AB = 4. 
☺ Hướng dẫn giải. 

 Gọi phương trình đường thẳng song song Oy là d: x = a ( 0)a  .  
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 Tung độ giao điểm giữa d và elip là: 
2 2 2 2 2

225 31 1 25 (| | 5)
25 9 9 25 25 5
a y y a a y a a

            

 Do đó tọa độ điểm 

2 2 23 3 6; 25 , ; 25 0; 25
5 5 5

A a a B a a AB a     
         

     
 

 Theo đề bài ta có AB = 4 2 236 125 5 516 (25 )
25 9 3

a a a         

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 
5 5

3
x    

 
Câu 7:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho Parabol 2 2y x  và điểm K(2; 0). Đường 

thẳng d đi qua K cắt (P) tại hai điểm phân biệt M, N. Chứng minh rằng đường 
tròn ngoại tiếp tam giác OMN nằm trên d. 

☺ Hướng dẫn giải. 
Trường hợp 1: d vuông góc Ox suy ra d: x = 2.  
 Xét phương trình tung độ giao điểm giữa d và (P) là: 

2

2 2 (2;2)
. 0

2 2 (2; 2)
x x M

OM ON
y x y N

   
     

     
 

Trường hợp 2: d không vuông góc Ox suy ra d: y = kx – 2k. Khi đó tọa độ M, N là 
nghiệm của hệ: 

2

2
2 2

2 2 2 4 0 (2)
2

2
2

yxy kx k
ky y k

y x yy k k


  

     
   



 

 Để d cắt (P) tại hai điểm pân biệt (2) phải có 2 nghiệm phân biệt  

 2

0
0

4 4 0
k

k
k


 
 

 

 Gọi 
2 2

1 2
1 2; , ;

2 2
y yM y N y

   
   
   

  

 Ta có 
2

21 2
1 2. ( 2) ( 4) 0 (3)

2
y yOM ON y y 
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 Từ (1) và (3) suy ra OM vuông góc ON suy ra tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác OMN là trung điểm MN suy ra I thuộc d. 

 
Câu 8:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho parabol 2( ) : 2P y x x   và elip (E): 

2
2 1

9
x y   . Chứng minh rằng (P) và (E) có 4 giao điểm chung phân biệt nằm 

trên 1 đường tròn. Viết phương trình đường tròn đi qua 4 điểm đó. 
☺ Hướng dẫn giải. 

 Xét phương trình hoành độ giao điểm giữa (E) và (P) là :  
2

2 2 4 3 2( 2 ) 1 9 36 37 9 0 (*)
9
x x x x x x         

 Xét 4 3 2( ) 9 36 37 9f x x x x     , f(x) liên tục trên R có : 

 

( 1) 73
( 1). (0) 657 0

(0) 9
(0). (1) 9 0

(1) 1
(1). (2) 5 0

(2) 5
(2). (3) 405 0

(3) 81

f
f f

f
f f

f
f f

f
f f

f

 
   

      
 

    
    



Suy ra (*) có 4 nghiệm phân biệt do 

đó (E) và (P) cắt nhau tại 4 điểm. 
 Tọa độ (P) và (E) là nghiệm của hệ:  

 

2

2 2 2 22
2

2
16 89 9 16 8 9 0 1 0 (*)
9 91

9

y x x
x y x y x y x yx y

  


           
 



 

 (*) là phương trinh đường tròn tâm 
8 4 161; ,
9 9 9

I R 
 

 
 . Do đó 4 giao điểm 

cũng nằm trên đường tròn (*) 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 
2 28 4 161

9 9 81
x y   
      

   
 

 
Câu 9: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho A(2; 0) và đường tròn 2 2( ) : ( 2) 36C x y    

. Viết phương trình quĩ tích tâm các đường tròn đi qua A và tiếp xúc (C). 
☺ Hướng dẫn giải. 

Xét 2 2( ) : ( 2) 36C x y   là đường tròn tâm B(-2; 0), bán kinh R = 6. 
Gọi M là tâm đường tròn đi qua A và tiếp xúc (C) tại N. Ta có: 
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MA + MB = MN + MB = BN = 6. 
Vậy quĩ tích M là elip (E) nhận A, B làm tiêu điểm và có độ dài trục lớn bằng 6. 

,A B Ox và đối xứng nhau qua O nên (E) có dạng: 
2 2

2 2 1x y
a b

   (a > b > 0). 

Với 2a = 6 và 
2 2 2

2 2 2 9 5 ( ) : 1
4 9 5

AB x yb a c E         

Vậy quỹ tích cần tìm là: 
2 2

( ) : 1
9 5
x yE    

 
Câu 10:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 2 2

1( ) : ( 5) 441,C x y    
2 2

2( ) : ( 5) 25C x y   . Gọi M là tâm đường tròn (C) di độg tiếp xúc với 

1 2( ), ( )C C . Tìm quỹ tích M biết: 

a. (C) tiếp xúc trong với 1( )C và tiếp xúc ngoài với 2( )C . 

b. (C) tiếp xúc trong với 1( )C và 2( )C . 

☺ Hướng dẫn giải. 

 Đường tròn 1( )C có tâm 1

1

( 5;0)
21

O
R





 và 2( )C có tâm 1

1

(5;0)
5

O
R




 

 M(x; y) là tâm: 1 1
1 2 1 2

2 2

26
R R MO

MO MO R R
R R MO

 
    

 
 

 Từ đó suy ra tập hợp các điểm M thuộc elip 
2 2

( ) : 1
169 144
x yE    nhận 1 2,O O  

làm hai tiêu điểm. 

 M(x; y) là tâm: 1 1
1 2 1 2

2 2

16
R R MO

MO MO R R
R R MO

 
    

 
 

 Từ đó suy ra tập hợp các điểm M thuộc elip 
2 2

( ) : 1
64 39
x yE    nhận 

1 2,O O làm hai tiêu điểm. 
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Câu 11:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip (E) có phương trình 
2 2

2 2( ) : 1 ( 0, 0)x yE a b
a b

    , với các tiểu điểm là 1 2,F F . Chứng minh 

rằng tiếp tuyến tại một điểm M bất kỳ trên (E) là phân giác của góc 1 2F MF  

☺ Hướng dẫn giải. 
Lấy bất kỳ điểm ( ; ) ( )o oM x y E  

Suy ra phương trình tiếp tuyến d của (E) tại M có dạng: 2 2: 1o ox yd x y
a b

   

Gọi I là giao điểm giữa d và trục hoành Ox suy ra 
2

0

;0 ( 0)o
aI x
x

 
 

 
 

Ta có: 1

2

o

o

MF a ex
MF a ex

 


 
và 

2
1 1 1

2
2 22

o o

o o

a cx a exIF IF MF
IF a cx a ex MFIF

 
   

 
 

Từ đó suy ra tập d là phân giác ngoài của góc 1 2F MF (đpcm) 

 

Câu 12:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip có phương trình 
2 2

( ) : 1
9 1
x yE   . 

Tìm điểm M trên (E) thỏa 
a. Có bán kinh qua tiêu điểm này bằng 3 lần bán kinh qua tiêu điểm kia. 
b. Nhìn hai tiêu điểm dưới một góc vuông. 

 
☺ Hướng dẫn giải. 

  

2
2 2

2

2

9 3
( ) : 1 1 1 ( , , 0)

9 1
9 1 8 2 2

a a
x yE b b do a b c

c c

  


       
     

 

a. Gọi M(x; y) là điểm cần tìm. Khi đó từ giả thiết ta suy ra:  

1 2 1 2
1 2 2 1

2 1 2 1

3 3 0
( 3 )( 3 ) 0

3 3 0
MF MF MF MF

MF MF MF MF
MF MF MF MF

   
     

   
 

 Khai triển rút gọn ta được: 
2 2

1 2 1 216 . 3( ) 0 16( )( ) 3(4a ) 0o oMF MF MF MF a ex a ex         

 Suy ra
2 4

2
2 2

81 9 2
4 4 32 8o o
a ax x
e c
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 Lại có 
2

2 23 46( ) 1
9 32 8
o

o o
xM E y y         

 Vậy tọa độ các điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 

9 2 46 9 2 46 9 2 46 9 2 46; ; ; ;
8 8 8 8 8 8 8 8

M M M M
          

                
       

 

b. Ta có 
2

2( ) 1 (1)
9
o

o
xM E y     

Cách 1: do 
0 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 290 32 ( ) ( ) 32o oF MF MF MF F F a ex a ex           

 Suy ra
2 2

(1)2 2
2

(16 ) 63 1
8 8o o

a ax y
c


     . 

 Vậy tọa độ các điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 

3 14 2 3 14 2 3 14 2 3 14 2; ; ; ;
8 4 8 4 8 4 8 4

M M M M
          

                
       

 
Cách 2: 0

1 2 190F MF F MF M     suy ra M thuộc đường tròn đường kinh 

1 2F F có phương trình là 2 2( ) : 8C x y   . Nên 
2 2( ) 8 (2)o oM C x y     

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình 

2 2
2

22 2

63
1 89

1
8

8

o o
o

oo o

x xy

yx y

   
 

    

 

Vậy tọa độ các điểm M thỏa yêu cầu bài toán là: 

3 14 2 3 14 2 3 14 2 3 14 2; ; ; ;
8 4 8 4 8 4 8 4

M M M M
          

                
       

 
Câu 13: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có A(0; 2) và trục đối 

xứng Oy. Biết rằng diện tích tam giác ABC bằng 
49 3

12
 . Viết phương trình 

chính tắc của (E) qua 3 điểm trên. 
☺ Hướng dẫn giải. 
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Gọi phương trình elip cần tìm có dạng 
2 2

2 2( ) : 1 ( 0, 0)x yE a b
a b

     

Ta có A(0; 2) là giao điểm (E) và Oy nên A là một đỉnh của (E) suy ra b = 2. 

 Lại có diện tích tam giác: 
1 49 3( ; ).
2 12ABCS d A BC BC   mà tam giác ABC 

đều nên ta có: 

0 2( ;BC) AB.sin .sin 60 ( ; )
3

d A ABC BC BC d A BC     

Do đó    
249 3 1 2 49 3 7( ; ) . ( ; ) (1)

12 2 12 23ABCS d A BC d A BC      

Mặt khác Oy là trục đối xứng của tam giác ABC nên BC vuông góc Oy  
Suy ra phương trình BC có dạng: y = m với ( 2;2)m   (2). 

Từ (1) và (2) 

3 ( )7 32| 2 |
112 2(ktm)
2

m tm
m m

m


 

     
 


 

 Elip không thay đổi khi ta hoán đổi vị trí B và C nên ta có thể giả sử hoành 
độ B âm. 

 Suy ra 2
2

7 3 3 49 9 28; ( ) 1
6 2 12 16 3

B E a
a

  
       

 
 

 Vậy phương trình elip cần tìm là
2 2

( ) : 128 4
3

x yE    

 
Câu 14:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn 2 2( ) : 16C x y   . Viết 

phương trình chính tắc của elip (E) biết tâm sai e = 
1
2

. (E) cắt (C) tại 4 điểm 

phân biệt A, B, C, D sao cho AB song song với trục hoành và AB = 2BC.  
☺ Hướng dẫn giải. 

Gọi phương trình elip cần tìm có dạng 
2 2

2 2( ) : 1 ( 0, 0)x yE a b
a b

     

Ta có e = 
2

2 2 2 2 2 21 34 4(a ) (1)
2 4

c aa c a b b
a
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 Vì (E) và (C) đều nhận Ox, Oy làm các trục đối xứng và AB = 2BC nên giả sử 
B(2t; t) (t > 0) 

Thay tọa độ B vào phương trình (C) ta được: 2 1
5

t   

Thay vào phương trình (E) ta được: 2 2

4 1 5 (2)
a b

   

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình 

2
2 2

2
22

4 1 2565
15

643
54

a
a b

a bb

 
    

 
  

 

 

 Vậy phương trình elip cần tìm là
2 2

( ) : 1256 64
15 5

x yE    

 

Câu 15:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip 
2 2

( ) : 1
16 9
x yE   và đường thẳng d: 

3x + 4y – 12 = 0. Gọi các giao điểm của đường thẳng d và elip (E) là A, B. Tìm 
trên (E) điểm C sao cho tam giác ABC có diện tích bằng 6.  

☺ Hướng dẫn giải. 
 Ta có A, B là giao điểm giữa d và (E) nên thỏa hệ: 

2 2

4, 01
16 9 0, 33 4 12 0

x y x y
x yx y


  

 
    

 

Do đó A(4; 0), B(0; 3) hay A(0; 3), B(4; 0). Suy ra AB  = 5. 

Gọi 
2 2

( ; ) ( ) 1 (1)
16 9
a bC a b E     .  

Mặt khác 
1 1 | 3a 4b 12 |. ( ; ) . ( ; ) 6
2 2 2ABCS AB d C AB AB d C d  

     

 Suy ra 
4 3 24

| 4 3 12 | 12
4 3 0

a b
a b

a b
 

    
 

 (I) 

 Từ (1) và (2) ta tìm được: 
3 32 2; 2 2;
2 2

C hay C   
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Câu 16: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip (E) thỏa mãn khoảng cách giữa hai 

đường chuẩn của (E) bằng 
8
3

 , điểm M có hoành độ dương thuộc (E) sao cho 

độ lớn 2 bán kinh qua tiêu là 
5
2

 và 
3
2

. Tìm tọa độ điểm M và viết phương trình 

chính tắc của (E). 
☺ Hướng dẫn giải. 

Gọi phương trình elip cần tìm có dạng 
2 2

2 2( ) : 1 ( 0, 0)x yE a b
a b

     

Khi đó phương trình của hai đường chuẩn là 1 2: x ; : xa a
e e


     

Suy ra 
2

1 2
8 8 4( ; ) 2 (1)
3 3 3

a ad
e c

        

Bán kinh qua tiêu của M thuộc (E) là: 

5
22 (2)
13

2

M

M
M

ca x aa
cxca x

a


  

 
  



 

Từ (1) và (2) ta tìm được: 
1 332, 3 1,

63M Ma c b x y 
        

Vậy phương trình elip cần tìm là 
2 2

( ) : 1
4 1
x yE   và 

1 33;
63

M
 
  
 

 

 
Câu 17:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng d: 2x + y + 3 = 0 và elip 

2 2

( ) : 1
4 1
x yE   . Viết phương trình đường thẳng d’ vuông góc d và cắt (E) tại 

hai điểm A, B sao cho diện tích tam giác OAB bằng 1. 
☺ Hướng dẫn giải. 

 Vì d’ vuông góc nên d’ có dạng: d’: x + 2y – m = 0. Khi đó tọa độ A, B là 
nghiệm của hệ:  

2
2 22

2 0 2
8 4 4 0 (1)1

4

x y m x m y
x y my my

  
 

 
     



 

 d’ cắt (E) tại hai điểm phân biệt A, B suy ra phương trình (1) có 2 nghiệm 
phân biệt 
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 Suy ra 232 4 0 2 2 2 2m m         

 Khi đó gọi a, b lần lượt 2 nghiệm của phương trình (1).  

 Theo hệ thức Vi-et ta có: 2
2

4
8

ma b

mab


 


 



 

 Ta đươc tọa độ (2 ; ), (2 ; )A a m a B b m b   và  

  
2

2 2 2 5(8 )5( ) 5 ( ) 4
4

mAB b a a b ab 
         

 Mặt khác, 
| | 1( ; ) ( ; ') ( ; ). 1 2 ( )

25 OAB
md O AB d O d S d O AB AB m tm          

 Vậy có hai đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là: 
2 2 0
2 2 0

x y
x y
  


  

 

 
Câu 18:Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C) có phương trình 

2 2 9x y   . Lập phương trình chính tắc của elip có tam sai 
1
3

e   . Biết (E) 

cắt (C) tại 4 điểm phân biệt A, B, C, D sao cho AB song song trục hoành và   
AB = 3BC. 

☺ Hướng dẫn giải. 

Gọi phương trình elip cần tìm có dạng 
2 2

2 2( ) : 1 ( 0, 0)x yE a b
a b

     

Ta có e = 
2

2 2 2 2 2 21 89 9(a ) (1)
3 9

c aa c a b b
a

         

Vì (E) và (C) đều nhận Ox, Oy làm các trục đối xứng nên ABCD là hình chữ nhật. 
Giả sử A(x; y( vì AB song song với Ox nên B(-x; y), C(-x;-y), D(x; -y). 

 Ta có AB = 3BC 2 2 2 2| | 3 | | 9 9 0 (2)x y x y x y       . 

 Lại có A, B, C, D thuộc đường tròn (C) nên ta có 2 2 9 (3)x y  .  

 Từ (2) và (3) suy ra 2 281 9;
10 10

x y   

 Và tọa độ các điểm này thuộc (E) nên ta lại có: 2 2

81 9 10 (4)
a b
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Từ (1) và (4) ta có hệ phương trình 

2
2 2

2
22

81 9 72910
80

818
109

a
a b

a bb

 
    

 
  

 

 

Vậy phương trình elip cần tìm là
2 2

( ) : 1729 81
80 10

x yE    
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CHỦ ĐỀ  2.5:  

CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾ N MAX – MIN 

CỰC TRỊ  HÌNH HỌC TRONG MẶT PHẲNG OXY 
Không chỉ riêng các bài toán bất đẳng thức hóc búa bên đại số, các bài 

toán tìm cực trị bên giải tích mà ở hình học cũng bắt gặp vô số các bài toán 
max – min cực trị liên quan giữa các đối tượng như điểm, đường thẳng, đường 
tròn và các đường conic trong quá trình xét vị trí tương đối giữa chúng.  

Trong quá trình tìm hiểu, tiếp cận và giải các bài toán liên quan đến max – 
min cực trị hình học trong mặt phẳng Oxy, ta bắt gặp một số câu hỏi sau :  

Các giá trị lớn nhất và nhỏ nhất có tồn tại không ? Vì sao ? 
Ta có thể tiếp cận bài toán trên dựa trên các hướng nào ?  
Liệu rằng có một nguyên tắc chung, một thuật toán chung nào đó cho 

việc giải các bài toán trên không ? 
Giả sử các bài toán hình học được giải dựa trên hai con đường chính là 

sử dụng công cụ của Đại Số và Giải Tích thì ngược lại ta có thể ứng dụng các 
tính chất cực trị trong hình học để giải các bài toán tìm giá trị lớn nhất – nhỏ 
nhất không ? Và làm như thế nào ? 

Trong chủ đề cuối của chương 2 này, chúng ta sẽ tìm ra các câu trả lời cho 
những câu hỏi trên và cũng là để giải quyết một phần nào đó những khó khăn 
trong việc giải các bài toán trên của bạn đọc. 

PHẦN 2.5.1: 
CỞ SỞ CỦA PHƯƠNG PHÁP TIẾP CẬN VÀ CÁC KIẾN THỨC CẦN 
ÁP DỤNG. 

Trong phần này, tác giả tập trung trình bày và giới thiệu một số kiến thức 
và tính chất đặc biệt quan trọng làm cơ sở cho phương pháp để giới thiệu ở các 
phần sau. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

1. Định nghĩa giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất.
Cho hàm số  f x  xác định trên tập D

►Giá trị M được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số  f x  trên D nếu

( )
max ( )

: ( )
,

x D
o o

f x M x D
M f x

x D f x M 

 


 






►Giá trị m được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số  f x  trên D nếu

( )
min ( )

: ( )
,

x D
o o

f x m x D
m f x

x D f x m 
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Lưu ý: Đối với hàm hai biến, ba biến…ta cũng có định nghĩa tương tự. 
►Nếu hàm số  y f x  liên tục trên đoạn  ;a b  thì hàm số tồn tại giá trị lớn

nhất, giá trị nhỏ nhất trên đoạn  ;a b .

2. Các bất đẳng thức cơ bản thường dùng.
►Bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân (AM–GM).

 Cho n số không âm: 1 2, ,..., na a a . Khi đó ta có:

1 2
1 2

, ... . ...n
n

a a a n a a a
n

  


 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 1 2 ... na a a   . 

►Bất đẳng thức Bunyakovsky.
 Cho hai bộ n số: 1 2 1 2, ,..., ; , ,...,n na a a b b b khi đó ta có bất đẳng thức: 

    
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2. . ... . ... ...n n n na b a b a b a a a b b b         

 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 1 2

1 2

... n

n

aa a
b b b
   với quy ước nếu một số 

( 1, )ib i n nào đó bằng 0 thì tương ứng ia bằng 0.

 Hệ quả của bất đẳng trên, ta có: 2 2 2 2( )( ) (4 )a b c d abcd    . 
►Bất đẳng thức Véctơ.

 Cho hai vecto ,a b  nằm trong mặt phẳng Oxy.

Khi đó ta có:  a b a b a b      .

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a  cùng phương * :b k R a kb hay   một 

trong hai vecto bằng 0

Tổng quát
1 1

( 1, )
n n

i i
i i

a a n n
 

  

 Cho hai vecto ,u v  nằm trong mặt phẳng Oxy.

Khi đó ta có:  . . .u v u v u v    .

Dấu bằng bên trái xảy ra khi ,u v  ngược hướng hoặc 0u   hoặc 0v  .

Dấu bằng bên phải xảy ra khi ,u v  cùng hướng hoặc 0u   hoặc 0v  .
►Bất đẳng thức tam giác.
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 Với ba điểm bất kì A, B, C ta luôn có:  

AB AC BC  . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A nằm trong đoạn BC.( Tổng 
độ dài hai cạnh bất kì trong một tam giác luôn lớn hơn hoặc bằng cạnh thứ ba). 

AB AC BC  . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A nằm trên đường thẳng BC 

và nằm ngoài đoạn BC. (Hiệu độ dài hai cạnh bất kì trong một tam giác luôn 
nhỏ hơn hoặc bằng cạnh thứ ba). 

 Tổng quát: trong tất cả các đường gấp khúc nối 2 điểm A, B cho trước thì đoạn 
thẳng AB có độ dài nhỏ nhất. 

 ►Bất đẳng thức về lũy thừa bậc hai. 
 Các bất đẳng thức về lũy thừa bậc hai được sử dụng dưới dạng : 

2 20 0A hay A    

 Do đó với m là hằng số, ta có: 
2

2

min 0
max 0

f A m m f m A
f A M M f M A

       


       
 

 ►Bất đẳng thức về lượng giác. 
 Các bất đẳng thức quen thuộc trong lượng giác thường sử dụng là:  

sin 1, cos 1x x   

 Cho trước n góc 1 20 ;0 , ,..., na a a    ta có các bất đẳng thức sau: 

sin tan     
1

1
sin sin

n
n

ii
i

i
n

n


 






  1

1

sin sin

nn
n

ii
i

i n


 



 
 
 
 


  

 Cho trước n góc 1 20 ; ;...;
2n


     ta có các bất đẳng thức sau: 

11

1
cos cos

n
n

i
i

i
n

n


 






  1

1

cos cos

nn
n

ii
i

i n


 



 
 
 
 


  

 

 Cho tam giác ABC ta có:  
3cos cos cos
2

A B C  
 

3 3cos cos cos
2 2 2 2
A B C
  

 
2 2 2 3cos cos cos

4
A B C  

 
2 2 2 9cos cos cos

2 2 2 4
A B C
     

1cos cos cos
8

A B C   
3 3cos cos cos

2 2 2 8
A B C
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3cos 2 cos 2 cos 2
2

A B C     1 1 1 2 3
cos cos cos

2 2 2
A B C     

3. Các tính chất cực trị hình học thường dùng. 
 ► Quan hệ giữa đường vuông góc, đường xiên và hình chiếu . 
 Trong các đoạn thẳng nối một điểm đến một đường thẳng, đoạn vuông góc với 

đoạn thẳng có độ dài ngắn nhất. 
Ví dụ:ABC vuông tại A (có thể suy biến thành đoạn thẳng) thì cạnh huyền lớn 

hơn hoặc bằng cạnh góc vuông ) . AB BC  và dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
A C ( Hình 1) 

 Trong hai đường xiên kẻ từ một điểm đến một đường thẳng, đường xiên nào có 
hình chiếu lớn hơn thì lớn hơn và ngược lại. 

Ví dụ:ABC vuông tại A có đường cao AH thì AH AB dấu bằng xảy ra khi 
B H . (Hình 2) 
Đặc biệt, nếu AB AC HB HC    

 Cho A, K thuộc đường thẳng a và B, H thuộc đường thẳng b. Khi đó: 
HK a HK AB   , dấu bằng xảy ra khi và chỉ A ≡ K và B ≡ H. (Hình 3) 

 
 ►Sử dụng các bất đẳng thức trong đường tròn. 
 Trong một đường tròn đường kính có độ dài lớn nhất: trong hình 4, AB là 

đường kính, CD là dây cung bất kỳ nên ta luôn có CD AB  
 Trong một đường tròn, nếu dây cung này lớn hơn dây cung kia thì khoảng cách 

từ tâm đến hai cung tương ứng lớn hơn và ngược lại: trong hình 5, OH, OK lần 
lượt là khoảng cách từ tâm đến dây cung AB và CD do đó ta luôn có: 
AB CD OH OK    

 Trong một đường tròn, nếu cung AB lớn hơn cung CD thì góc ở tâm chắn cung 
AB cũng nhỏ hơn góc ở tâm chắn cung CD và ngược lại. (tương tự với góc nội 
tiếp và độ dài cung). (xem hình 6). 
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4. Vị trí tương đối giữa các đối tượng hình học trong mặt phẳng tọa độ (điểm, 

đường thẳng, đường tròn, các đường conic, …). 
 ►Điểm đối với đường thẳng, đường tròn và đường Conic. 
 Điểm và đường thẳng 

Giả sử điểm ( ; ), ( ; )A A B BA x y B x y  và đường thẳng : 0d ax by c   . 

Khi đó, 
0
0

A A

B B

A d ax by c
B d ax by c
    


    

 

Đặc biệt, A và B cùng phía so với đường thẳng d 

   0A A B Bax by c ax by c       
Đồng thời, A và B trái phía so với đường thẳng d 

   0A A B Bax by c ax by c       

 Điểm và đường tròn 
Giả sử đường tròn (C) tâm I(a; b), bán kính R và có phương trình  

2 2 2( ) : ( ) ( )C x a y b R    . 

 A nằm ngoài (C) khi IA > R 2 2 2( ) ( )A Ax a y b R       

 A nằm trong (C) khi IA < R 2 2 2( ) ( )A Ax a y b R      
 A thuộc (C)khi IA = R 2 2 2( ) ( )A Ax a y b R      
 Điểm và đường conic. 

 Giả sử elip (E) có phương trình
2 2

2 2( ) : 1x yE
a b

   

A nằm ngoài (E) A nằm trong (E) A thuộc đường (E) 
2 2

2 2 1A Ax y
a b

    
2 2

2 2 1A Ax y
a b

    
2 2

2 2 1A Ax y
a b

    

 ►Đường thẳng với đường thẳng, đường tròn. 
 Đường thẳng và đường thẳng 
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 Giả sử 1 2,d d  là hai đường thẳng lần lượt có phương trình  

  
1 1 1 1

2 2 2 2
2 2 2 2
1 1 2 2

: a 0
: a 0

a 0, 0)

d x b y c
d x b y c

b a b

   


  


   

 

 Khi đó, giải hệ phương trình 1 1 1 1

2 2 2 2

: a 0
( )

: a 0
d x b y c

I
d x b y c

  


    
 

Hệ (I) có duy nhất 1 
nghiệm 

Hệ (I) vô nghiệm Hệ (I) có vô số nghiệm 

1 2 2 1 0a b a b    1 2 2 1

1 2 2 1

0
0

a b a b
b c b c

 
 

 
 1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 2 1

a b a b b c b c
b c b c c a c a

  
 

  
 

d1 và d2 cắt nhau. d1 và d2 song song. d1 và d2 trùng nhau 
 

 Đường thẳng và đường tròn. 
 Giả sử đường tròn (C) tâm I(a; b), bán kính R và có phương trình  
  2 2 2( ) : ( ) ( )C x a y b R    . 
 Và đường thẳng : 0ax by c     

() cắt (C) tại hai điểm 
phân biệt. 

() tiếp xúc với (C) tại 
A 

() không cắt (C). 
 

( ; ) Rd I    ( ; ) R IAd I     ( ; ) Rd I    
 

 ►Đường tròn và đường tròn. 
  Cho hai đường tròn (C1) và (C2) có tâm và bán kính lần lượt là I1, R1, I2, R2. 

Ta có: 
  ● I1I2< R1 + R2 (C1) và (C2) ở ngoài nhau  Có 4 tiếp tuyến chung.  
  ● I1I2 = R1 + R2 (C1) và (C2) tiếp xúc ngoài Có 3 tiếp tuyến chung.                                                                                    
  ● |R1 – R2| < I1I2< R1 + R2 (C1) và (C2) cắt nhau tại hai điểm  Có 2 tiếp 

tuyến chung.         
  ● I1I2 = |R1– R2|(C1) và (C2)tiếp xúc trong  Có 1 tiếp tuyến chung.                 
  ● I1I2<|R1– R2| (C1) và (C2) ở trong nhau  không có tiếp tuyến chung.    
 
PHẦN 2.5.2:  
 MỘT SỐ BÀI TOÁN MINH HỌA CHO VIỆC SỬ DỤNG TÍNH CHẤT 

HÌNH HỌC THUẦN TÚY. 
  Việc sử dụng bất đẳng thức, phương pháp hàm số để giải các bài toán max – 

min hình học từ lâu đã không còn xa lạ với bạn đọc. Tuy nhiên, ở một góc độ 
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khác, hình học được giải bằng chính công cụ của hình học bao giờ cũng mang 
đến cho những lời giải đẹp. Để hình thành cho bạn đọc một số ý tưởng, các 
dạng toán thường gặp, tác giả trình bày một số bài toán minh họa cho việc sự 
dụng tính chất hình học thuần túy nhằm mục đích giới thiệu ở phần tiếp theo 
đây. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

 
BÀI TOÁN 1.Trong các hình bình hành có hai đường chéo bằng 6 cm và 8 cm 

,hình nào có diện tích lớn nhất ? Tính diện tích lớn nhất đó. 
 

☺ Hướng dẫn giải. 

 
 * Xét hình bình hành ABCD có AC = 8 cm; BD = 6 cm ( hình 1) 
 * Gọi O là giao điểm hai đường chéo. Kẻ BH  AC. 
 Ta có : SABCD = 2SABC  = AC.BH 
 * Ta có AC = 8cm, BH ≤ BO = 3cm. Do đó :SABCD  ≤ 8.3 = 24 (cm2) 
 * SABCD  = 24 cm2 BH ≡ BO  H ≡ O  BD AC. 
 Vậy max SABCD = 24 cm2 . Khi đó hình bình hành ABCD là hình thoi (hình 2) có 

diện tích 24cm2. 
 
BÀI TOÁN 2.Cho hình vuông ABCD . Trên các cạnh AB,BC ,CD,DA ta lấy theo 

thứ tự các điểm E,F,G,H sao cho AE = BF = CG = DH . Xác định vị trí của các 
điểm E, F,G,H sao cho tứ giác EFGH có chu vi nhỏ nhất . 

☺ Hướng dẫn giải. 
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 * Ta có: HAE = EBF = FCG = GHD HE = EF = FG = GH  EFGH là 
hình thoi . 

 * Mặt khác: AHE BEF 
0AHE AEH 90  

0BEF AEH 90   

 Suy ra 0HEF 90  EFGH là hình vuông  
 * Gọi O là giao điểm của AC và EG . Tứ giác AECG có AE = CG, AE //CG nên 

là hình bình hành suy ra O là trung điểm của AC và EG , do đó O là tâm của cả 
hai hình vuông ABCD và EFGH. 

 * HOE vuông cân : HE2 = 2OE2 HE = OE 2 . 

Chu vi EFGH = 4HE = 4 2 OE . Do đó chu vi EFGH nhỏ nhất  OE nhỏ nhất  
Kẻ OK AB    OE ≥OK ( OK không đổi ). OE = OK  E ≡ K 
Do đó  minOE = OK. 

 Vậy chu vi tứ giác EFGH nhỏ nhất khi và chỉ khi E, F, G, H là trung điểm 
của AB, BC, CD, DA. 

 
BÀI TOÁN 3.Cho hai đường tròn (O) và (O’) cắt nhau ở A và B . một cát tuyến 

chung bất kỳ CBD (B nằm giữa C và D) cắt các đường tròn (O) và (O’) tại C và 
D . Xác định vị trí của cát tuyến CBD để ACD có chu vi lớn nhất. 

☺ Hướng dẫn giải. 

 * sđC  =
1
2

sđ AmB  ; 

sđ D  =
1
2

sđ AnB  

  số đo các góc ACD 
không đổi  

 ACD có chu vi lớn 
nhất khi một cạnh của 
nó lớn nhất , chẳng hạn 
AC là lớn nhất. 

 AC là dây của đường 
tròn (O) , do đó AC lớn 
nhất khi  AC là đường kính của đường tròn (O), khi đó AD là đường kính của 
đường tròn (O’). Cát tuyến CBD ở vị trí C’BD’ vuông góc với dây chung AB. 

 
BÀI TOÁN 4.Cho đường tròn (O) và một điểm P nằm trong đường tròn . Xác định 

dây AB đi qua P sao cho góc OAB  có giá trị lớn nhất . 
☺ Hướng dẫn giải. 

h.3 

A 

B 

C 

D 

D’ C’ 

O O’ n m 
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 * Xét tam giác cân OAB , góc ở đáy 

OAB  lớn nhất nếu góc ở đỉnh OAB  

nhỏ nhất .
1AOB
2

 sđ AB  

 * Góc OAB  nhỏ nhất  Cung AB  
nhỏ nhất   dây AB nhỏ nhất  

  Khoảng cách đến tâm OH lớn nhất. 
 * Ta có OH ≤ OP . OH =OP  
  H ≡ P  nên max OH = OP  AB  OP  
 * Suy ra dây AB phải xác định là dây A’B’ vuông góc với OP tại P . 
 
BÀI TOÁN 5.Chứng minh rằng trong các tam giác cân có cùng diện tích tam giác 

có cạnh đáy nhỏ hơnlà tam giác có góc ở đỉnh nhỏ hơn. 
☺ Hướng dẫn giải. 

*  Xét các  tam giác ABC cân tại 
A có cùng diện tích S. Kẻ 

đường cao AH . Đặt BAC  =  
* AHC vuông tại H, ta có: 

HAC
2


 . 

 Và AH = HC.cotg
2


  

             =
1
2

BC.cotg
2


 

*  Do đó : S = 
1
2

BC.AH = 
1
2

BC.
1
2

BC.cotg
2


 =
1
4

BC2cotg
2


 

*  Suy ra BC = 
4S 2 S.t g

2cot g
2





 

 Do S không đổi nên :BC nhỏ nhất  tg
2


 nhỏ nhất  
2


 nhỏ nhất  nhỏ 

nhất  BAC  nhỏ nhất  
 
BÀI TOÁN 6.Cho hai đường tròn (O) 

và (O’) tiếp xúc ngoài tại A .Qua 

O 

A B P P H 

A’ 

B’ 

A’ 
h.4 

) 

h.5 

A 

B C H 

  
rR

ED
C

B

A O'O
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A vẽ hai tia vuông góc với nhau , 
chúng cắt các đường tròn (O) , 
(O’) lần lượt tại B và C. Xác định 
vị trí của các tia đó để  ABC  có 
diện tích lớn nhất . 

☺ Hướng dẫn giải. 
*  Kẻ OD  AB ; O’E  AC ta có: 

 SABC  = 
1
2

AB.AC =
1
2

.2AD.2AE= 2.AD.AE 

*  Đặt OA =R ; O’A = r ; 'AOD O AE    
Ta có:AD = R sin  ; AE = r cos SABC  = Rr. 2sin .cos 
Mặt khác, 2sin .cos  sin2 + cos2 =1SABC   Rr 

*  Do đó : max SABC  = Rr    sin = cos  sin = sin( 900 )   = 
900 = 450. 

*  Vậy nếu ta vẽ các tia AB,AC lần lượt tạo với các tia AO, AO’ thành các góc 

' 0OAB O AC 45  thì  ABC có diện tích lớn nhất . 
 
BÀI TOÁN 7.Cho đường tròn (O; R), dây BC cố định. Tìm vị trí của A trên cung 

lớn BC để tam giác ABC có chu vi lớn nhất. 
☺ Hướng dẫn giải. 

 * BC cố định nên góc CAB không đổi, độ 
dài BC không đổi. Chu vi tam giác ABC chỉ 
còn phụ thuộc vào AB + AC. 

 * Trên tia đối của tia AB lấy D sao cho AC 
= AD vậy chu vi của tam giác ABC phụ 
thuộc vào độ dài của BD. 

 * Hơn nữa góc CDB cũng không đổi hay 

BD là dây của cung chứa góc 
2
1 A dựng 

trên BC 
 *Vậy BD lớn nhất bằng đường kính của 

cung chứa góc 
2
1 A dựng trên BC khi và chỉ khi A là điểm chính giữa của 

cung lớn BC   
 

D

O

BC

A
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BÀI TOÁN 8.Cho đường tròn (O; R) với dây AB cố định sao cho khoảng cách từ 

O tới AB bằng 
2
R . Gọi H là trung điểm của AB, tia HO cắt đường tròn (O; R) 

tại C. Trên cung nhỏ AB lấy M tùy ý ( khác A, B). Đường thẳng qua A và song 
song với MB cắt CM tại I. Dậy CM cắt dây Ab tại K 
a. So sánh góc AIM với góc ACB. 

b. Chứng minh: .
MK

1
MB

1
MA

1
  

c. Gọi R1, R2 lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác MAK và tam 
giác MBK, hãy xác định vị trí của điểm M trên cung nhỏ AB để tích R1.R2 đạt 
giá trị lớn nhất. 
 

►Phân tích và gợi ý: 

a) OH= R
2
1

=> Nhận xét quan hệ giữa dây và 

và sđ cung căng dây ( Sđ cung AB = 1200) 
 Từ đó tìm được quan hệ giữa hai góc AIM 

và ACB.                                                              
b) Thường chuyển về tỉ số các đoạn thẳng 

 ( Cần chứng minh 1
MB
MK

MA
MK

 ) 

 Tìm cách quy đồng mẫu vế trái bằng cách 
chỉ ra các tam giác đồng dạng? 

 Tam giác chứa hai cạnh MK, MA đồng 
dạng với tam giác nào? tam giác chứa hai cạnh MK, MB đồng dạng với tam 
giác nào? 

 (Tam giác MKA và tam giác MBC đồng dạng 
MC
MB

MA
MK

 , tam giác MKB 

và tam giác MAC đồng dạng 
MC
MA

MB
MK

  

 Vậy 
MC

MBMA
MB
MK

MA
MK 


 
do đó ta phải chứng minh MA+MB = MC 

c)  Để tìm giá trị lớn nhát của tích R1.R2, ta tìm mối liên hệ của tổng R1+R2 với các 
yếu tố không đổi của bài toán 

 Để ý hai tam giác AMK, BMK có hai góc AMK, BMK không đổi (= 600), tổng 

hai cạnh đối diện không đổi. ( dùng công thức 
Asin2

aR  ) 

☺ Hướng dẫn giải. 

K
I

C

B

A

HO

M
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 Xét tam giác AOH có CosO = 01 60
2

OH AOH
OA

    

 
000 60ACB120AB cung sđ120AOB   

 Tam giác ABC có đường cao CH đồng thời là trung tuyến. Vậy tam giác ABC 
đều => 060ACB   
AI // MB => góc AIM = góc CMB =  góc CAB = 600 
Vậy góc AIM = góc ACB. 

 Tam giác AIM đều ( có hai góc bằng 600 ) => AM = MI. 
MB CIc)-g-(c AMBAIC   

 MKA và MBC  đồng dạng nên
MC
MB

MA
MK

  

 MKB và  MAC đồng dạng nên
MK MA
MB MC

  

Vậy: 1
MC

MAMB
MC
MA

MC
MB

MB
MK

MA
MK




 hay  .
MK

1
MB

1
MA

1
  

 Áp dụng định lý hàm sin ta có: 

Trong tam giác AKM: 
3

AK
60sin2

AK
Msin2

AKR 01   

Trong tam giác BKM:
3

BK
60sin2

BK
Msin2

BKR 02   

Áp dụng bất đẳng thức Cosi cho 2 số không âm R1, R2 có: 

 
hs

2
R

32
R3

32
BKAK

2
RRRR 21

21 





 dấu bằng khi R1=R2 

  AK = BK  M là điểm chính giữa của cung AB. 

 Vậy R1R2 max = 
4

2R
 khi M là điểm chính giữa của cung AB. 

 
BÀI TOÁN 9.Cho tam giác đều ABC, E là một điểm trên cạnh AC ( E khác A), K 

là trung điểm của đoạn AE. Đường thẳng EF đi qua E và vuông góc với đường 
thẳng AB ( F thuộc AB) cắt đường thẳng đi qua C và vuông góc với đường 
thẳng BC tại D. Xác định vị trí của E sao cho đoạn KD có độ dài nhỏ nhất. 

►Phân tích và gợi ý: 
 Khai thác Tam giác ABC đều, tam giác AEF vuông, K là trung điểm AE, góc 

DCB vuông. 
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 Do đó,5 điểm B, C, D, K, F cùng thuộc một đường tròn => KD là một dây cung 
.  

 Vìsđ cung DK không đổi. Do đó: KD nhỏ nhất  bán kính nhỏ nhất. 
☺ Hướng dẫn giải. 

* Tam giác AEF vuông tại F, góc A = 600, 
FK là trung tuyến ứng với cạnh huyền 
=> Tam giác AKF đều => góc FKC = 
1200. Vậy Tứ giác BCKF nội tiếp. 

*  Tứ giác BCDF có góc F = góc C = 900. 
Vậy Tứ giác BCDF nội tiếp hay 5 
điểm B, C, D, K, F cùng thuộc một 
đường tròn đường kính BD. 

*  sđ cung DK = 2 góc DFK = 600  

  KD = 
2
1

 DB CB
2
1

  dấu bằng 

khi E trùng với C 

*  Vậy KD min = CB
2
1

 khi E C. 

 
BÀI TOÁN 10. Cho tam giác ABC cân ở B có góc ABC bằng β, O là trung điểm 

của cạnh AC, K là chân đường vuông góc hạ từ O xuống cạnh AB, (ω) là đường 
tròn tâm O bán kính OK. E là một điểm thay đổi trên cạnh BA sao cho góc 
AOE bằng α (200 <α< 900). F là điểm trên cạnh BC sao cho EF tiếp xúc với (ω). 
Tìm α để AE + CF nhỏ nhất. 

►Phân tích và gợi ý: Để Tìm giá trị nhỏ nhất của tổng, ta đi chứng minh tích 
không đổi.Nhận xét quan hệ của hai tam giác AEO và OEF ?(Sử dụng tính chất 
tiếp tuyến, tổng các góc của tứ giác, tam 
giác) 

☺ Hướng dẫn giải. 
*  Trong tam giác OEF: 

0

0

180
1 1180
2 2

EOF OEF OFE

AEF CFE

   

    
 

*  Trong tứ giác AEFC: 

 
0 0

0

360 ( ) 180

90
2

AEF AFE
A C

EOF





 

     

  

 

F

D

K

C

A B

E

F

K

O C

B

A

E
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*  Tam giác ABC cân tại B:  

 0 01 (180 ) 90
2 2

A C 
        

 Vậy EOF = A = C.  
 Suy ra:  
 Tam giác AEO và tam giác OEF đồng dạng, 
 Tam giác OEF và tam giác COF đồng dạng 
 Vậy tam giác AEO và tam giác COF đồng dạng. 

*  hsCO.AOCF.AE
CF
CO

AO
AE


 

 

 Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

 hsCO.AO2AF.AE2CFAE   dấu bằng khi và chỉ khi AE = CF  
 Suy ra tam giác OEF cân tại O  tam giác AEO cân tại A  

 Suy raAOE = 
4
145)

2
190(

2
190A

2
190 0000  

 Vậy khi AOE = 
4
1450  thì AE + CF nhỏ nhất 

 
PHẦN 2.5.3:  
 NGUYÊN TẮC CHUNG VÀ CÁC CÁCH TIẾP CẬN KHI GIẢI BÀI 

TOÁN MAX – MIN TRONG TỌA ĐỘ OXY. 
  Sau khi đã giới thiệu các cơ sở, các kiến thức nền cần có, thì giờ là lúc ta 

xây dựng một nguyên tắc chung trong tiếp cận khi giải bài toán liên quan đến 
max – min cực trị trong hình học mặt phẳng tọa độ Oxy. Cụ thể có thể thực hiện 
như sau: 

Lưu ý: ở bước 2, có những bài toán mà ta có thể thực hiện bằng cả hai cách nên 
đó cũng là một cách giúp ta kiểm tra và khẳng định kết quả tìm được của cách 
này bằng cách khác. 

 
Nguyên tắc chung: 
 ♦ Bước 1: Xét vị trí tương đối giữa các đối tượng hình học. (xem phần 2.5.1) : 

đây là một bước chuẩn bị cực kỳ quan trọng không thể bỏ qua dù ta có giải bài 
toán theo cách này hay cách khác.  

 ♦ Bước 2: Chọn hướng đi cho bài toán:Sau quá trình phân tích các kiến thức 
cơ sở trên thì ta có thể chọn hướng giải quyết bài toán theo các cách sau: 

  – Cách 1: Tìm được biểu thức chứa biến cần đặt Max – min. 
  – Cách 2: Không tìm được biểu thức chứa biến cần đạt Max – min. 
  ♦ Bước 3: Ứng với các cách đã chọn, vận dụng các kiến thức liên quan để 

giải bài toán. 
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   – Ứng với cách 1: ta vận dụng phương pháp hàm số (đối với 1 biến) hoặc các 
Bất đẳng thức quen thuộc (đối với nhiều biến) để tìm giá trị cần đạt max – 
min. 

 – Ứng vớicách 2: ta vận dụng các tính chất hình học thuần túyđể tìm giá trị 
cần đặt max – min.  

  ♦ Bước 4: Kiểm tra lại các kết quả đã tìm được (nếu có) và đưa ra kết luận. 
  Sau đây tác giả sẽ lấy các bài toán minh họa cho các nguyên tắc chung trên, 

cũng như tổng quát hóa một số bài toán, Mời bạn đọc cùng theo dõi. 
 
BÀI TOÁN 1. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, chođường thẳng 

: 2 2 0x y     và tọa độ các điểm (0;6), (2;5)A B . Tìm tọa độ điểm M 
thuộc đường  sao cho : 

a. MA MB  nhỏ nhất. 
b. | |MA MB  lớn nhất. 

☺ Hướng dẫn giải. 
 Thay tọa độ A và B vào phương trình đường thẳng  ta có: 

  2 2 2 2 (0 12 2)(2 10 2) 60 0A A B Bx y x y           suy ra A và B 

cùng phía so với đường thẳng . 
a. MA MB  nhỏ nhất 
Cách 1: sử dụng tính chất hình học thuần túy (các bất đẳng thức trong tam 

giác). 

 
*  Gọi /A  là điểm đối xứng với A qua  . Ta có ' 'MA MB MA MB A B     

(bất đẳng thức tam giác) 
  Do đó 

   min min
' ' ' 'MA MB MA MB MA MB A B M A B          

  Khi đó: /AA : 2( 0) 1( 6) 0 2 6 0x y x y         

*  Gọi /AAH   . Tọa độ của H là nghiệm của hệ phương trình: 
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2 6 0 2

2;2
2 2 0 2

x y x
H

x y y
    

  
    

 

 Do H là trung điểm của /AA  nên ta có:  / 4; 2A  . Từ đó  / 2;7A B   .  

* Đường thẳng / : 7( 2) 2( 5) 0 7 2 24 0A B x y x y         
 Tọa độ điểm M cần tìm là nghiệm của hệ: 

 

11;2 2 0 11 194 ;
197 2 24 0 4 8.
8

xx y
M

x y y


     

    
      



 

       Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: 
11 19;
4 8

M  
 
 

 

Cách 2: sử dụng phương pháp hàm số 
*  Gọi : 2 2 0 (2 2; )M x y M m m      . 

 Ta có: 
2

2

(2 2; 6) 5 20 40

(2 4; 5) 5 26 41

AM m m AM m m

BM m m BM m m

       


      

 

*  Khi đó ta có: 2 25 20 40 5 26 41AM BM m m m m       . 

 Đặt 2 2( ) 5 20 40 5 26 41f m m m m m      . 

 Ta có: 
2 2

5 10 5 13'( )
5 20 40 5 26 41

m mf m
m m m m

 
 

   
.  

 Cho 2 2'( ) 0 (5 10) 5 26 41 (5 13) 5 20 40f m m m m m m m        

 

 

19
8

m   

*  Bảng biến thiên: 

m                                      
19
8

                                             

 /f m                           –                        0                          + 

 f m  

 

                                                                                    

53  
 

*  Dựa vào bảng biến thiên, ta suy ra  
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19 11 19min(MA MB) min ( ) 53 ;
8 4 8m R

f m m M


 
       

 
 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: 
11 19;
4 8

M  
 
 

 

Cách 3: sử dụng bất đẳng thức véctơ 
*  Gọi : 2 2 0 (2 2; )M x y M m m      . 

 Ta có: 
2

2

(2 2; 6) 5 20 40

(2 4; 5) 5 26 41

AM m m AM m m

BM m m BM m m

       


      

 

*  Khi đó ta có: 2 25 20 40 5 26 41AM BM m m m m       . 

 Suy ra 
2

2 13 36( 5 2 5) 20 5
55

AM BM m m 
       

 
. 

 Đặt   13 65 2 5;2 5 , 5;
5 5

u m v m 
    

 
 suy ra 

3 16;
5 5

u v  
   

 
 

*  Sử dụng bất đẳng thức 53u v u v MA MB      . Dấu bằng xảy ra 

khi và chỉ khi 

13 195 2 5 5
5 8

562 5
35

m k m m
u kv

kk

           
   

  
 

 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: 
11 19;
4 8

M  
 
 

 

b. | |MA MB  lớn nhất. 
*  Sử dụng kết quả câu a) ta có hai điểm ;A B  nằm về cùng phía so với   nên ta 

có đánh giá: MA MB AB  hằng số.  

 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ; ;M A B  thẳng hàng. 

* Ta có  2; 1AB    nên :1( 0) 2( 6) 0 2 12 0AB x y x y         
* Tọa độ của M là nghiệm của hệ phương trình:  

 
5;2 12 0 75;72 2 0 2.
2

xx y
M

x y y
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     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: 
75;
2

M  
 
 

 

■ Lời bình:Qua việc giải bài toán 1, ta rút ra được một số nhận xét sau: 
  Với cách 1 vận dụng để giải cho câu a và b thì ta thấy có thể tổng quát 

thành thuật toán như sau: 
►Bài toán tìm điểm M thuộc thỏa MA + MB nhỏ nhất. 
  + TH1:Nếu hai điểm A, B khác phía so với đường thẳng   thì điểm M cần tìm 

chính là giao điểm của đường thẳng   với đường thẳng AB. 
 + TH2:Nếu hai điểm A, B cùng phía so với đường thẳng  , khi đó ta thực hiện 

theo các bước sau: 
 Bước 1: Xác định điểm /A  là điểm đối xứng với A qua  . 
 Bước 2: Từ đánh giá: / /MA MB MA MB A B     hằng số. Dấu bằng 

xảy ra khi và chỉ khi / ; ;A M B  thẳng hàng. Nên ta đi viết phương trình đường 

thẳng /A B . 
 Bước 3: Điểm /M A B  . 
►Bài toán tìm điểm M thuộc thỏa |MA – MB| lớn nhất. 
  + TH1: Nếu hai điểm A; B mà nằm về hai phía so với   thì ta lại phải đi tìm 

điểm /A  đối xứng với A qua  . Sau đó ta sử dụng đánh giá: 
/ /MA MB MA MB A B      hằng số. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 

/, ,M A B  thẳng hàng. Từ đó tìm ra tọa độ của M.  /M A B   

 + TH2: Nếu hai điểm ;A B  nằm về cùng một phía so với   thì ta có ngay 

đánh giá: MA MB AB  hằng số. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 

; ;M A B  thẳng hàng. Do đó điểm M cần tìm là giao của AB  với   

  Với cách 2 và 3 đã vận dụng đung tinh thần của nguyên tắc chung là cố 
gắng tìm kiếm biểu thức chứa biến cần đạt max – min nhưng so với cách 1 
thì lời giải ở cách 2 có phần nặng nề và gây khó khăn khi giải quyết phương 
trình '( ) 0f m   hay phải vận dụng biến đối vài kỹ thuật đại số ở cách 3. 

 
BÀI TOÁN 2. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, cho đường thẳng 

: 2 2 0x y     và tọa độ các điểm (3;4), ( 1;2)A B  . Tìm tọa độ điểm M 
thuộc đường  sao cho : 

a. 2 22MA MB nhỏ nhất. 
b. 2 22MA MB  lớn nhất. 
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☺ Hướng dẫn giải. 

a. 2 22MA MB nhỏ nhất. 
 Cách 1: sử dụng phương pháp hàm số. 
*  Ta có : 2 2 0 (2 2; )M x y M m m       

 Ta có: 
2 2

2 2

(2 1; 4) 5 12 17

(2 3; 2) 5 8 13

AM m m AM m m

BM m m BM m m

       


      

 

*  Ta có: 2 2 22 15 4 43MA MB m m     

*  Đặt 2( ) 15 4 43,( )f m m m m R    .  

 Ta có: 2'( ) 30 4 0
15

f m m m 
    

 
*  Bảng biến thiên: 

m                                     
2

15


                                           

 /f m                          –                       0                         + 

 f m  

 

                                                                                     
641
15

 

 

*  Dựa vào bảng biến thiên, ta suy ra  

  2 2 641 2 26 2min( 2 ) min ( ) ;
15 15 15 15m R

MA MB f m m M


  
       

 
 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: 
26 2;
15 15

M  
 
 

 

Cách 2: sử dụng bất đẳng thức về lũy thừa bậc hai. 
*  Tương tự cách 1, ta có: 2 2 22 15 4 43MA MB m m     

* Do đó 
2

2 2 2 2 641 6412 (15 4 ) 43 15
15 1515

MA MB m m m 
        

 
 

*  Vậy  

  2 2

min

641 2 2 26 22 15 0 ;
15 15 15 1515

MA MB m m M  
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     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: 
26 2;
15 15

M  
 
 

. 

Cách 3: sử dụng điều kiện có nghiệm của phương trình bậc 2. 
*  Tương tự cách 1, ta có: 2 2 22 15 4 43MA MB m m     

*  Đặt 2 215 4 43 15 4 43 0 (*)y m m m m y        . Xem phương trình 
(*) có m là ẩn số và y là tham số. Ta có phương trình có nghiệm khi và chỉ khi  

 2 2

min

641 641' 4 15(43 ) 0 2
15 15

y y MA MB           

*  thay y = 641
15

 vào phương trình (*) 

 2 4 2 26 215 4 0 ;
15 15 15 15

m m m M  
        

 
 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: 
26 2;
15 15

M  
 
 

. 

 
b. 2 22MA MB lớn nhất. 
*  Tương tự câu a ta có: 2 2 22 5 28 9MA MB m m      

*  Đặt 2( ) 5 28 9,( )h m m m m R     .  

 Ta có: 
14'( ) 10 28 0
5

h m m m 
       

*  Tương tự ta lập bảng biến thiên và nhận xét:  

2 2 151 14 18 14max( 2 ) max ( ) ;
5 5 5 5m R

MA MB f m m M


   
       

 
 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: 
18 14;
5 5

M   
 
 

. 

■  Lời bình: bài toán trên có thể tổng quát lên là: “Cho n điểm ( 1,2,..., )iA i n  

và n số thực ia  . Tìm tọa độ điểm M trên đường thẳng : 0ax by c    sao 

cho 2

1

n

i i
i

S a MA


  đạt giá trị nhỏ nhất (hoặc lớn nhất). 
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 Với cách giải 1 (Lớp 12), có thể giải cho bài toán tổng quát, cách giải 2 và 3 thì 
với học sinh THCS (lớp 9) là bắt đầu có thể sử dụng không đòi hỏi quá nhiều 
kiến thức, chỉ là vận dụng một số phép biến đổi hằng đẳng thức liên quan. 

 
BÀI TOÁN 3. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, cho đường thẳng 

: 2 2 0x y     và tọa độ các điểm (3;4), ( 1;2), (0;1)A B C . Tìm tọa độ 

điểm M thuộc đường  sao cho : 2 3P MA MB MC    đạt giá trị nhỏ nhất. 

☺ Hướng dẫn giải. 
Cách 1: Tìm biểu thức chứa biến cần đạt max – min  
*  Ta có : 2 2 0 (2 2; )M x y M m m      . 
 Do đó, ta có:  

  

(1 2 ;4 )
2 3 (1 4 ;3 2 )( 2 3; 2)

( 2 2; 1)

MA m m
MA MB MC m mMB m m

MC m m

   


         


    

 

*  Mặt khác, 
2

2 2 120 20 10 20 5 5
2

P m m m 
       

 
 

*  Do đó, 2
min min

1 1 15 0 3;
2 2 2

P P m m M  
         

 
 

 Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: 
13;
2

M  
 
 

 

Cách 2: Vận dụng phương pháp véctơ. 
*  Ta có : 2 2 0 (2 2; )M x y M m m      . 
*  Gọi G là điểm thỏa mãn  

 

5
(3 ) 2( 1 ) 3(0 ) 0 22 3 0

4 2(2 ) 3(1 ) 0 3
2

G
G G G

G G G
G

xx x x
GA GB GC

y y y y


       

     
       



 

*  Xét 2 3 ( ) 2( ) 3( ) 2MA MB MC MG GA MG GB MG GC MG          

 (do 2 3 0GA GB GC   ) 

 Do đó ta có: min minmin min
2 3P MA MB MC MG MG      

*  Gọi K là hình chiếu vuông góc của G lên : 2 2 0x y    . Ta có: MG GK . 
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 Vì vậy minMG MG GK M K     
 M chính là của G lên : 2 2 0x y    . 

 Ta có : 2 0GK GK x y c      , GK qua 
5 3;
2 2

G  
 
 

 suy ra c = 13
2
  

 Suy ra GK: 4x + 2y – 13 = 0. 

 Khi đó M thỏa hệ 
34 2 13 0 13;12 2 0 2
2

xx y
M

x y y


     

    
      



 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: 
13;
2

M  
 
 

 

■ Lời bình:Bài toán trên ta có thể tổng quát lên là: “ Cho n điểm 
( 1,2,..., )iA i n  và n số thực ia  . Tìm tọa độ điểm M trên đường thẳng 

: 0ax by c    sao cho 
1

n

i i
i

S a MA


   đạt giá trị nhỏ nhất. 

  Với cách giải 1, chỉ cần bình phương “thoát căn bậc 2” là ta đã có thể vận 
dụng các kỹ thuật như dùng phương pháp hàm số, bất đẳng thức đối với lũy 
thừa bậc 2 để xử lý. 

  Với cách giải 2, là một sự kết hợp thú vị giữa véctơ và các tính chất hình 
học. Trong đó tính chất đường xiên luôn lớn hơn đường vuông góc đã được vận 
dụng một cách tốt. Ứng với bài toán đã được tổng quát ở trênvà vận dụng cách 
giải 2, ta có cách giải tổng quát là: 

 Gọi ( ; )I II x y  là điểm thỏa mãn  

 1 1 2 2
1

... 0 0
n

n n i i
i

a IA a IA a IA a IA


      . Khi đó: 

1 1 2 2
1 1

( ) ( ) ... ( )
n n

i i n n i
i i

S a MA a MI IA a MI IA a MI IA a MI
 

           

 Do đó S nhỏ nhất khi và chỉ khi MI nhỏ nhất, để giải tiếp ta có thể sử dụng cách 
1 hoặc làm như cách 2 trình bày. 

BÀI TOÁN 4. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, cho đường tròn 
2 2( ) : ( 2) ( 1) 5C x y     và đường thẳng : 2 10 0x y    và điểm A(2; 1). 

Tìm tọa độ điểm M thuộc (C) sao cho: 
a. Độ dài AM nhỏ nhất và lớn nhất. 
b. Khoảng cách từ M đến   nhỏ nhất và lớn nhất 

☺ Hướng dẫn giải. 
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 Đường tròn (C) có tâm I(–2; 1) và bán kính 5R  . Ta có: 
24 4 5IA R     . Do đó A nằm ngoài đường tròn (C).  

a. Độ dài AM nhỏ nhất và lớn nhất. 
Cách 1:sử dụng các tính chất hình học trong đường tròn. 

 
*  Kẻ đường kính CD qua A (D là điểm nằm giữa C và A).  
*  Ta có: min| | | |AM IA IM IA ID DA AM AD M D          

*  Lại có: maxAM IA IM IA IC AC AM AC M C          
*  Khi đó M là giao điểm giữa đường thẳng IA và đường tròn (C) nên tọa độ M 

thỏa hệ: 

2 2

: y 1 0 2 5; 1
( ) : ( 2) ( 1) 5 2 5; 1

IM x y
C x y x y

     
 

        

. 

 Tính độ dài AM ta suy ra tọa độ ( 2 5;1), ( 2 5;1)C D     

    Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: ( 2 5;1), ( 2 5;1)C D     

Cách 2:sử dụng phương pháp đại số 

*  Giả sử 2 2( ; ) ( ) ( 2) ( 1) 5 (*)M a b C a b       

*  Ta có: 2 2 2 2 2( 2) ( 1) ( 2) ( 1) 8 5 8AM a b a b a a            
*  Mặt khác:  

 2 2 2(*) ( 1) 5 ( 2) 4 1 0 2 5 2 5b a a a a                 

*  Do đó max min( 2 5;1), ( 2 5;1)AM D AM C       
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    Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: ( 2 5;1), ( 2 5;1)C D     

b. ( ; )d M  nhỏ nhất và lớn nhất. 

 Ta có: ( ; ) 5 2 5d I R     . Do đó    không cắt đường tròn (C).  
Cách 1:sử dụng bất đẳng thức Bunyakovsky 

*  Gọi 2 2( ; ) ( ) ( 2) ( 1) 5 (*)M a b C a b       

*  Xét khoảng cách 
| 2 10 | | ( 2) 2( 1) 10 |( ; )

5 5
a b a bd M      

    

 Theo bất đẳng thức Bunyakovsky, ta có:  

 
2 2 2( 2) 2( 1) (1 4). ( 2) ( 1) 5.5 25a b a b             

 Suy ra: 5 ( 2) 2( 1) 5 5 ( 2) 2( 1) 10 15a b a b              

 Do đó: 
( 2) 2( 1) 105 3 5 5 ( ; ) 3 5

5
a b d M   

       

*  Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi  

 
2 2

2 1 3 1
1 2

1 3( 2) ( 1) 5

a b a a
hay

b ba b

 
     

  
       

 

*  Tính khoảng cách từ M đến , ta kết luận max

min

( ; ) 3 5 ( 1;3)

( ; ) 5 ( 3; 1)

d M M

d M M

    


    

 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: max

min

( ; ) 3 5 ( 1;3)

( ; ) 5 ( 3; 1)

d M M

d M M

    


    

 

Cách 2:sử dụng lượng giác hóa tọa độ kết hợp Bất đẳng Bunyakovsky. 

*  Đặt 

2 cos
5
1 sin

5

x t

y t







 
  

 

Phương trình đường tròn tham số của đường tròn là 

  
2 5 cos

( 0;2 )
1 5 sin

x t
t

y t


   


 

 

*  ( ) ( 2 5 cost;1 5 sint)M C M     .  
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 Ta có: 
| 5 cos 2 5 sin 10 |( ; ) cos 2sin 2 5

5
t td M t t 

      

 Theo bất đẳng thức Bunyakovsky, ta có:  
2 2 2(cos 2sin ) (1 4)(cos sin ) 5 5 cos 2sin 5t t t t t t          . 

 Do đó: 5 cos 2sin 2 5 3 5 5 ( ; ) 3 5t t d M         

*  Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi  

 

1 2cos sin
cos sin 5 5tan 2

1 21 2 cos sin
5 5

t t
t t t

t t


  

   


   


 

*  Tính khoảng cách từ M đến , ta kết luận max

min

( ; ) 3 5 ( 1;3)

( ; ) 5 ( 3; 1)

d M M

d M M

    


    

 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: max

min

( ; ) 3 5 ( 1;3)

( ; ) 5 ( 3; 1)

d M M

d M M

    


    

 

Cách 3:sử dụng tính chất hình học thuần túy. 
*  Gọi PQ là đường kính vuông góc với đường thẳng   tại H. (P nằm giữa Q và H) 
*  Gọi K là hình chiếu của M trên (C) ta có: PH MK QH   

*  Suy ra max min( ; ) , ( ; )d M M Q d M M P       

*  Khi đó P, Q là giao điểm giữa đường PQ qua I vuông góc   và đường tròn (C) 
nên tọa độ P và Q thỏa 

2 2

PQ : 2 5 0 3; 1
( ) : ( 2) ( 1) 5 1; 3

x y x y
C x y x y

       
 

       
 

*  Tính khoảng cách từ M đến , ta kết luận max

min

( ; ) 3 5 ( 1;3)

( ; ) 5 ( 3; 1)

d M M

d M M

    


    

 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: max

min

( ; ) 3 5 ( 1;3)

( ; ) 5 ( 3; 1)

d M M

d M M

    


    

 

■  Lời bình:Cả 2 câu a và b chúng ta 
đều có thể sử dụng tính chất thuần 
túy hình học để giải và bao giờ cũng 
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cho lời giải ngắn gọn, quá trình tính 
toán nhẹ nhàng. 

 Đối với câu b, ứng với cả 3 cách giải 
ta đều có thể tìm được cách giải tổng 
quát, tuy nhiên xét về mặt nào đó thì 
cách 3 vẫn là tốt nhất.  

  “Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, 
cho đường tròn  

 2 2 2( ) : ( ) ( )C x a y b R     và 
đường thẳng   có phương trình 

0Ax By C    . 
  Tìm điểm M thuộc (C) sao cho 

khoảng cách từ M đến  đạt giá trị 
lớn nhất, nhỏ nhất. ”. 

 Sử dụng tính chất thuần túy hình học. (trường hợp   và (C) không cắt nhau) 
 Bước 1: Viết phương trình đường kính PQ qua I và vuông góc  . 
 Bước 2: Tìm giao điểm P và Q bằng cách giải hệ phương trình bao gồm PQ 

và (C). 
 Bước 3: Tính d[P; ]  và d[Q; ]  và kết luận max – min. 
  Lưu ý:Với trường hợp “  tiếp xúc (C) tại P ” thì  P chính là điểm mà khoảng 

cách đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó điểm Q là điểm đối xứng của P qua tâm I 
chính là điểm mà khoảng cách đạt giá trị lớn nhất 

  Với trường hợp “  cắt (C) tại M và N ” thì  M và N chính là hai điểm mà 
khoảng cách đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó để tìm giá trị lớn nhất của khoảng 
cách ta viết phương trình trung trực của MN cắt (C) tại hai điểm P và Q và giải 
tương tự như các bước đã làm ở cách 3. 

 
BÀI TOÁN 5. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, cho điểm M(2; 1). Đường 

thẳng qua M cắt Ox, Oy lần lượt tại      ;0 ; 0; ; 0; 0A a B b a b  . Tìm a, 
b sao cho 
a. Diện tích tam giác OAB đạt giá trị nhỏ nhất. 

b. 2 2

1 1P
OA OB

   đạt giá trị nhỏ nhất. 

c. OA + OB đạt giá trị nhỏ nhất. 
☺ Hướng dẫn giải. 

a. Diện tích tam giác OAB đạt giá trị nhỏ nhất 
Cách1: Vận dụng bất đẳng thức AM – GM.  
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 * Ta có AB là phương trình đoạn chắn 2 trục tọa độ nên có dạng: : 1x y
a b

   . 

 * Lại có  
2 1 1; 1M
a b

   . Mặt khác 
1 1. .
2 2OABS OAOB a b


   

 * Theo bất đẳng thức AM–GM ta có:  

   
2 1 2 22 1 2 8; 2ab
a b ab ab
       

 * Từ đó suy ra: 1 4
2OABS ab   . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi  2  xảy ra 

dấu bằng.  

 Khi đó kết hợp với  1  ta có hệ phương trình: 

2 1
4;

2 1 2.1

aa b
b

a b


 

 
  



 

Cách 2: Vận dụng phương pháp hàm số. 

 * Từ kết quả  1  ta rút ra: 
2 1 1

2
ab

a b a
   


.  

 Theo đề bài ra, do 0; 0 2b a a     

 * Từ đó:    
21 ; 2

2 2 4OAB
aS ab f a a
a    


 có  

  
 

   

2 2
/

2 2

2 . 2 4 2 2 8
2 4 2 4

a a a a af a
a a

  
 

 
 

 * Cho  
 

 
/

0
0 ( 2)

4

a ktm
f a do a

a tm

 
  



 

 * Lại có:  
2

2 2
lim lim

2 4a a

af a
a  

  


và  
2

lim lim
2 4a a

af a
a 

  


 

 Lập bảng biến thiên ta có: 
a  2                                               4                                              

 /f a                                                  0                          

 f a  
                                                                                      
 

 4f  
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 Suy ra:  min( ) min 4 4 2
2

OABS f a a b
a

     


 

b. 2 2

1 1P
OA OB

  đạt giá trị nhỏ nhất. 

Cách 1: Đổi biểu thức cần đạt Max – min và vận dụng tính chất hình học. 
*  Gọi H là chân đường cao hạ từ O xuống cạnh AB.  
 Theo hệ thức lượng trong tam giác vuông OAB ta có: 

  2 2 2 2

1 1 1 1
OA OB OH OM

    hằng số.  

 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi M H . Tức là OM AB  

*  Vậy ta có hệ phương trình: 
2 0 5

. 0
22 1 1 5.

a b aAB OM
M ba b

   
   

   
    

 

Cách 2: Vận dụng bất đẳng thức Bunyakovsky. 

*  Ta có: 
2 1 1M
a b

    

*  Theo bất đẳng thức Bunyakovsky, ta có:  
2

2 2
1 1 1 12. 1. 4 1 5
a b a b

   
       

   
 

 2 2

1 1 1
5a b

   . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 2a = b. 

*  Kết hợp với giả thiết ta có hệ phương trình: 
2 5

22 1 1 5.

b a a

ba b

 
 

 
   

 

c. OA + OB đạt giá trị nhỏ nhất. 
Tình huống1: Vận dụng sai bất đẳng thức AM – GM. 
*  Ta có  2 ; 3OA OB a b ab     (Theo bất đẳng thức AM–GM) 

*  Mặt khác  
2 1 21 2 8; 4ab
a b ab

      (Theo bất đẳng thức AM–GM) 

*  Từ đó suy ra: 2 8 4 2OA OB   . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi cả hai 
đánh giá    3 ; 4  cùng xảy ra dấu bằng. 

*  Điều đó tương đương với 2 1 1
2

a b

a b





 


Dễ nhận thấy hệ trên vô nghiệm.  

 Như vậy lời giải là sai! 
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Tình huống 2: Vận dụng phương pháp hàm số. 

*  Ta có OA OB a b   . Mặt khác 2 1 1
2

ab
a b a
   


. 

 Do 0; 0 2a b a     

*  Ta được  
2

2 2
a a aOA OB a f a

a a


    
 

 và  

  
  

   

2 2
/

2 2

2 1 2 4 2
2 2

a a a a a af a
a a

     
 

 
 

*  Ta có:  
 

 

/ 2
2 2

0 4 2 0
2 2

a ktm
f a a a

a tm

  
     
  

 

  
 

 

2

2 2

2

lim lim
2

lim lim
2

a a

a a

a af a
a
a af a
a

  

 

 
   


   

 

. 

 Ta có bảng biến thiên 
a 2                                     2 2                                          

 /f a                          –                      0                         + 

 f a  

 

                                                                                       

                                         3 2 2  

 Từ đó ta có kết luận:  
2 2;

min 3 2 2
2 1.

a
OA OB

b

  
    

 

 

■  Lời bình: Đến bài toán 5 này thì bạn đọc có vẻ đã tiếp nhận hầu hết các hướng 
giải quyết bài toán max – min. Mỗi cách giải đều có mặt ưu nhược điểm của nó. 
Đặc biệt trong lời giải câu c ở tinh huống thứ 1 đã chỉ ra 1 số sai lầm mà học 
sinh hay mắc phải trong quá trình vận dụng các kỹ thuật trên. Theo bạn đọc do 
đâu có những sai lầm đó ? 

 
BÀI TOÁN 6. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, cho điểm A(3; 1), đường tròn 

2 2( ) : ( 2) ( 3) 25C x y    . Viết phương trình đường thẳng   đi qua A, cắt 
(C) tại hai điểm phân biệt M, N sao cho  

a. Độ dài MN lớn nhất. 
b. Độ dài MN nhỏ nhất. 

☺ Hướng dẫn giải. 
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a. Độ dài MN lớn nhất 
*  Đường tròn (C) có tâm I(2; –3) và bán kính R = 5.  

 Ta có: 2 21 4 17 25IA R      suy ra điểm A nằm bên trong đường tròn. 
*  Ta có MN là dây cung của đường tròn (C) mà 2MN R  do đó MN có độ dài 

lớn nhất khi MN là đường kính. Do đó M, N chính là giao điểm giữa IA và 
đường tròn (C) 

*  Đường thẳng IA qua I(2; –3) nhận (1;4)IA   làm vecto chỉ phương có dạng là:  

2 3 4 11 0
1 4

x y x y 
      

*  Khi đó tọa độ M và N là nghiệm của hệ:  

 
2 2

34 5 17 51 20 17,( 2) ( 3) 25 17 17
4 11 0 34 5 17 51 20 17,

17 17

x yx y
x y

x y

   
     


     

 


 

     
 Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là:  

  34 5 17 51 20 17 34 5 17 51 20 17; , ;
17 17 17 17

M N
        
      
   

 

 
b. Độ dài MN nhỏ nhất 
*  Gọi H là trung điểm MN. Ta có IH IA  

*  Mặt khác 2 2 2 22 2 2 4 2MN MN IM IH R IA       .  
*  Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi  

 : 4 11 0 : 4 7 0H A hay IA x y x y            

*  Khi đó tọa độ M và N là nghiệm của hệ:  
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2 2

17 2 34 51 8 34,( 2) ( 3) 25 17 17
4 7 0 17 2 34 51 8 34,

17 17

y xx y
x y

y x

  
     


     

 


 

    Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là:  

  17 2 34 51 8 34 17 2 34 51 8 34; , ;
17 17 17 17

M N
        
      
   

 

■  Lời bình: 
  Với câu a, ta thấy MN có độ dài lớn nhất là đường kính luôn đung với mọi 

trường hợp của điểm A nằm trong hay ngoài đường tròn. 
  Với câu b, kết quả chỉ đung cho trường hợp A nằm trong đường tròn. Với 

tinh huống này thì ta luôn có 4 2 10MN   
 
BÀI TOÁN 7. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, cho hai đường tròn 

2 2
1( ) : ( 1) 1C x y    và đường tròn 2 2

2( ) : ( 1) ( 4) 4C x y    . Tìm tọa độ 

điểm 1 2( ), ( )M C N C   sao cho: 
a. Độ dài MN lớn nhất. 
b. Độ dài MN nhỏ nhất. 

☺ Hướng dẫn giải. 

 
*  Đường tròn (C1) có bán kính R = 1 và tâm I(1; 0), Đường tròn (C2) có bán kính 

r = 2 và tâm J(1; 4) 
*  Ta có: R + r = 3 < 4 = IJ suy ra 2 đường tròn nằm ngoài nhau. 
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*  Giả sử IJ cắt (C1) và (C2) lần lượt tại A, B, C, D. Kẻ các đường vuông góc với 
MN tại M và N cắt IJ tại E và F.  

 Ta luôn có:  max ;MN EF AD MN AD M N IJ       

*  Ta có phương trình IJ qua I(1; 0) nhận (0; 4)IJ    làm VTCP nên có dạng là: 
IJ: x – 1 = 0. 

*  Tương tự hạ MH và NK vuông góc với CD, ta có: 

 min ;BC HK MN MN BC MN BC M N IJ         

 Khi đó A, B là giao điểm giữa IJ và (C) nên thỏa hệ:  

 
2 2

1 0 1; 1
1; 1( 1) 1

x x y
x yx y

    
 

     
 

 Khi đó C, D là giao điểm giữa IJ và (C) nên thỏa hệ:  

 
2 2

1 0 1; 2
1; 6( 1) ( 4) 4

x x y
x yx y

    
 

     
 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: min

max

(1;1), (1;2) MN
(1; 1), (1;6) MN

M N
M N




 
 

 
■  Lời bình: Có thể thấy việc thiết lập các biểu thức cần đạt max – min không phải 

lúc nào cũng dễ dàng. Vì vậy sử dụng các tính chất thuần túy hình học giúp ta 
tiếp cận hướng giải rất nhiều. 

 
BÀI TOÁN 8. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, cho tọa độ điểm A(1; –3) và 

phương trình đường tròn 2 2( ) : ( 2) ( 6) 50C x y    .Tìm tọa độ điểm M 
thuộc (C) sao cho góc AMI  lớn nhất với I là tâm của đường tròn (C). 

☺ Hướng dẫn giải. 
Cách 1: Vận dụng bất đẳng thức AM – GM. 
*  Đường tròn (C) có tâm I(2; –6) và bán 

kính 5 2R  . Ta có 2 10AI   
*  Áp dụng định lý hàm số cosin trong tam 

giác AMI ta có:  

 

2 2 2

cos
2 .

1 40
40 2

AM MI AIAMI
AM MI

AM
AM
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*  Áp dụng bất đẳng thức AM – GM ta có: 

  
1 2cos 2 40

10 2 5
AMI   . 

 Do đó cos AMI đạt min hay AMI đạt max khi và chỉ khi  

  240 40AM AM
AM

    

*  Khi đó 2 2 2 250AM AI R MI AMI A        . 

 Ta có tọa độ M thỏa hệ: 2 2

3 10 0 7; 1
( 2) ( 6) 50 5; 5

x y x y
x y x y

      
 

        
 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là:    7; 1 5; 5M hay M    

Cách 2: Vận dụng tính chât hình học thuần túy. 
*  Gọi N là giao điểm của AM với (C), H là trung điểm MN ta có IH vuông góc 

MN (định lý đường kính và dây cung). 
 

*  Suy ra 
5sin

5
IH IAAMI
IM IM

    . 

  Đẳng thức xảy ra khi MN vuông góc IA.  

*  AM qua A và nhận (1; 3)AI    làm vecto 
pháp tuyến có dạng là: x – 3y – 10  = 0  

 Ta có tọa độ M thỏa hệ:  

 
2 2

3 10 0
( 2) ( 6) 50

7; 1
5; 5

x y
x y

x y
x y

  


   

  
 

   

 

    Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là:    7; 1 5; 5M hay M    

■  Lời bình: Tương tự như các cách làm đã đề cập ở các bài toán trước, với bài 
toán này ta cần lưu ý: 

   max minmin min
cos , sin .
1 sin 1, 1 cos 1
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BÀI TOÁN 9. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, cho phương trình đường tròn 
2 2( ) : ( 2) ( 1) 5C x y    và điểm A(3; 1). Viết phương trình đường thẳng 

 , cắt (C) tại M và N sao cho tam giác IMN có diện tích lớn nhất.  
☺ Hướng dẫn giải. 

Cách1: Vận dụng bất đẳng thức lượng giác. 

 * Đường tròn (C) có tâm I(2; –3) và bán kính R = 5. Ta có: 17IA R   suy 
ra điểm A nằm trong đường tròn (C). 

 * Ta có 
21 25 25. .sin MIN sin MIN sin MIN

2 2 2 2MIN
IMS IM IN        .  

  Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
0sin MIN 1 MIN 90 MIN I        

 * Gọi H là trung điểm MN, theo định lý đường kính và dây cung ta có: 
5 2

2 2
MNIH MN IH     

 * Đường thẳng  đi qua A có vecto pháp tuyến 2 2( ; ), ( 0)n a b a b    có 
dạng: ( 3) ( 1) 0a x b y     . 

 Ta có:  

 2 2

2 2

| a 4b | 5( ; ) 23 16 7 0
23 72

a b
IH d I a ab b

a ba b

 
         

  
 

 Với a = b suy ra phương trình cần tìm là x + y – 4  = 0 
 Với 23a = – 7b suy ra phương trình cần tìm là 7x – 23y + 2 = 0  
    Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là là:  

  4 0 7 23 2 0x y hay x y       

Cách 2: Vận dụng bất đẳng thức AM – GM . 
*  Gọi H là trung điểm MN suy ra IH vuông góc MN và ta có: 

  
212 2. . 25

2IMN IMNS S IH HM IH IH     

*  Áp dụng bất đẳng thức AM – GM ta có:  

  
2 2

2 25 2525
2 2IMN

IH IHS IH IH  
    . 

 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 2 525
2

IH IH IH     

*  Đến đây ta thực hiện như cách 1 và tìm được phương trình đường thẳng. 
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    Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là là:  

  4 0 7 23 2 0x y hay x y       

Cách 3: Vận dụng phương pháp hàm số. 
*  Tương tự cách 2, ta xây dựng được biểu thức chứa biến cần đạt max – min cho 

diện tích tam giác IMN là: 212 2. . 25
2IMN IMNS S IH HM IH IH     

*  Đặt 0IH t   và 17 0 17IH IA t     .  

 Do đó 225 ( )IMNS t t f t    

*  Ta có: 
2 2

2

2 2

25 2'( ) 25
25 25

t tf t t
t t


   

 
 . Cho 

5'( ) 0
2

f t t    

*  Lập bảng biến thiên và ta chỉ ra S max khi và chỉ khi 
5
2

t IH  . (đến đây 

làm tương tự như cách 1) 
    Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là là:  

  4 0 7 23 2 0x y hay x y       

■  Lời bình: Nếu điểm A nằm bên trong đường tròn (C) thì với 3 cách làm trên, có 
cách 1 và 2 phát huy thế mạnh vốn có của nó. Nhưng nếu giả sử điểm A lúc này 
có tọa độ A(3; –2) thì ta vẫn giải tốt. Ta thử kiểm chứng. 

*  Đặt 0IH t   và 2 0 2IH IA t     .  

 Do đó 225 ( )IMNS t t f t    

*  Ta có: 
2 2

2

2 2

25 2'( ) 25 0
25 25

t tf t t
t t


    

 
suy ra hàm số f(t) đạt max 

tại 2t   . Khi đó H trùng A hay đường thẳng : 5 0IA x y       .  
 Để giải thích cho tinh huống này, ta xét bài toán sau: “cho đường tròn (T) có 

tâm I bán kính 
2

R
, đồng tâm và nằm 

trong (C) (I; R). Ta có: 
2

( ; )
2 2

R RS d I    hay AB là tiếp 

tuyến (T) 
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 Nếu 
2

RIA   hay M nằm ngoài (T) thì 2 có 2 đường thẳng   là tiếp tuyến với 

(T) kẻ qua A. 

 Nếu 
2

RIA  hay M thuộc (T) hoặc M nằm trong (T) thì khi đó có đúng 1 

đường thẳng  thỏa yêu cầu bài toán. Khi đó IA  . 
 
BÀI TOÁN 10. Trong mặt phẳng với hệ toa độ Oxy, cho đường elip 

2 2

(E) : 1
16 12
x y

 
 
và điểm 

31;
2

M  
 
 

. A và B là hai điểm thuộc (E) đối xứng 

nhau qua M. Tìm tọa độ C nằm trên (E) sao cho tam giác ABC có diện tích 
lớn nhất. 

☺ Hướng dẫn giải. 
 Giả sử (x; y)A . Do A và B đối xứng qua M nên ta có ( 2 ; 3 )B x y     .  

 Lại có: 

2 2

2 2

1( ) 4; 016 12
( ) 2; 3( 2) ( 3) 1

16 12

x y
A E x y
B E x yx y


     

   
       



 .  

 Giả sử ( 4;0), (2; 3) 3 5, : 2 4 0A B AB AB x y        

 Mặt khác
1 [ ; ].
2ABCS d C AB AB . Do đó    max

[ ; ]ABC max
S d C AB  

Cách 1: Vận dụng bất đẳng thức Bunyakovsky. 

*  Giả sử tọa độ điểm C(a; b) là điểm cần tìm. Ta có 
| 2 4 |[ ; ]

5
a bd C AB  

  

 Nên   max maxmax
[ ; ] | 2 4 | ( 2 ) , 2 0d C AB a b a b a b        

*  Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta có:  

 
2 2 2

4 4 3 (16 48) 64
4 16 122 3
a b a b  
      

   
 

 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
2

(2;3) ( )16 24
32 8

a b a
C E

ba b


 

   
  

 

    Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: (2;3)C  

Cách 2: Lượng giác hóa tọa độ điểm C và vận dụng bất đẳng thức Bunyakovsky. 

308  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 343 

*  Ta có 
2 2

(E) : 1
16 12
x y

   có dạng tham số là
4cos

( )
2 3 sin

x t
t R

y t





. 

 Do ( ) (4cost;2 3 sin )C E C t   

*  Ta có 
| 4cost 4 3 sin 4 | 4[ ; ] | cos 3 sin 1|

5 5
td C AB t t 

     

 Nên   maxmax
[ ; ] | cos 3sin 1|d C AB t t    

 max(cos 3sin ) , cos 3sin 0t t t t     
*  Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta có:  

    
2

2 2cos 3sin (1 3) cos sin 4t t t t      

 Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi  

  

1sin coscos 23 (2;3)
3sincos 3 sin 2

2

t tt
C

tt t


  

  
    

 

     Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: (2;3)C  

Cách 3: Vận dụng ý nghĩa hình học – Nhận biết tọa độ C bằng phương pháp 
tiếp tuyến. 

*  Ta có C là một tiếp điểm của tiếp tuyến d của (E) và d song song với AB: 
   x + 2y + 4 = 0 
 Do đó đường thẳng d có dạng: x + 2y – m = 0.  
*  Điều kiện để đường thẳng d tiếp xúc với (E) là:  
  2 2 2 21 .16 2 .12 64 8m m m       .  

*  Với 
128 2 8 0 ( ) C(2;3) d(C;AB)

5
m x y C d E            

* Với 
48 2 8 0 ( ) C( 2; 3) d(C;AB)
5

m x y C d E               

 Vậy tọa độ điểm cần tìm thỏa là: (2;3)C  

■  Lời bình: Việc vận dụng bất đẳng thức của đại số, phương pháp hàm số của 
giải tích cùng với các tính chất hình học thuần túy đã giúp cho các bài toán 
Max – min trở nên hấp dẫn và gần gũi hơn với người làm. Sau bài toán này sẽ đến 
phần bài tập chọn lọc – tự luyện có lời giải để bạn đọc củng cố và rèn luyện hơn. 
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BÀI TẬP CHỌN LỌC – TỰ LUYỆ N CHỦ ĐỀ  5 

Câu 1: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho ABC có tọa độ trọng tâm G(0; 4) và 
C(–2; –4).  Biết trung điểm M của cạnh BC nằm trên đường d: x + y – 2 = 0. 
Tìm M để độ dài AB ngắn nhất.  

Gợi ý:  * Bài toán 5 này thuộc mặt phẳng Oxy, ta sẽ tìm tọa độ M theo hướng lập 
biểu thức của đường AB. 

    + Biểu diễn tọa độ M theo đường d  tọa độ M   
     + Áp dụng CT trung điểm BC và trọng tâm G, tính tọa độ A và B theo M 
     + Lập được biểu thức  dùng phương pháp Hàm số hoặc bất đẳng thức quen thuộc.  

☺ Hướng dẫn giải. 
 Ta có: M  d  M(m; 2 –m)  

 Do M là trung điểm BC 


xB = 2xM - xC 
yB = 2yM - yC

B(2m+ 2; 8 – 2m) 

 Lại có G là trọng tâm ABC 


xA = 3xG - xB - xC 
yA = 3yG - yB - yC

A(–2m; 8 + 2m) 

 Ta có AB2 = (2m + 2 + 2m)2 + (4m)2 = 32m2 + 16m + 4  
  Xét f(m) = 32m2 + 16m + 4 với m  R, f'(m) = 64m + 16 

 Cho f'(m) = 0  m = -14  , dựa vào bảng biến thiên, ta có m = -14  thỏa yêu cầu bài toán. 

 Vậy tọa độ điểm cần tìm là
1 9;

4 4
M  
 
 

 

Câu 2: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng 1 : 3 5 0,d x y    
2 : 3 5 0d x y    và điểm I(1; –2). Gọi A là giao điểm giữa d1, d2. Lập 

phương trình đường  qua I và cắt d1, d2 lần lượt tại B và C sao 

cho 2 2

1 1
AB AC

 đạt giá trị nhỏ nhất.  

Gợi ý: Ta thấy biểu thức mà đề yêu cầu có dáng dấp tương tự một công thức đã 

học trong chương trình đó là 1
AH2 = 1

AB2 + 1
AC2 . 

  + Ta hy vọng sẽ chuyển biểu thức lại  thành 1
AH2, để làm được như vậy ta 

cần c/m d1 d2 
  + Do đường  qua I, mà AH lại là đường cao của ABC nên AH  AI  
  AHmax = AI       
  + Như vậy đường  lúc này qua I và nhận AI làm vectơ pháp tuyến. 

☺ Hướng dẫn giải. 
 Ta có A = d1 d2 A(–2; 1) và d1, d2  lần lượt có vectơ pháp tuyến là  
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 n1  = (3; 1) và  n2  = (1; –3). 

 Xét   n1 . n2  = 0  d1 d2ABC  A. Gọi H là hình chiếu của A lên BC 


1

AH2 = 1
AB2 + 1

AC2. 

 Vậy để  


 1
AB2 + 1

AC2




min 


 1
AH2





min AHmax .  

Ta lại có AH  AI  AHmax  AH = AI  H  I.   

 Do đó đường  qua I(1; –2) nhận  AI = (3; –3) làm vectơ pháp tuyến có dạng là: 

 : 3(x – 1) – 3(y + 2) = 0  3x – 3y – 9 = 0 : x – y – 3 = 0 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 3 0x y    

 

Câu 3: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng : 2 1 2 0x my      

và phương trình đường tròn (C) là 2 2 2 4 4 0x y x y     . Gọi I là tâm 
đường tròn (C). Chứng minh rằng đường  luôn cắt (C) tại hai điểm phân biệt 
A,B với mọi giá trị m. Tìm m để diện tích tam giác IAB lớn nhất và tính giá 
trị đó ?       

Gợi ý:   Trước tiên ta cần nhớ lại vị trí tương đối giữa đường thẳng và đường tròn 
trong mặt phẳng Oxy 

  +  không cắt (C)  d[I;( )] >R. 
  +  tiếp xúc (C) ( cắt (C) tại một điểm )  d[I;( )] = R. 
  +  cắt (C) tại hai điểm phân biệt  d[I;( )] < R. 
 Sau khi tìm được điều kiện của m?,  

 Ta sử dụng công thức SIAB = 12 IA.IBsinBIA 

 Từ đây ta thấy rằng Smax sinBIAmax  sinBIA = 1IAB là tam giác vuông 
cân tại I 

☺ Hướng dẫn giải. 

 (C) có tâm I(1; –2) và bán kính R = 3. Xét 
2

|1 2 |[ ; ]
2

md I
m


 


 

 Để  luôn cắt (C) tại hai điểm A,B  |1 - 2m|
2 + m2< R = 3  5m2 + 4m + 17 > 0 ( 

luôn đúng với mọi m) 

  Ta có SIBA = 12 IA.IB.sinAIB 1
2R2 = 92 ( vì sinAIB  1)  
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 Suy ra SAIBmaxSIAB = 92AIB vuông cân 

 Vậy khi đó d[I;()] = 
2

R
= |1 - 2m|

2 + m2m = – 4. 

 Vậy giá trị m cần tìm là 4m    
 
Câu 4: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm E(–1;0) và đường tròn 

     
2 2: 4 2 36C x y    . Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm E 

cắt (C) theo dây cung MN có độ dài ngắn nhất. 
☺ Hướng dẫn giải. 

        
2 2: 4 2 36 4;2 , 6C x y I R       và ta có 

25 4 29 36IE R      suy ra điểm E nằm trong đường tròn (C). 
 Gọi d là đường thẳng qua E(–1;0) có véc tơ chỉ phương 

 
1

; : ( )
x at

u a b d t R
y bt
  

  


 

 Đường thẳng d cắt (C) tại 2 điểm M,N có tọa độ là nghiệm của hệ : 

   

   2 2 2

2 2

1
2 5 2 7 0

4 2 36

x at
y bt a b t a b t

x y

   


       


   

. (1) 

 Gọi 
( 1 ; )

( 1 '; ')
M at bt
N at bt

 


 
với t và t' là 2 nghiệm của (1).  

 Khi đó độ dài MN =
2 2

2 2

2 18 20 11a ab b
a b
 


 

                              

2

2

2 2

18 20 11
18 20 112

1
1

b b
t ta a
tb

a

   
          

 
  
 

với
bt
a

 
 

 
 

 Xét hàm số f(t)=
2

2

18 20 11
1

t t
t

 


. Tính đạo hàm f'(t) = 0 , lập bảng biến thiên 

suy ra GTLN của t , từ đó suy ra t ( tức là suy ra tỷ số a/b ) ). Tuy nhiên cách 
này dài. 
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 Ta sử dụng tính chất dây cung ở lớp 9 : Khoảng cách từ tâm đến dây cung càng 
nhỏ thì dây cung càng lớn. 

 Gọi H là hình chiếu vuông góc của I trên đường thẳng d bất kỳ qua E(–1;0).  
 Xét tam giác vuông HIE ( I là đỉnh ) ta luôn có :  

 2 2 2 2IH IE HE IE IH IE     .  
 Do đó IH lớn nhất khi HE=0 có nghĩa là H trùng với E . Khi đó d cắt (C) theo 

dây cung nhỏ nhất .  
 Lúc này d là đường thẳng qua E và vuông góc với IE cho nên d có véc tơ pháp 

tuyến  5;2n IE  , do vậy d: 5(x+1)+2y=0 hay : 5x+2y+5=0 . 

 Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 5 2 5 0x y    

 
Câu 5: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng d: 3x – y + 5 = 0 và đường 

tròn 2 2 2 6 9 0x y x y     . Tìm điểm M thuộc (C) và điểm N thuộc d sao 
cho MN có độ dài nhỏ nhất ? 

☺ Hướng dẫn giải. 

 (C) :      
2 21 3 1 1;3 , 1x y I R        

 Gọi d' //d thì d': 3x–y+m=0 . d' tiếp xúc với (C) tại M ( M là điểm cách d nhỏ 
nhất ) , khi đó :  

 

 
3 3

; ' 1 6 10
10

6 10 ' : 3 6 10 0

6 10 ' : 3 6 10 0

m
h I d R m

m d x y

m d x y

  
     

       
 

      

 

 Giả sử N' thuộc d ta luôn có : 2 2'M N M N . Dấu bằng chỉ xảy ra khi N' trùng 
với N .  

 Vậy ta chỉ cần lập đường thẳng   qua I(–1;3) và vuông góc với d suy ra đường 

thẳng 
1 3

:
3

x t
y t
  

 
 

. Khi đó   cắt d' tại 2 điểm : 1
3 11;3
10 10

M  
  

 
, 

và 2
3 11 ;3
10 10

M  
   
 

.  

 Tương tự   cắt d tại N có tọa độ là nghiệm :
7 29;

10 10
N  

 
 

 

 Ta chọn M bằng cách tính 1 2,M N M N , sau đó so sánh : Nếu 1 2M N M N  thì 

M là 2M . Còn 1 2M N M N  thì M là 1M . 
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Câu 6: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho      
2 2: 1 3 1C x y     và điểm 

1 7;
5 5

M  
 
 

. Tìm trên (C) điểm N sao cho MN có độ dài lớn nhất? 

☺ Hướng dẫn giải. 
 (C) viết dưới dạng tham số : 

   
1 sin

( [0;2 ]) 1 sin ;3 ost
3 ost

x t
t N C N t c

y c


  
      

 
 

 

2 2
2 26 8 12 16sin ost sin os sin ost+4

5 5 5 5
MN t c t c t t c   

            
   

 

 
12 16 12 16sin ost+5 5 4 sin ost *
5 5 20 20

MN t c t c 
       

 
. Vì : 

2 212 16 1
20 20

   
    

   
, 

12 3 16 4os ;sin =
20 5 20 5

c       thì (*) trở thành :  

 5 4sin 5 4 1t       

  Dấu đẳng thức xảy ra khi :  sin 1 2
2

t t k
          

 Do vậy : 
3 3 2sin sin os = 1 sin 1

2 5 5 5
t c x t

 
 

            
 

 

 Tương tự : 
4 4 19 2 19ost=cos sin 3 ost=3+ ;

2 5 5 5 5 5
c y c N

 
   

           
   

 

 
Câu 7: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C ) có phương trình 

084222  yxyx  và đường thẳng ( ) có phương trình: 
0132  yx . Chứng minh rằng ( ) luôn cắt (C ) tại hai điểm phân biệt A, 

B . Tìm toạ độ điểm M  trên đường tròn (C ) sao cho diện tích tam giác ABM  
lớn nhất.   

☺ Hướng dẫn giải. 

 Đường tròn (C) có tâm I(–1; 2), bán kính R = 13 . 
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 Ta có: 
13
9

),( Id < R ; 

Vậy đường thẳng ( ) cắt (C) tại hai điểm A, B phân biệt. 

 Gọi M là điểm nằm trên (C), ta có ),(.
2
1

  MABM dABS . 

Trong đó AB không đổi nên ABMS
 lớn nhất khi  ),( Md  lớn nhất. 

 Gọi d đi qua tâm I và vuông góc với ( ). Phương trình đường thẳng d là 3x + 
2y – 1 = 0 

 Gọi P, Q là giao điểm của đường thẳng d vời đường tròn (C).  

 Toạ độ P, Q là nghiệm của hệ phương trình:








0123
084222

yx
yxyx

 

 
  P(1; –1); Q(–3; 5) 

 Ta có 
13
4

),( Pd ;  
13

22
),( Qd  Ta thấy ),( Md  lớn nhất khi và chỉ khi M 

trùng với Q.  
 Vậy tọa độ điểm M (–3; 5) hay   là đường thẳng đi qua M và vuông góc với AM ;   

PT  đường thẳng  : x + y – 2 = 0. 
 
Câu 8: Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng  có phương trình  x + 2y – 

3 = 0 và hai điểm A(1;0),B(3;–4). Hãy tìm trên đường thẳng   một điểm M sao 

cho: 3MA MB  là nhỏ nhất 

☺ Hướng dẫn giải. 
 M  3 2 ;M t t   có nên ta có : 

   2 2; ,3 6 ; 3 12MA t t MB t t      . Suy ra tọa độ của 

 

   
2 2 2

3 8 ; 4 14

3 8 4 14 80 112 196

MA MB t t

MA MB t t t t

   

       
.  

 Xét g(t) = 280 112 196t t  , tính đạo hàm g'(t) = 160t + 112.  

 g'(t) = 0 khi 
112 51 51 15.169 196
80 80 80 80

t g  
        

 
.  

Lập bảng biến thiên và ta kết luận 

 min 3 196 14MA MB   , đạt được khi t=
51
80

  và 
131 51;
40 80

M  
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Chương 3. ỨNG DỤNG HÌNH HỌC TỌA ĐỘ OXY VÀO 

VIỆ C GIẢ I CÁC BÀI TOÁN 

HÌNH HỌC THUẦN TÚY. 
Hình học trong mặt phẳng tọa độ Oxy hay còn gọi là hệ tọa độ Decartes 
(Nhà triết học kiêm vật lí và toán học nổi tiếng của Pháp đã phát mnh ra 
phương pháp tọa độ), đã đánh dấu cho sự mở đầu của một cuộc cách 
mạng trong toán học nói chung và hình học nói riêng. Với phương pháp 
tọa độ, mỗi thứ hình học gắn với một cấu trúc như trường số thực, 
trường số phức, trường Galois, … và như vậy chúng ta sẽ có nhiều thứ 
hình học khác nhau. Việc làm này đã giúp cho hình học thoát ra khỏi lối 
tư duy cụ thế, trực quan nhằm đạt tới những đỉnh cao của sự khái quát và 
trừu tượng của Toán học trong nhiều lĩnh vực.  
Ở hình học tọa độ Oxy, hình học thuần túy luôn giữ một vai trò quan 
trọng vì ta không thể tách rời khỏi các khái niệm, định nghĩa, tính chất, 
định lý đã xây dựng được từ chúng khi giải các bài toán hình học tọa độ. 
Vậy ngược lại khi “soi sáng” lại các phép chứng minh của hình học 
thuần túy, thì hình học tọa độ cũng giữ một vai trò vô cùng quan trọng.  
Có những bài toán hình học phẳng khá là “kinh khủng khiếp”, gây 
không ít khó khăn, trăn trở cho người làm toán. Vì thế việc tìm hiểu một 
cách tường minh (ở một mức độ tương đối) là một giải pháp khả dĩ có thể 
kỳ vọng của tác giả. Sử dụng công cụ tọa độ là giải pháp được đề cập 
ngay trong chương này nhưng trước đó là những câu hỏi rất “tự nhiên” 
được đặt ra là: 
Dựa vào dấu hiệu nào của bài toán mà ta nghi đến việc sử dụng công 
cụ tọa độ ? 
Với mỗi một bài toán, việc xây dựng hệ trục tọa độ được hình thành 
qua những công đoạn nào ? (tất là chúng ta quan tâm đến cách thức 
xây dựng chúng). 
Liệu rằng có một nguyên tắc chung trong việc vận dụng công cụ tọa độ 
khi giải các bài toán trên không ? 
Với kết cấu và yêu cầu chung của chương trình iện nay, việc giải toán 
bằng công cụ tọa độ được đặc biệt nhấn mạnh.  
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CHỦ ĐỀ  3.1:  

CÁC NGUYÊN TẮC CẦN LƯU Ý KHI GIẢ I BÀI TOÁN HÌNH HỌC 

PHẲNG BẰNG CÔNG CỤ TỌA ĐỘ. 
3.1.1 Chọn hệ trục tọa độ: gốc tọa độ, trục tọa độ thường gắn liền với điểm và 

đường đặc biệt của bài toán như: “tâm đường tròn, đỉnh góc vuông, trung điểm 
đoạn thẳng, chân đường cao, v.v..” 

3.1.2 Chuyển đổi ngôn ngữ từ yếu tố hình học “thuần túy” sang ngôn ngữ 
hình học tọa độ: 

_  Chuẩn hóa độ dài các đoạn thẳng và đơn vị trục. 
_  Từ đó xác định tọa độ các điểm và phương trình các đường, theo hướng hạn chế 

đến mức thấp nhất việc sử dụng các tham số, điều chỉnh giá trị của các tham số 
để nhận được những “tọa độ đẹp” giúp các phép toán trở nên đơn giản hơn. 

3.1.3 Khai thác các tính chất và phép toán liên quan đến vecto và tọa độ như: 
_  Điều kiện theo tọa độ để hai vecto vuông góc, cùng phương, v,v… 
_  Tính khoảng cách, tính số đo góc dựa theo tọa độ,. v,v… 
_  Lập phương trình các đường thẳng, đường tròn, đường conic theo các điểm đã 

được tọa độ hóa. 
3.1.4 Hình thành hệ trục tọa độ trong mặt phẳng như thế nào ? 

Bài toán có đơn giản hay không, phần lớn phụ thuộc vào việc hình thành hệ 
trục tọa độ và đơn vị trục. Sau đây là cách hệ chọn hệ trục tọa độ tương ứng với 
những loại hình đơn giản, thường gặp. 

3.1.4.1 Đoạn thẳng AB cố định: 
Ta có thể dựng hệ trục tọa độ tại điểm A như 
hình vẽ và đồng thời chuẩn hóa một số đại 
lượng: 
Đặt AB = 1. Dễ dàng suy ra tọa độ điểm A(0; 
0) và B(1; 0) (B thuộc tia Ax).

Hay ta cũng có thể chọn trung điểm của AB 
làm hệ trục tọa độ. Khi đó hệ tọa độ sẽ là Ixy 
như hình vẽ. 
Đặt AB = 2 thì IA = IB = 2. Dễ dàng suy ra 
tọa độ I(0; 0),A(–1;0), B(1;0). 

Lưu ý: ta cũng có thể chọn dựng hệ trục ở B 
(Bxy) hoặc bất kì điểm nào nằm trên đường 
thẳng AB (điều này phụ thuộc và giả thiết của 
bài toán dẫn dắt đi theo hướng nào ?). Trên 



Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy 

 352 

đây chỉ là 2 cách khả dĩ thường gặp khi xử lý 
tinh huống trên. 

3.1.4.2 Tam giác cân. 
Gọi H, M, N lần lượt là trung điểm 
BC, AB, AC và G là trọng tâm tam 
giác ABC. 
Ta có thể dựng hệ trục tọa độ tại B 
(Bxy), chuẩn hóa bằng cách đặt BC = 2, 
AH = h> 0  
Khi đó tọa độ các điểm là:  

(0;0), (1; ), (2;0), (1;0)B A h C H . 

Đối với các bài toán có hình dạng là 
tam giác cân, ta cũng thường hạ 
đường cao từ các đỉnh cân đến cạnh 
đối diện. Ở đây ta cũng có thể dựng 
hệ trục Hxy như hình vẽ. 
Khi đó đặt BC = 2, AH = h > 0.  
Ta có tọa độ các điểm là: 
H(0;0), (0; ), (1;0), ( 1;0)A h C B 

Lưu ý: ta vẫn có thể đặt hệ trục tọa độ 
tại các điểm khác trên đây chỉ là 2 
cách đặt thông thường mà ta hay gặp. 
Với trường hợp là tam giác đềuthì ta 
có thể dựng tại 3 vị trí là trung điểm 
của 3 cạnh của tam giác hoặc tại 3 
đỉnh của tam giác. Tương tự với 
trường hợp tam giác vuông cân. 

3.1.4.3 Tam giác vuông. 
Trong trường hợp này ta có thể dựng 
trực tiếp tại góc vuông của tamgiác 
(dựng hệ trục Axy như hình vẽ). 
Khi đó nếu ta chuẩn hóa đặt AC = 1, 
AB = a > 0 thì tọa độ của các điểm 
sẽ là: 

(0;0), (0;a), (1;0)A B C
Đặc biệt nếu trong giả thiết của đề 
có có thêm đường cao AH thì ta có 
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thể dựng tại chân đường cao của 
tam giác. Cụ thể ta dựng hệ trục 
Hxy như hình vẽ dưới đây 
Khi đó, nếu ta chuẩn hóa đặt 
AH = 1, BH = b, HC = c (b, c 

> 0) thì tọa độ các điểm là:
(0;0), (0;1), ( ;0), (c;0)H A B b C

Hay ta có thể chuẩn hóa đặt 
AH = 1, BH = b, HC = kb (b > 0, 

0,k k R  ), thì ta được: 

(0;0), (0;1), ( ;0), ( ;0)H A B b C kb

3.1.4.4 Hình vuông. 
Cách 1: Trong trường hợp này ta có 

thể dựng hệ trục tọa độ tại các 
đỉnh vuông của hình (cụ thể trong 
hình dưới đây ta dựng hệ trục Axy) 
và chuẩn hóa AB = 2.  
Khi đó tọa độ các điểm sẽ là: 

(0;0), (2;0), (2;2), (0;2)A B C D

Cách 2: Tương tự ta cũng có thể 
dựng tại trung điểm của các cạnh 
hình vuông. Cụ thể trong hình vẽ 
dưới đây, ta dựng hệ trục Mxy và 
chuẩn hóa đặt cạnh CD = 2. 
Khi đó tọa độ các điểm sẽ là:  

M(0;0), (1;0), ( 1;0),
( 1;2), (1;2)

C D
A B
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Cách 3:Ngoài ra ta cũng có thể chọn 

giao điểm hai đường chéo của 
hình vuông làm nơi đặt hệ trục 
tọa độ. Cụ thể trong hình vẽ dưới 
đây, ta dựng hệ trục Ixy và chuẩn 
hóa đặt AC = BD = 2. 

 Khi đó tọa độ các điểm sẽ là:  

 
(0;0), ( 1;0), (1;0),
(0;1), (0; 1)

I A C
B D




 

Lưu ý: ta vẫn có thể đặt hệ trục tọa 
độ tại các điểm khác trên đây chỉ 
là 3 cách đặt thông thường mà ta 
hay gặp.  

  

3.1.4.5 Hình chữ nhật. 
 Tương tự như cách dựng 

hệ trục cho hình vuông, ta 
có thể chọn gốc tọa độ tại 
các đỉnh của hình chữ 
nhật (hay 2 cạnh liên tiếp 
của hình chữ nhật tương 
ứng với hai trục tọa độ, cụ 
thể trong hình vẽ dưới đây 
ta có thể dựng hệ trục tại A 
(Axy như hình vẽ). 

 Vấn đề đặt ra là với một cách chuẩn hóa đặt độ dài tương ứng ta sẽ có được rất 
nhiều tọa độ mới của các điểm, cụ thể: 

  Nếu Đặt AB = a, AD = b (a, b > 0, )a b thì khi đó ta có: 

(0;0), (0; ), ( ; ), (0; )A B a C a b D b  

  Nếu Đặt AD = a, AB = ka (a > 0, 0,k k R  ) thì khi đó ta có: 

(0;0), (0; ), ( ; ), (0; )A B ka C a ka D ka  

  Nếu Đặt AD = a, AB = 1 (a > 0) thì khi đó ta có: 

(0;0), (0;1), ( ;1), (0;1)A B C a D  

Lưu ý: không mất tính tổng quát, ta đặt chiều dài, chiều rộng của hình chữ nhật 
lần lượt là 2a, 2b (a > b > 0). Khi đó ta nhận được nhiều kết quả đẹp như: 
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 Tâm của hình chữ nhật I(a; b) và phương trình đường tròn ngoại tiếp hình nhật 
khi đó là: 

2 2 2 2( ) ( )x a y b a b      

3.1.4.6 Hình thoi. 
 Với hình thoi, thì ta có thể có những cách dựng sau: 

 
 Dựng hệ trục Ixy như hình vẽ (I là giao điểm 2 đường chéo AC và BD của 

hình thoi). 
 Nếu chuẩn hóa, đặt AC = 2 và BD = 2a (a > 0) thì tọa độ các điểm là: 

(0;0), ( 1;0), (0;a), (1;0), (0; a)I A B C D   

 
3.1.4.7 Đường tròn. 
 Ta có thể chọn một đường kinh bất kì 

của đường tròn để làm thành 1 trục 
tọa độ. Khi đó tùy bài toán thiết lập ta 
có thể thể chuẩn hóa R = 1 để tiện cho 
việc tính toán. 

 Ta có tọa độ các điểm là:  
 ( ;0), (0;0), ( ;0)A R I B R  
  và phương trình đường tròn là: 

 
2 2 2( ) :C x y R   

 Với biến đổi 
2 2

( ) : 1x yC
R R

   
    

   
.  
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 Ta đặt   
cos cos

0;2
sinsin

x
x RR

y y R
R




 





 

  
 



 

 Khi đó ta có: 2 2sin cos 1   .  
 Nên mọi điểm M thuộc đường tròn sẽ có tọa độ là:  

    ( ) M cos ; sin , 0;2 , 0M C R R R         

 
3.1.4.8 Lưu ý các loại hình khác. 
_  Một số các loại hình khác mà ở đó đôi khi ta chỉ cần chọn 1 trục tọa độ, trục 

còn lại không cần quan tâm tới, bài toán vẫn có thể giải tốt. 
_  Trên cùng một loại hình, ta có thể lựa chọn những hệ trục tọa độ khác nhau, 

nhưng vẫn đem lại kết quả như nhau. 
_  Việc chuẩn hóa có ý nghĩa quan trọng trong quá trình đại số hóa hình học, vì 

vậy qua các ví dụ dựng hình trên các bạn lưu ý việc đặt sao cho giảm càng ít ẩn 
càng tốt. Vạn bất đắc dĩ mới phải đặt nhiều ẩn. 

_  Như vậy việc chọn trục tọa độ không bị gò bó, cứng nhắc, đây là một ưu điểm 
nữa của giải pháp sử dụng công cụ tọa độ. 

_  Với các bài toán hình học phẳng trong tọa độ Oxy, để chứng minh lại một kết 
quả của hình học phẳng, trước tiên ta “quên đi hệ trục Oxy” các dữ kiện tọa 
độ, phương trình theo tọa độ Oxy sẽ được ta thay thế bằng hệ tọa độ mới phục 
vụ cho việc chứng minh các kết quả của hình học thuần túy. 

 

PHẦN 3.2:  

PHƯƠNG PHÁP GIẢ I CÁC BÀI TOÁN HÌNH HỌC THUẦN TÚY 

BẰNG CÔNG CỤ TỌA ĐỘ. 
 Với việc hình thành hệ trục tọa độ trong mặt phẳng, ta giải các bài toán thường 

gặp sau đây bằng cách sử dụng công cụ tọa độ. 
 
 ►Bài toán 3.2.1: Tìm quỹ tích điểm M 
 Ta thực hiện như sau: 
 Gọi tọa độ điểm M(x; y). 

 Dựa vào tính chất của điểm M có trong giả thiết, ta tính được: 
( )

,
( )

x h m
m

y g m





là 

tham số thực. 
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 Khử tham số m, ta nhận được phương trình dạng ( )y f x  . 
 Khi đó, căn cứ vào điều kiện ràng buộc của tham số m, ta giới hạn được quỹ 

tích điểm M (nếu có). 
 Trường hợp, một trong hai thành phần tọa độ không phụ thuộc vào tham số m 

thì quỹ tích điểm M là đường thẳng nằm ngang hoặc thẳng đứng. 
 
 
► Bài toán 3.2.2: Chứng minh đường thẳng d đi qua một điểm cố định. 
 Để chứng minh đường thẳng d đi qua một điểm cố định ta thực hiện các bước sau: 
 Viết phương trình đường thẳng d. (phụ thuộc tham số thực m) 
 Biến đổi phương trình đường thẳng d về dạng: 

. ( ; ) ( ; ) 0, .m f x y g x y m R     

 Tọa độ các điểm mà đường thẳng d luôn đi qua khi m thay đổi là nghiệm của hệ 
phương trình: 

( ; ) 0
( ; ) 0

f x y
g x y





 

 Giải hệ phương trình trên ta được tọa độ điểm cố định. 
 
►Bài toán 3.2.3: Chứng minh đường thẳng luôn tiếp xúc với một đường tròn 

cố định 
 Ta thực hiện như sau: 
 Viết phương trình đường thẳng d. (phụ thuộc tham số thực m). 
 Xác định một đường tròn (C) cố định có tâm I, bán kính R. 
 Chứng minh d(I;d) = R. 
 
►Bài toán 3.2.4: Chứng minh M di động trên một đường cố định 
 Ta thực hiện như sau: 
 Viết phương trình hai đường thẳng di động qua điểm M. 

 Giải hệ phương trình ta tìm tọa độ điểm M(x; y) với: 
( )
( )

x g m
y f m





 

 Khử giá trị tham số m ta nhận được phương trình đường cố định là: y = f(x). 
 
►Bài toán 3.2.5: Chứng minh hai đường thẳng vuông góc. 

 Giả sử ( ; ), ( ; )u a b v c d  . Khi đó ta sử dụng công thức tích vô hướng. 

. 0u v ac bd u v      
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►Bài toán 3.2.6: Chứng minh 3 điểm thẳng hàng. 

 Giả sử: ( , ), ( ; )AB a b AC c d   . Điều kiện để 3 điểm A, B, C thẳng hàng là: 

 ,AB AC cùng phương ( )
a kc a bAB k AC k R hay
b kd c d


    


  

 

PHẦN 3.3:  

CÁC VÍ DỤ MINH HỌA VÀ SO SÁNH GIỮA PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ 

VÀ CÁCH GIẢ I HÌNH HỌC THUẦN TÚY. 
 Trong phần này tác giả đưa ra một số ví dụ về các dạng toán đã trình bày ở 

phần 2, cũng như có giải kèm thêm bằng cách giải thuần túy hình học để chúng 
ta có sự so sánh và đúc rút giữa các phương pháp.  

 
►Bài toán 3.3.1:Cho tam giác ABC có I là tâm đường tròn ngoại tiêp tam giác 

ABC, D là trung điểm cạnh AB, E là trọng tâm của tam giác ACD. Chứng minh 
rằng nếu AB = AC thì IE vuông góc CD. 

(trích đề thi vô địch vương quốc Anh) 
☺Hướng dẫn giải bằng cách 1 (Thuần túy hình học) 

 
 Gọi H và F lần lượt là trung điểm của BC và AC.  
 Do AB = AC nên tam giác ABC cân tại A suy ra AH BC  và DF là đường 

trung bình của tam giác ABC nên DF // BC suy ra (1)AH DF . 

 Gọi N AH CD N   là trọng tâm tam giác ABC suy ra CN = 2ND. 
 Gọi M là trung điểm CD ta có  
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1( ) 2 2
2

MD MC MD MN MC MN
MNDN MN MN DN DN MN
DN

    

       
 

 Do đó: 
1 / /
2

ME MN NE AD
EA DN

    

 Với I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, D là trung điểm dây cung AB 
nên DI vuông góc AB suy ra DI vuông góc NE (2) 

 Từ (1) và (2) suy ra I là trưc tâm tam giác DEN do đó EI vuông góc CD (đpcm) 
 
☺Hướng dẫn giải bằng cách 2 (Vận dụng công cụ vecto) 
 Xét tích vô hướng .EI CD  ta có: 

. ( )( ) . . .

. 0 ( ). . ( ). ( )

.

EI CD AI AE CB BD AI CB AI BD AE CB AEBD

EI CD AD DI BD AE CB AD DE BD do AI CB

AE CB DE

      

       

   . ( )

. . ( )

.( ) ( ).

. . . .( )
1 ( ).(
2

BD do DI BD

DE DB AE CB do DB BD

DE DC CB AD DE CB

DE DC AD CB DE CD AD AB AC

AE AD CA



   

   

     

  

2

2 2 2

2 2 2

1) .( ) (do AB 2AD)
2

1 1 1 1 1( 2 ) .
2 3 3 2 2
1 1 1 1 1 1. . .
6 6 3 3 2 2

1 1 1 0 (
6 3 2

CB AB AB AC

AB AC AC AB AB AB AC

AB AC AB AC AB AC AB AB AC

AB AC AB do

   

 
      

 

      

    )AB AC

 

  Do đó ta suy ra EI vuông góc CD. (đpcm) 
 
☺Hướng dẫn giải bằng cách 3 (sử dụng công cụ tọa độ) 
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 Dựng hệ trục Oxy như hình vẽ (với O là trung điểm BC). Đặt BC = 2 và AO = a 

> 0  
 Ta có tọa độ các điểm : (0;0), ( 1;0), (1;0), (0; ).O B C A a  

 Do D là trung điểm AB nên suy ra 

0 1
12 2 ;

0 2 2
2 2

A B
D

A B
D

x xx aD
y y ay

 
    

  
     



 

 Ta có E là trọng tâm của tam giác ACD suy ra  

 

10 1
2

13 3 ;
6 20

2
3 3

A C D
E

A C D
E

x x xx
aE

aay y yy


   

 
  

  
   

   


 

 Ta có DI qua 1;
2 2

aD  
 
 

và nhận ( 1; )AB a    làm vecto pháp tuyến nên có 

dạng: 211( ) ( ) 0 : 2 2 1 0
2 2

ax a y DI x ay a         . 

 Do 
2

2
2

00 10;1 22 2 1 0
2

xx aI DI Oy Ia ax ay a y
a
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 Xét 

1 1;
6 2 1 1. 0

4 43 ;
2 2

EI
a

EI CD EI CD
aCD

   
  

  
     

      

 (đpcm). 

■ Bình luận: 
 Với cách giải 1 (thuần túy hình học), yêu cầu ở người giải phải có “nhãn quan” 

hình học nhạy bén, nắm chắc nhiều phương hướng chứng minh. Cách giải này 
tương đối phức tạp. 

 Với cách giải 2 (sử dụng công cụ vecto), yêu cầu ở người giải phải có kỹ năng 
biến đổi vecto đến mức “uyên thâm”. 

 Với các giải 3 (sử dụng công cụ tọa độ), với việc chọn hệ trục Oxy, việc chứng 
minh trở nên đơn giản hơn rất nhiều. Tuy nhiên mấu chốt có thể thấy ngay ở 
đây là việc xác định tất cả các tọa độ trong bài.  

 
►Bài toán 3.3.2:Cho tam giác ABC có góc 060ACB  . Gọi D, E, F là các 

điểm tương ứng nằm trên các cạnh BC, AB, AC. Gọi M là giao điểm AD và BF. 
Giả sử CDEF là hình thoi. Chứng minh rằng: 2 .DF DM DA  

(trích đề thi chọn đổi tuyển Quốc Gia Singapore) 
☺Hướng dẫn giải bằng cách 1 (Thuần túy hình học) 

 
 Từ CDEF là hình thoi nên DE // CA và CB // FE 

 Suy ra 
BED EAF
BCA BDE EFA

 

  

. 
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 Do tam giác DEB đồng dạng tam giác FAE, từ đó ta có: (1)DB FE
DE FA

  

 Hình thoi CDEF có góc 060DCF DCF     là tam giác đều  
 (2)DE EF DF    

 Từ (1) và (2) suy ra (3)DB DF
DF FA

  

 Mặt khác: 0120 (4)BDF FAD    .  
 Nên từ (3) va (4) ta suy ra tam giác BDF và DFA đồng dạng. 
 Xét hai tam giác DMF và tam giác FAD có:  

 
FDM chung DF DADMF DFA
DFB FAD DM DF


   

 
 

 Vậy 2 .DF DM DA (đpcm). 
☺Hướng dẫn giải bằng cách 2 (Sử dụng hệ trục tọa độ) 

 
 Không mất tính tổng quát. Ta đặt CF = 1, CA = a ( a > 1). Dựng hệ trục Cxy sao 

cho A thuộc tia Cx. Ta có tọa độ C(0;0), F(1; 0), A(a; 0). 
 Do CDF là tam giác đều nên theo phép quay tâm C góc quay 60 độ ta có:  

 

060

10 (1 0)cos (0 0)sin
1 32( ) ;
2 230 (1 0)sin (0 0)cos

2

D

C

D

x
F D D

y
Q

 

 




       

      
       



 

 Do CDEF là hình thoi nên ta có:  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 363 

 

1 1 0
3 32 ;
2 23 0 0

2

E

E

x
DE CF E

y


    

      
    



 

 Khi đó phương trình đường thẳng CD: : 3 01 3
2 2

x y CD x y     

 Đồng thời phương trình đường thẳng AE:  

  : 3 (2 3) 3 03 3
2 2

x a y AE x a y a
a


     



 

 Khi đó tọa độ B là nghiệm của hệ:  

2( 1)3 0 3;
2( 1) 2( 1)33 (2 3) 3 0

2( 1)

ax
ax y a aB

a aax a y a y
a


     

             
 

 

 Tương tự ta có:  

 : 3 (2 1) 3 0, : 3 ( 2) 3 0AE x a y a BF ax a y a         
 Khi đó tọa độ M là nghiệm của hê:  

 

2

2

2 2

( 1)
2( 1)3 (2 1) 3 0,

( 1) 33 ( 2) 3 0
2( 1)

( 1) ( 1) 3;
2( 1) 2( 1)

a ax
a ax a y a

a aax a y a y
a a

a a a aM
a a a a


      

 
     

  

  
       

 

 Vậy ta có:  
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2

22
2 2

22
2

2 2 2

1

1 3 1
2 2

( 1) 1 ( 1) 3 3 1
2( 1) 2 2( 1) 2 1

DF

DA a a a

a a a aDM
a a a a a a







   
             


   

               

 

 Do đó: 2 .DF DM DA (đpcm). 
  
■  Bình luận: 
 Với cách giải 1, yêu cầu cần phải chứng tỏ được các cặp tam giác đồng dạng là 

DEB và FAE, BDF và DFA, DMF và DFA. Việc chứng minh tương đối “rắc 
rối” đòi hỏi ở người giải một số kỹ năng. 

 Với cách giải 2, viêc chọn hệ trụ Cxy ta dễ dàng chỉ ra tọa độ D, F, A, cộng việc 
còn lại là xác định tọa độ M và sau đó sử dụng công thức độ dài (cũng khá nặng 
nhưng về mặt tư duy thì nhẹ nhang hơn rất nhiều ). Cách giải này cũng đã vận 
dụng sử dụng của phép biến hình để xử lý các tọa độ nhờ vào công thức góc. 

 
►Bài toán 3.3.3:Cho một điểm M nằm tùy ý trên đoạn AB. Dựng các hình vuông 

AMCD và MBEF về cùng một phía với AB. Các đường tròn tâm P và Q lần lượt 
ngoại tiếp hai hình vuông AMCD và MBEF cắt nhau tại M và N.  
a. CM: AF và BC cắt nhau tại N. 
b. CM: đường thẳng MN đi qua một điểm cố định. 
c. Tìm quỹ tích trung điểm của PQ khi M thay đổi. 

(trích đề thi Vô địch Toán Quốc Tế) 
 

☺Hướng dẫn giải bằng cách 1 (Thuần túy hình học): 
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a. Chứng minh AF và BC cắt nhau tại N. 
 Gọi K AC BF   . Ta có: 045 (1)KAM KBM AK BF      
 Mặt khác CM vuông góc AB (2) 
 Từ (1) và (2) suy ra F là trực tâm tam giác ABC. Do đó AF vuông góc BC. 
 Gọi 0' ' 90 ', , ,N AF BC AN C AMC N C A M      cùng thuộc 

một đường tròn.  
 Do đó N’ nằm trên đường tròn tâm P. 
  Một cách tương tự ta có 4 điểm N’, B, E, F cùng nằm trên một đường tròn.  
 Do đó N’ nằm trên đường tròn tâm Q.  
 Như vậy N’ là điểm chung của 2 đường tròn tâm P và Q. Mà AF và BC không 

đi qua M 
 Do đó N’ trùng N. Vậy AF và BC cắt nhau tại N (đpcm). 
 
b. Chứng minh đường thẳng MN đi qua một điểm cố định. 
 Theo chứng minh trên, ta có: AF vuông BC tại N nghĩa là 090ANB   
 Suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác ANB là đường tròn cố định có đường 

kinh AB. 
 Gọi S là giao điểm của đường trung trực AB với phần cung AB không chứa 

điểm N. Ta có S là điểm cố định.  
 Ta có:  
 0 0 0 045 90 45 45ANM ACM MNB ANB ANM          

 Do đó: 045MNB ANM   .  
 Từ điều này ta khẳng định rằng đường thẳng MN đi qua điểm cố định S. 
c. Tìm quỹ tích trung điểm của PQ khi M thay đổi. 
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 Ta có: 090KPM MQK PMQ     nên KPMQ là hình chữ nhật. 
 Gọi I là giao điểm của 2 đường chéo của hình chữ nhật KPMQ, I chính là trung 

điểm của PQ và KM. 

 Mặt khác tam giác KAB có 045KAB KBA    nên tam giác KAB vuông 
cân tai K, mà AB cố định K cố định. 

 Gọi O và T lần lượt là trung điểm của KA và KB (O, T cố định) 
 Do OI // AM, IT // MB và 3 điểm A, M, B thẳng hàng nên 3 điểm O, I, T thẳng 

hàng. 
 Vì M di động trên đoạn thẳng AB (M khác A, M khác B) nên I di động trên 

đoạn thẳng OT (I khác O, I khác T).  
 Vậy quỹ tích trung điểm I của PQ là đoạn OT (trừ điểm O và T). 
 
☺Hướng dẫn giải bằng cách 2 (sử dụng công cụ tọa độ): 

 
 Dựng hệ trục Axy như hình vẽ.  
 Không mất tính tổng quát giả sử AB = 1, AM = m  
 Với (0 < m < 1). Khi đó tọa độ các điểm là: 

  

(0;0), (1;0), ( ;0), ( ; ), ( ;1 ),
1 1(1;1 ), ; , ; , (0; )

2 2 2 2

A B M m C m m F m m
m m m mE m P Q D m



    
    

   

 

 Ta có:  

 
( ;1 )

. ( 1) (1 ) 0
( 1; )

AF m m
AF BC m m m m AF BC

BC m m

  
       

 

. 
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 Gọi 0' ' 90 ', , ,N AF BC AN C AMC N C A M       cùng thuộc 
một đường tròn.  

  Do đó N’ nằm trên đường tròn tâm P. 
 Một cách tương tự ta có 4 điểm N’, B, E, F cùng nằm trên một đường tròn.  
  Do đó N’ nằm trên đường tròn tâm Q.  
 Như vậy N’ là điểm chung của 2 đường tròn tâm P và Q. Mà AF và BC không 

đi qua M 
 Do đó N’ trùng N. Vậy AF và BC cắt nhau tại N (đpcm). 
 
 Chứng minh đường thẳng MN đi qua 1 điểm cố định: 
 Do hai đường tròn tâm P và Q cắt nhau tại M, N nên MN vuông PQ 

 Suy ra 1 1 2;
2 2

mPQ  
  
 

 là vecto pháp tuyến của đường thẳng MN. 

 Do đó phương trình đường thẳng MN là: 
1 1 2( ) ( 0) 0 (1 2 ) 0
2 2

mx m y x m y m
          

 Giả sử S(a; b) là điểm cố định mà đường thẳng MN luôn đi qua khi M di động 
trên đoạn AB. 

 Ta có: (1 2 ) 0, (0;1) ( ) (1 2 ) 0, (0;1)a m b m m a b b m m              

 Tọa độ điểm S là nghiệm của hệ phương trình: 
1

0 1 12 ;
1 2 0 1 2 2

2

aa b
S

b b


    

    
      



 

 Vậy đường thẳng MN đi qua điểm cố định 
1 1;
2 2

S  
 
 

 

 Tìm quỹ tích trung điểm của PQ khi M thay đổi. 

 Gọi ( ; )I x y  là trung điểm của PQ ta có:

2 1
2 4

1
2 4

P Q

P Q

x x mx

y y
y

 
 


  



 

 Ta có 
2 1 4 1

4 2
m xx m 

    .  

 Vì 
4 1 30 1 0 1 0

2 4
xm x

         . 
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 Vậy quỹ tích trung điểm của PQ là đoạn thẳng nằm trên đường thẳng có phương 

trình 
1
4

y   song song với AB và giới hạn bởi 
30
4

x  . 

 
►Bài toán 3.3.4:Cho tam giác ABC và D là chân đường cao hạ từ A. Gọi E và F 

là các điểm nằm trên đường thẳng qua D sao cho ,AE BE AF CF  và E, 
F không trùng D. Giả sử M, N là các trung điểm tương ứng của BC và EF. 
Chứng minh rằng AN NM  

 (trích đề thi Olympic Châu Á Thái Bình Dương lần thứ 10) 
☺Hướng dẫn giải bằng cách 1 (Thuần túy hình học): 
 Ta có: 090AEB ADB    

suy ra tứ giác AEDB nội tiếp 
(1)AEF ABC   vì cùng 

bù với góc AED. 
 Lại có:  

 0 0 090 90 180AFC ADC       
 suy ra tứ giác ADCE nội tiếp 

(2)AFE ACB   
 Từ (1) và (2) ta suy ra:  

 
2
2

AE EF EN ENAEF ABM
AB BC BM BM

       (3) 

 Từ (1) và (3) ta suy ra AEN AMB   
 ANE AMB   suy ra tứ giác ANMD nội tiếp. 

 Do đó 0180ANM ADM    
 

0 0 0 0180 180 90 90ANM ADM AN NM         (đpcm). 
 
☺ Hướng dẫn giải bằng cách 2 (chứng minh hình học kết hợp sử dụng công cụ 

vecto): 
 Gọi ,I AE CF J BE AF    .  

 Ta có: 
0

0

90
90

AIF IAF
AIF AJB

AJB IAF


  
  

  
 

 Ta có: 090ADB AEB    nên tứ giác ABDE nội tiếp được.  
 Suy ra: (1)ABE ADE   

 Ta có: 090ADC AFC    tứ giác ADCF nội tiếp được suy ra 
(2)ACF ADE   
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(1) và (2) suy ra ABE ACF   . Do đó ABE ACF   

 Suy ra . . (3)AE BE AE CF AF BE
AF CF

    

 Xét tích vô hướng .AM MN  ta có: 

 

4 . (2 ).(2 ) ( ).( )

4 . . . . . 0 . . 0

4 . . .cos(

AN MN AN MN AE AF BE CF

AN MN AE BE AE CF AF BE AF CF AE CF AF BE

AN MN AE CF A

   

        

  , ) . .cos( , )

4 . . .cos . .cos

4 . ( . . . ).cos 0 ( (3)).

E CF AF BE AF BE

AN MN AE CF AF BE

AN MN AE CF AF BE do

 





   

    

 

 Vậy AN vuông góc MN (đpcm). 
 
☺Hướng dẫn giải bằng cách 3 (sử dụng công cụ tọa độ): 

Đặt AD = a, DB = b, DC = c 
(a, b, c > 0).  
Chọn hệ trục Dxy như hình 
vẽ.  

 Ta có: D(0; 0), A(0; a), B(–b; 0), 
C(c; 0).  

 Giả sử  
 ( ; ), ( , ) ( , , , 0).E x y F m n x y m n    
 Ta có:  

 
;0 , ;

2 2 2
c b x m y nM N     

   
   

 

 Ta có ( ; ), ( ; y), ( ; ), ( ; )AE x y a BE x b AF m n a CF m c n         . 

 Theo giả thiết, . 0 ( ) ( ) 0 (1)AE BE AE BE x x b y y a         

 Lại có: . 0 ( ) ( ) 0 (2)AF CF m m c n n a       

 Mặt khác, D, E, F thẳng hàng nên ,DE DF  cùng phương suy ra  

 (3)x y xn my
m n
    

 Từ (1), (2), (3) ta có: 
( ) ( ) 0

( )
( ) ( ) 0

m x b n y a
I

x m c y n a
   


   

 

 Ta có: 2; , ;
2 2 2 2

x m y n a x m c b y nAN MN         
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 Do đó: 4 . ( )( ) ( )( 2 )AN MN x m x m c b y n y n a          

4 . ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 . 0 (do (I))

AN MN x x b y y a m m c n n a m x b n y a x m c y n a

AN MN AN MN

                

   
 

☺Hướng dẫn giải bằng cách 4 (sử dụng công cụ tọa độ khác): 
 Chọn hệ trục tọa độ Axy như hình 

vẽ (Ax // EF). Ta có tọa độ các 
điểm là:  

 A(0; 0), D(d; h), E(e; h), F(f; h). 
 N là trung điểm đoạn EF nên 

;
2

e fN h 
 
 

 . 

 Viết phương trình các đường thẳng 
BE và BC suy ra  

 ; h dfB d e
h
 

 
 

 

 Viết phương trình các đường thẳng 
CF và BC suy ra  

 ; h dfC d f
h
 

 
 

 

 M là trung điểm đoạn BC nên ta có: 2 ;
2

d e f h dfM
h

   
 
 

 

 Từ đó tính được tích các hệ số góc của 2 đường thẳng AN và MN bằng –1. 
 Suy ra AN vuông góc MN. 
  
■  Bình luận: 
 Với cách giải 1, từ sự phát hiện các cặp tam giác đồng dạng AEF và ABC, AEN 

và ABM, ta chứng minh được tứ giác ANMD nối tiếp. Đây cũng là điểm mấu 
chốt trong cách giải bài toán. Đòi hỏi ở người giải óc quan sát tốt. 

 Với cách giải 2, sự kết hợp giữa hình học thuần túy và các phép biến đổi trên 
vecto là một điểm không mạnh của học sinh. Tuy nhiên đây cũng có thể xem là 
phương pháp tổng hợp. 

 Với cách giải 3, với việc chọn hệ trục tọa độ Dxy, cho ta những tọa độ đẹp 
nhưng phần còn lại là xác định tọa độ của vecto AN và MN và tính toán tương 
đoan khá “nặng”. Thấy được hướng đi nhưng lại rất dễ làm nản lòng người làm. 

 Với cách giải 4, với các chọn hệ trục tọa độ như trên, ta dường như không quan 
tâm đến sự có mặt của trục tung. Bài toán vẫn giải quyết với kết quả chính xác. 
Đây cũng là một ưu điểm của giải pháp sử dụng công cụ tọa độ. 
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►Bài toán 3.3.5:Cho hình vuông ABCD, E là trung điểm BC. M là điểm di động 
trên cạnh AB. Gọi N, P lần lượt là giao điểm MD và MC với AE. Gọi H là giao 
điểm của NC và DP. I là giao điểm của đường trung trực đoạn thẳng DH với 
đường thẳng vuông góc với AH tại H. Chứng minh khi M di động trên cạnh AB 
thì I di động trên một đường thẳng cố định.  

  

1

1
>x

^y

H

N

P

A

C

I

D

B

E

M  
 Chọn hệ trục tọa độ Axy, chuẩn hóa đặt AB = 1, AM = m (0 < m < 1) 

 Khi đó tọa độ các điểm là A(0; 0), B(1; 0), C(1; 1), D(0; 1), 11;
2

E  
 
 

 

 Phương trình đường thẳng AE: 11 2
2

x y xy    

 Phương trình đường thẳng MD: 
1

1
x y m xx my m y
m m

 
      


 

 Ta có N là giao điểm MD và AE nên ta suy ra tọa độ 2 ;
2 2

m mN
m m

 
 

  
 

 Phương trình đường thẳng MC: 
1 1
1 1 1

x y m xy
m m
  

  
  

 

 Lại có P là giao điểm MC và AE nên tọa độ 2 ;
1 1

m mP
m m

 
 

  
 

 Ta có phương trình đường hẳng NC:  

  
1 1 2

2 2 21 1
2 2

x y my xm m m m
m m
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 Và phương trình DP: 
1 1 12 21

1 1

x y y xm m m
m m

 
   


 

 

 H là giao điểm NC và DP nên có tọa độ 4 3;
3 2 3 2

m mH
m m

 
 

  
 

 Ta thấy điểm H luôn thuộc đường thẳng cố định 3x – 4y = 0, D là 1 điểm cố định 
và ta có ID = IH (vì I thuộc đường trung trực DH) nên I di động trên Parabol cố 
định nhận đường thẳng 3x – 4y = 0 làm đường chuẩn và D là tiêu điểm. 

  

PHẦN 3.4 

ỨNG DỤNG HỆ  TRỤC TỌA ĐỘ VÀO VIỆ C GIẢ I CÁC BÀI TOÁN 

HÌNH HỌC PHẲNG. 

BÀI TOÁN 3.4.1. Cho tam giác ABC có hai đỉnh B, C cố định và đỉnh A thay 
đổi được. Gọi H, G lần lượt là trực tâm và trọng tâm của tam giác ABC. Tìm 
quỹ tích của điểm A, biết rằng trung điểm K của HG thuộc đường thẳng BC. 

    (Trích đề thi Học sinh giỏi Quốc gia 2006 –  2007) 
☺ Hướng dẫn giải : 
 Chọn hệ trục Oxy với O trung điểm BC và trục Ox là đường thẳng BC 
 Đặt 02  aBC . Khi đó tọa độ )0,(;)0,( aCaB  .  

 Giả sử 0),( 000 yyxA  

 Khi đó trực tâm H là nghiệm hệ phương trình  

 








0))(( 00

0

yyxaax
xx

 

 












 


0

2
0

2

0 ,
y

xa
xH  

 Trọng tâm 








3
;

3
00 yx

G ,  

 suy ra trung điểm 











 

0

2
0

2
0

2
0

6
33

;
3

2
y

yxax
K  

 K thuộc đường thẳng BC khi và chỉ khi  

 )0(1
3

033 02

2
0

2

2
02

0
2
0

2  y
a
y

a
x

yxa  
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 Vậy quỹ tích A là hyperbol 1
3 2

2

2

2


a
y

a
x  bỏ đi hai điểm B, C 

 
BÀI TOÁN 3.4.2.Cho tam giác ABC có hai đỉnh B, C cố định và đỉnh A thay 

đổi. Qua B dựng đường thẳng d vuông góc với BC, d cắt đường trung tuyến 
AI của tam giác ABC tại K.Gọi H là trực tâm của tam giác ABC. Tìm quỹ tích 
điểm A, biết rằng IH song song với KC. 

     (Trích đề thi Olympic Lê Hồng Phong 2008 – 2009) 
☺ Hướng dẫn giải : 
 Chọn hệ  trục Oxy với O trùng I và trục Ox là đường thẳng BC. 
 Đặt 02  aBC . 
 Khi đó toạ độ ( ; 0); ( ; 0)B a C a  

 Giả sử tọa độ điểm );( 00 yxA   với 00 y  

 Khi đó trực tâm H là nghiệm 
hệ phương trình 

 

0

0 0

2 2
0

0
0

( )( ) 0

;

x x
x a a x y y

a xH x
y




   

 
   

 

 

 )(AIdK   là nghiệm hệ phương trình 












x
x
y

y
ax

0

0 











0

0;
x
y

aaK  với 00 x  

 Theo giả thiết, ta có: 

 IH  cùng phương KC 0.2.
0

2
0

2

0
0

0 



y

xa
ax

x
y

a 1
2 2

2
0

2

2
0 

a
y

a
x

 

 Vậy quỹ tích A là elip 1
2 2

2
0

2

2
0 

a
y

a
x

 bỏ đi 4 điểm B, C, )2;0(1 aA  , 

2(0; 2)A a là 4 đỉnh của elip 
 
BÀI TOÁN 3.4.3.Trong mặt phẳng cho đường tròn (O,R) và một điểm A cố 

định. I là điểm di động trên (O). Đường tròn tâm I luôn đi qua A. Chứng 
minh rằng trục đẳng phương của hai đường tròn (O) và (I) luôn tiếp xúc với 
một đường tròn cố định . 

^y

>x
I

H

A

K

B C
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☺ Hướng dẫn giải : 
 Chọn hệ trục (Oxy) như hình vẽ 

(OA là trục Oy) . Ta có A(0,b) , (O) 
: 222 Ryx  . 

 Gọi I(m; n)  (O) 
222 Rnm   

và IA 222 )nb(m  . 
 Vậy (I):  
 2222 )bn(m)ny()mx(   hay  

 0bnb2ny2mx2yx 222  .  
 Suy ra phương trình của trục đẳng 

phương của (O) và(I) là (d) là 
2mx + 2ny – 2nb + 0Rb 22  . 

 Ta có d(A,d) = 
R2

Rb

nm2

Rbnb2nb2 22

22

22 





. 

 
BÀI TOÁN 3.4.4. Cho tam giác ABC có đường cao CH. Gọi I, K lần lượt là 

trung điểm của các đoạn AB, CH. Một đường thẳng d di động luôn luôn song 
song với cạnh AB cắt cạnh AC tại M và cắt cạnh BC tại N. Dựng hình chữ 
nhật MNPQ với hai điểm P, Q nằm trên cạnh AB. Gọi J là tâm hình chữ nhật 
MNPQ. Chứng minh ba điểm I, J, K thẳng hàng. 

☺ Hướng dẫn giải : 
 Chọn hệ trục Oxy sao cho 

HO  , các điểm A, B nằm trên 
Ox, điểm C nằm trên Oy 

 Ta có toạ độ các điểm H(0; 0), 
C(0; c) , A(a; 0) , B(b; 0). 

 Đường thẳg d có phương trình y 
= m (0<m<c) 

 (AC) : cx+ay–ac = 0   
 và  (BC) : cx+by = 0 

 
( ) ; )

M d AC
a c mM m

c

 

 
  

   

  tương tự 






  m
c

mcbN ;)(  
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 Điểm P là hình chiếu vuông góc của N trên Ox 






 
 0;)(

c
mcbP  

 J là trung điểm của đoạn PM 






 


2
;

2
))(( m

c
mcbaJ  

 Từ đó ta có 






 




2
;

2
cbaIK  và  







 




2
;

2
)( m

c
bamIJ  

 Vậy 


IK  cùng phương 


IJ , nên ba điểm I, J, K thẳng hàng. 
 
BÀI TOÁN 3.4.5.Cho tam giác ABC đều có cạnh bằng 2a và (d) là đường thẳng 

tùy ý cắt các đường thẳng BC, CA, AB. Gọi x, y, z tương ứng là các góc giữa 
đường thẳng (d) và các đường thẳng BC, CA, AB.  

 Chứng minh 
16
1cos.cos.cossin.sin.sin 222222  zyxzyx . 

☺ Hướng dẫn giải : 
 Chọn hệ trục tọa độ sao cho 

)0;(),0;(),3;0( aCaBaA  .  
 Khi đó   

 )3;( aaAB 


,

)3;( aaCA 


, )0;2( aBC 


. 

 Gọi );( 21 uuu 


 là véc tơ chỉ 
phương của đường thẳng (d). Ta có : 

 

 


 2
2

2
1

2
12cos
uu

ux 2
2

2
1

2
22sin
uu

ux


  

 
 







)(4
3cos 2
2

2
1

2

212

uu
uuy

 
)(4

3sin 2
2

2
1

2

212

uu
uuy




  

 
 







)(4
3cos 2
2

2
1

2

212

uu
uuz

 
)(4

3sin 2
2

2
1

2

212

uu
uuz




  

 Suy ra zyxzyxS 222222 cos.cos.cossin.sin.sin   
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    16
1

16

33

16

33
32

2
2
1

6
2

4
2

2
1

2
2

4
1

6
1

32
2

2
1

22
2

2
1

2
2

22
2

2
1

2
1 











uu

uuuuuu

uu

uuuuuu

 
(đpcm). 

BÀI TOÁN 3.4.6.Cho đường d trên đó lấy một điểm A. Cho trước hai số dương 
a, b sao cho a>b. Xét tất cả các điểm P, Q sao cho AP = a, AQ = b và đường 

thẳng d là phân giác của 


PAQ  . Ứng với mỗi cặp điểm P,Q xét điểm sao cho 


 AQAPAM .Tìm quỹ tích điểm M. 

☺ Hướng dẫn giải: 

 
 Chọn hệ tục tọa độ như sau : lấy A làm gốc tọa độ, trục hoành là d.Gọi M(x; y) 

 Ta có 


 AQAPAM );();();( QQPP yxyxyx   

 









QP

QP

yyy
xxx

(1) 

Do AP = a và AQ = b nên 









222

222

byx
ayx

QQ

PP (2) 

Nếu phương trình (AP): y = kx  thì  (AQ): y = –kx 

 Từ (2) suy ra 









2222

2222

bxkx
axkx

QQ

PP  

 (1) 1
)()(

1
)(2

1
)(2

2

2

2

2

2

22
222

2

2
222





























ba

y
ba

x

k
bakyyyyy

k
baxxxxx

QPQP

QPQP
 

 Vậy quỹ tích M là một elip. 
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BÀI TOÁN 3.4.7.Trên đường thẳng d cho trước, cho ba điểm A, B, C trong đó B 
nằm giữa A và C. Vẽ vòng tròn tiếp xúc với d tại B. Gọi M là giao điểm của 
hai tiếp tuyến với vòng tròn trên vẽ từ A và C. Tìm quỹ tích điểm M. 

 
☺ Hướng dẫn giải : 

 
 Gọi các tiếp điểm như hình vẽ, ta có  BCBAMCMA hằng số  (1) 

 Nếu B là trung điểm của AC thì từ (1) MCMA   : quỹ tích M là trung trực 
của AC. 

 Nếu B không là trung điểm của AC thì từ (1): quỹ tích M là hyperbol nhận A, C 
làm tiêu điểm (như hình vẽ) 

 
BÀI TOÁN 3.4.8.Cho đường thẳng d và một điểm A cố định không nằm trên d. 

P và Q là hai điểm di động trên d nhưng PQ = a (trong đó a là số dương cho 
trước). Gọi M là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác APQ. Tìm quỹ tích điểm M. 

☺ Hướng dẫn giải : 
 Dựng hệ trục tọa độ như hình vẽ 
 Gọi M (x; y), giả sử khoảng cách từ 

A đến d là h, khi đó A(0; h) 

 Ta có 
4

2
22 aMHMA 

 

 4
)(

2
222 ayhyx 

 

 h
ahx

h
y

422
1 2

2   

 Vậy quỹ tích điểm M là một Parabol. 
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BÀI TOÁN 3.4.9.Qua tâm O của hai đường tròn đồng tâm vẽ hai đường thẳng 

vuông góc d1 và d2. Đường thẳng d di động quay quanh O về cùng một hướng 
cắt các vòng tròn nhỏ và lớn lần lượt tại A và B. Qua A vẽ đường thẳng 

/
1d song song d1và qua B vẽ đường thẳng /

2d song song d2. Tìm quỹ tích điểm 
/
2

/
1 ddM  . 

☺ Hướng dẫn giải: 
 Lập hệ trục tọa độ nhận d1, d2 à trục 

Ox và Oy. 
 Giả sử đường thẳng d có phương 

trình y = kx, A(xA ; yA) , B(xB ; yB). 
 Từ giả thiết, ta có x = xB , y = yA.  

 Ta có 







222

222

Ryx
ryx

BB

AA   và 








BB

AA

kxy
kxy

 

 
2

22
2

2

2
2

1
;

1 k
rky

R
Rx AB





 .  

 Từ đó ta có 12

2

2

2

2

2

2

2


r
y

R
x

r
y

R
x AB  

Vậy quỹ tích điểm M là Elip 12

2

2

2


r
y

R
x  

 
BÀI TOÁN 3.4.10. Cho tam giác ABC vuông cân tại C. Trên các Cạnh BC, CA, 

AB lần lượt lấy các điểm M, N, P sao cho 
PB
PA

NA
NC

MC
MB

 . Chứng minh 

rằng MNCP   và CP = MN. 
☺ Hướng dẫn giải : 

Chọn hệ trục Oxy sao cho CO  ,  
tia Ox   CA và tia Oy  CB 
Ta có toạ độ các điểm C(0; 0), A(1; 0),  
B(0; 1). 
Từ giả thiết ta đặt  

k
PB
PA

NA
NC

MC
MB

  

Do đó  
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k
k

k
P

k
kN

k
M

CB
k

kCA
k

CP

CA
k

kCN

CB
k

CM

1
;

1
1

0;
1

1
1;0

11
1

1

1
1

 

Từ đó MNCP
k

k
k

kCPMN 








0
)1()1(

. 22
 

22 2

2

1
(1 )
kMN CP

k


 


 

 
BÀI TOÁN 3.4.11. Cho tam giác ABC vuông tại A. Gọi At là tia phân giác của 

góc A. Qua trung điểm M của cạnh huyền BC ta dựng đường thẳng vuông 
góc với tia At cắt các đường thẳng AB và AC lần lượt tại E và F. Chứng minh 
BE = CF. 

☺ Hướng dẫn giải : 
Chọn hệ trục Oxy sao cho AO  ,  
tia Ox   AB và tia Oy  AC 
Ta có toạ độ các điểm A(0; 0),  
B(b; 0) , C(0; c). 
Dễ dàng ta tìm được toạ độ  








  0;
2

cbE  và 






 

2
;0 cbF  

Từ đó suy ra  

2
bcBE 

   và   
2

cbCF 
  

 
BÀI TOÁN 3.4.12. Cho hai điểm A, B cố định và một đường thẳng d vuông góc 

với AB, nhưng không đi qua A, B. Môt điểm M chạy trên d.Tìm tập hợp giao 
điểm N của các đường thẳng vuông góc với MA, MB tại Avà B. 

☺ Hướng dẫn giải : 
 Chọn hệ trục Oxy sao cho ABdO  ,  
 tia Ox   AB và tia Oy  d 
 Ta có toạ độ các điểm A(a; 0), B(b; 0),  
 M(0; m).Gọi N(x; y) 
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 Khi đó 
. 0

. 0

MA NA

MB NB

 

 





   

 

( ) 0
( ) 0

a a x my
b b x my

  
 

  
 

 Giải hệ ta được x = a+b.  
 Vậy tập hợp giao điểm N là đường thẳng vuông góc Ox tại H có hoành độ 

baOH 


. 
 

BÀI TOÁN 3.4.13. Tìm quỹ tích những điểm M trên mặt phẳng có tổng khoảng 
đến một điểm cố định I và một đường thẳng cố định   bằng một số a dương 
cho trước. 

☺ Hướng dẫn giải : 
 Chọn hệ trục toạ độ vuông góc Oxy sao 

choO I  và Ox   và   có phương 
trình x d 0   

 Ta phải tìm quỹ tích những điểm M(x ; y) 

sao cho 2 2x y x d a     (1) 

 .Nếu x d  thì 2 2 2 2x y x d x y d       

 .Nếu x d  thì 2 2 2 2x y x d d ( x y x) d         

 Như vậy các trường hợp xãy ra là 
 d > a :  quỹ tích M là tập rỗng 
 d = a : từ lý luận trên  (1) y 0   ,  0 x a  : quỹ tích M đoạn thẳng nối từ 

I đến chân đường vuông góc hạ từ I lên  . 

 d < a : Khi x d , từ (1) 2 a dy 2(a d)( x)
2


     

 Khi x d , từ (1) 2 a dy 2(a d)( x)
2


     

 Như vậy quỹ tích M là 2 nhánh của 2 Parabol(khoảng giữa S1,S2) có phương 
trình như trên. 

 
BÀI TOÁN 3.4.14. Cho hai đường 

thẳng cắt nhau  a và b . Tìm tập 
hợp những điểm M sao cho tổng 
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khoảng cách từ đó tới  a và b luôn 
luôn bằng số 1 không đổi . 

☺ Hướng dẫn giải : 
 Ta chọn hệ trục tọa độ Oxy với O là 

giao điểm của a và b , Ox là đường 
thẳng a sao cho đường thẳng b có 
phương trình  y = kx (k > 0)                                         

 Giả sử M(x ; y) là điểm nào đó , kẻ MA a , MB b .  
 Khi đó , ta có thể tính được các khoảng cách MA và MB :  

  
2

,
1

kx y
MA y MB

k


 


 

  Vậy, với điều kiện bài toán là 
2

1
1

kx y
y

k


 


 (1) .  

 Ta chia các trường hợp sau : 

a) TH1: 
0

y kx
y





. Dễ thấy rằng khi đó M nằm trong góc xOz . 

 
 2 2

2
(1) 1 1 1 1 0 (2)

1
kx yy kx k y k
k


         


 

 Như vậy , tập hợp M là phần đường thẳng (2) nằm trong góc xOz , tức là đoạn 
PQ   (hình vẽ) .                                                                                                                     

b) TH2: 
0

y kx
y





. Khi đó M nằm trong góc zOx’ và : 

 2 2

2
(1) 1 1 1 1 0 (3)

1
kx yy kx k y k
k

 
          


 

 Như vậy tập hợp M là phần đường thẳng (3) nằm trong zOx’, tức là đoạn thẳng 
PR (hình vẽ) .                                                                                                                           

 Dễ thấy rằng tích vô hương của hai vectơ pháp tuyến :  

 
   2 2; 1 1 , ; 1 1PQ PRn k k n k k        bằng 0, tức là PQ PR                           

Tương tự như trường hợp a) và b) , ta xét các trường hợp :  
c) 0y  và y kx  
d) 0y  và y kx  ,                                                                                                                     
 Ta đi đến kết luận :Tập hợp các điểm M là một hình chữ nhật QPRS có tâm là 

O và hai đường chéonằm trên a và b. 
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BÀI TOÁN 3.4.15. Cho hai điểm A, B cố định, AB = a không đổi và hai điểm C, 
D di động sao cho CD = b không đổi, AB  cùng hướng CD , AC + BD = 
2(a+b). Tìm quĩ tích giao điểm M của AD và BC 

☺ Hướng dẫn giải : 
Vẽ // , // ( , )ME AC MF BD E F AB  

Ta có: ;MB AB a MA AB a
MC CD b MD CD b

     

 Suy ra: ;BE MB a AF AM a
BA BC a b AB AD a b

   
   

 

2 2

,a aBE AF
a b a b

  
 

 

 Suy ra: E và F cố định.                                                  

 Vì ;ME BM a MF AM a
AC BC a b BD AD a b

   
   

 
 nên 

. .,a AC a BDME MF
a b a b

 
 

 

 Suy ra: 
.( ) 2a AC BDME MF a

a b


  


  

 không đổi.           
 

 Chọn hệ trục Oxy như hình vẽ, 
với O là trung điểm của EF. 

 Ta có tập hợp điểm M là một 
Elip nhận E và F làm hai tiêu 
điểm, có độ dài trục lớn là 2a. 

 

BÀI TOÁN 3.4.16. Hình bình hành ABCD  thay đổi trong đó A  và D  cố định 

thoả: AC BD
AD BA

 . Tìm tập hợp điểm B  và C . 

☺ Hướng dẫn giải : 
 Trong mặt phẳng Oxy , 

chọn (0;0)A O ; ( ;0)D a  
với AD a  (không đổi) 

 Theo giả thiết hình bình 
hành ABCD  thay đổi nên 
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lấy ( ; )B x y  và ( ; )C x a y  
bất kỳ với điều kiện 0y  . 

 Khi đó:  

 AC BD
AD BA

 . .AC BA AD BD 

2 2 2 2 2 2( ) . . ( )x a y x y a x a y        

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2( 2 ).( ) .( 2 )x y ax a x y a x y ax a          

 
2 2 2 2 2 3 4( ) 2 ( ) 2 0x y ax x y a x a                            (*) 

 ((*) là phương trình bậc hai với ẩn 2 2( )x y ) 

 Tính / 2 3 4 2 2( ) (2 ) ( )ax a x a a ax       

 

2 2 2

2 2 2

( )
(*)

( )
x y ax a ax
x y ax a ax

     
 

          (!!!)
 

 
2 2 22x ax y a    2 2 2( ) 2x a y a     

 Vậy tập hợp điểm B  là đường tròn ( )C  có tâm ( ;0)I a , bán kính 

2BR a , bỏ hai điểm   2 1 ;0a   và   2 1 ;0a   

 Do tứ giác ABCD  là hình bình hành, ta có BC AD . Vậy tập hợp điểm C  là 
đường tròn /( )C  là ảnh của đường tròn ( )C  qua phép tịnh tiến theo AD . 

Đường tròn /( )C  có tâm (0;0)A O , bán kính 2CR a , bỏ hai điểm 

 2;0a  và  2;0a . 

 
BÀI TOÁN 3.4.17.Cho đường tròn (C) tâm O và tiếp tuyến d tiếp xúc với (C) tại 

một điểm A cố định trên (C). M là một điểm trên mặt phẳng, kẻ tiếp tuyến MT 
với (C) và hạ MH vuông góc với d. 

 1. Tìm quỹ tích các điểm M thỏa MT = MH. 
 2. Chứng minh các đường tròn tâm M bán kính MT luôn tiếp xúc với một 

đường tròn cố định. 
☺ Hướng dẫn giải : 
1. Chọn hệ trục Oxy sao cho A là 

gốc tọa độ, tia Ox   AO và tia 
Oy  d. 

 Khi đó O(R; 0), giả sử M(x; y) 
 Ta có  
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 2222 RMOMTMHMTMH   
 2222 )( RyRxx 

Rxy 22  .  
 Vậy quỹ tích M là parabol  

2. Theo định nghĩa của parabol, ta có MF = MH1 = MH + 
2
R

 

 Suy ra MF = MT + 
2
R

, điều này chứng tỏ đường tròn tâm M bán kính MT tiếp 

xúc đường tròn cố định tâm F bán kính 
2
R

.  

 
BÀI TOÁN 3.4.18.Cho hình vuông cố định. Tìm tập hợp những điểm M trong 

hình vuông đó và thỏa mãn điều kiện: Tích hai khoảng cách từ điểm M đến 
hai cạnh của hình vuông cùng xuất phát từ một đỉnh bằng bình phương khoảng 
cách từ điểm M đến đường chéo của hình vuông không đi qua đỉnh đó. 

☺ Hướng dẫn giải  
Không mất tính tổng quát, xét hình 
vuông có cạnh 2 . 

 Đặt hình vuông ABCD lên mặt 
phẳng có hệ trục tọa độ Oxy sao cho 
A(0;1), B(–1;0), C(0;–1), D(1;0). 

 Gọi M(x;y) là điểm ở trong hình 
vuông ABCD, hạ MN,MP, MQ lần 
lượt vuông góc với BD, DA, AB tại 
N, P, Q. 

 Do đó: MP.MQ = MN2  (1) (xét 2 
cạnh hình vuông phát xuất từ đỉnh A) 

 AB: x – y + 1 = 0,  AD: x + y – 1 = 0. 

 (1) 2 2 2 2| x y 1| | x y 1|. | y | | x (y 1) | 2y
2 2

   
       

 M(x;y) ở trong hình vuông nên x – y + 1 > 0, và x + y – 1 < 0. 
 Do đó: x2 –(y – 1)2 = (x – y + 1)(x + y – 1) < 0  
 Nên (1)  x2 – (y– 1)2 =– 2y2  x2 + (y+1)2 = 2 

 Vậy tập hợp các điểm M là cung BD, cung ¼ đường tròn C, bán kính R = 2 . 
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 Từ kết quả trên ta kết luận: Tập hợp các điểm M là 4 cung 
1
4

 đường tròn tâm là 

các đỉnh của hình vuông và có bán kính bằng cạnh của hình vuông. 
 
BÀI TOÁN 3.4.19.Cho đường thẳng cố định a và một điểm A cố định trên a. Gọi 

(C) là đường tròn lưu động ở trong một nữa mặt phẳng () có bờ a. (C) có 
bán kính không đổi R và luôn tiếp xúc với a, gọi M là tiếp điểm. Gọi I là tâm 
của đường tròn (C).Chứng minh rằng trong mặt phẳng chứa đường tròn (C), 
có một parabol (P) cố định sao cho trục đẳng phương của (C) và đường tròn 
đường kính AI luôn luôn tiếp xúc (P) khi M thay đổi trên a. 

☺ Hướng dẫn giải  
 Trong mặt phẳng chọn hệ trục tọa độ Đề–các vuông góc Oxy, với Ox trùng với 

a, nữa mặt phẳng  là nữa mặt phẳng y > 0, O trùng A. Đặt M(m;0) có tâm 
I(m;R). 
Phương trình của (C) là:  
(C): (x – m)2 + (y – R)2 = R2 hay   
C): x2 + y2 – 2mx – 2Ry + m2 = 0. 
Phương trình đường tròn đường kính AI là: 

(C’): (x – m/2)2 + (y – R/2)2 = 
2 2m  + R

4
 hay 

(C’):  x2 + y2 – mx – Ry = 0. 
Phương trình trục đẳng phương của hai đường tròn (C) và (C’) là: 
(d): mx + Ry – m2 = 0  

 (d): y = f(x) = –
2m mx

R R
 . 

Xét hàm số y = g(x) = 21 x
4R

 . 

 Hệ 
f (x) g(x)
f '(x) g '(x)






 

 

2
2

2

m m 1x x
R R 4R
m x
R 2R

(x 2m) 0
x 2m

x 2m


   

 
  


  
  



. 
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 Vậy Parabol y = f(x) = 21 x
4R


 

 
 luôn tiếp xúc với trục đẳng phương (d). 

 
BÀI TOÁN 3.4.20. Cho tam giác với 3 

cạnh a, b, c mà 3 đỉnh có tọa độ 
nguyên. Gọi R là bán kính đường tròn 
ngoại tiếp tam giác. CMR: abc  2R. 

☺ Hướng dẫn giải: 

 Gọi tam giác là A1A2A3 như hình vẽ
1 2 3A A A

abcS S
4R

   

 Do đó yêu cầu bài toán  chứng minh 1S
2

    

 Giả sử: A1 (x1, y1), A2 (x2, y2), A3 (x3,y3).Gọi A’1, A’2 , A’3 là hình chiếu của A1 
, A2 , A3 lên Oy.   

 Ta có: S = ' ' ' ' ' '
1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 2A A A A A A A A A A A A

S S S   

 
' ' ' '' '

' ' ' ' ' '1 1 3 3 2 2 3 31 1 2 2
1 2 1 3 2 3

A A A A A A A AA A A A
A A A A A A

2 2 2
 

        

  2S = (y1 – y2) (x1 + x2) –  (y1 – y3) (x1 + x3) –  (y3 – y2) (x2 + x3)  (*) 
  

 Vế trái (*) là số nguyên (do đề bài cho xi , yi nguyên) 
  2S là số nguyên  2S  1  S  ½. 
 
BÀI TOÁN 3.4.21. Trên mặt phẳng xét một hình vuông ABCD và một tam giác 

đều EFG cắt nhau tạo thành một thất giác lồi MBNPQRS.Chứng minh rằng 
nếu SM = NP = QR   MB = PQ và BN = RS. 

☺ Hướng dẫn giải: 
 Chọn hệ trục Axy như hình vẽ. 

Gọi a là cạnh của hình vuông. 
 Ta có A(0; 0), B(a; 0), C(a; a), 

D(0; a),M(m; 0), N(a; n), P(p; a), 
Q(q; a), R(0; r), S(0; s) 

 Nếu SM = NP = QR 
 Ta có , ,SM kEF NP kFG   

 QR k GE
 

  với 
EF
SMk    
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 Ta có 


 00 QRNPSMEGFGEF  

 


























RSBN
PQMB

srn
qpma

rns
qapm

0
0

 

 Nêú MB = PQ và BN = RS thì 


 0,0 RSBNPQMB  kết hợp 


 0RSQRPQNPBNMBSM  

 


 0QRNPSM 


 0GEzyFGEFx  

 


 FGyzEFzx )()(  

 Vì  


 FGEF ,  không cùng phương nên  zyx  SM = NP = QR. 

BÀI TOÁN 3.4.22.Cho tam giác ABC có hai đường phân giác trong và ngoài 
góc A cắt cạnh BC tại D và E. Chứng minh rằng nếu AD = AE thì 

222 4RACAB  (trong đó R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC). 
☺ Hướng dẫn giải: 

Chọn hệ trục như hình vẽ 
Theo giả thiết tam giác ADE vuông cân tại A. 
.Khi đó OA = OE = OD nên )0;(,)0;(,)0;(,);0(,)0;( cCaEaDaAbB   

Theo tính chất đường phân giác 2

2

2

2

AC
AB

DC
DB

AC
AB

DC
DB

  

 
b
acabacacab

ac
ab

ac
ab 2

222222
22

22

2

2

)()()()(
)(
)(










  

 Ta có 
222

2

4
22222 )()( 







 


b
ba

b
aabaACAB  

>x

^y

O

A

E DB C
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 Gọi I(x;y) là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, ta có  

  












 







a
b
abx

CIBI
BIAI

2

22

 

 Suy ra 
222

2
222

22 )(
2

444 






 























 


b
abaa

b
abAIR  

 Từ đó suy ra 222 4RACAB   
 
BÀI TOÁN 3.4.23.Cho tam giác ABC nhọn. (D) là một đường thẳng thay đổi. 

Gọi D, E, F lần lượt là hình chiếu vuông góc của A, B, C lên (D). Biết rằng 

ABCSCCFBBEAAD 2tantantan 222  . Xác định vị trí của đường 
thẳng (D) để AD lớn nhất. 

☺ Hướng dẫn giải: 
 Chọn hệ trục như hình vẽ (b , c >0) 

 Ta có 
c
aC

b
aB  tan,tan  

 

2

tan tantan
tan .tan 1
( )

B CA
B C

a b c
a bc











 

 )(2 cbaS ABC   

 Giả sử phương trình (d) :  
 0cos.sin.  dyx   

 dadAdAD  cos),(  

 dbdBdBE  sin),(  

 dcdCdCF  sin),(  

 Theo giả thiết ABCSCCFBBEAAD 2tantantan 222   

 )()sin()sin()()cos( 22
2

2 cbadc
c
adb

b
a

bca
cbada 




   

 0cos.2cos.
22

2 
bc
daadbc   

 0cos.  d
a
bc

  

^

a

c-b

(d)F

E
D

CB

A

O

x>

y
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 Điều này chứng tỏ (d) đi qua 








a
bcH ;0  là trực tâm tam giác ABC. 

 Vậy AD max = AH, khi (d) đi qua H và song song với BC. 
 
BÀI TOÁN 3.4.24.Cho tam giác ABC, trung tuyến AD .Cho đường thẳng (d) 

vuông góc với đường thẳng AD. Xét điểm M trên (d). Gọi E, F lần lượt là 
trung điểm của MB và MC. Đường thẳng đi qua E và vuông góc với (d) cắt 
đường thẳng AB tại P, đường thẳng đi qua F và vuông góc với (d) cắt đường 
thẳng AC tại Q. Chứng minh rằng đường thẳng đi qua M và vuông góc với 
PQ luôn đi qua một điểm cố định, khi M di động trên (d). 

(trích đề thi HSG Quốc gia 2007 – 2008) 
☺ Hướng dẫn giải: 
 Chọn hệ trục như hình vẽ DAOyDO  , . 

 Khi đó Ox song song (d), A(0;a), B(b; c) , C(–b; –c) 

(d)

>x

^y

D

B

C

A

M

F

E

 
 Phương trình đường thẳng 
 0)(:  abbyxcaAB  

 0)(:  abbyxcaAC  

 );( dxM M  

 Khi đó 
2

:)( 1
Mxbxd 

    ,    
2

:)( 2
Mxbxd 

  

 Từ đó suy ra tọa độ ABdP  1 ,  ACdQ  2  
 Suy ra đường thẳng đi qua M và vuông góc PQ có phương trình 
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 0)(
2

2 


















a
bdybcax

a
bcxb M  

 Suy ra đường thẳng đi qua điểm cố định 









a
bd

a
bc 2

; . 

 
BÀI TOÁN 3.4.25. Cho góc Ixy và điểm P nằm bên trong góc. Đường tròn thay 

đổi qua I và P cắt hai tia Ix, Iy lần lượt tại A, B. Tìm quỹ tích trọng tâm G và 
trực tâm H của tam giác IAB. 

(trích đề thi chọn đội tuyển trường Phổ Thông Năng Khiếu 2008 – ngày thi thứ 2) 
☺ Hướng dẫn giải: 
 Ta dựng hệ trục tọa đô Oy là đường trung trực của IP. Khi đó tọa độ các điểm là: 

 ( 1;0), (1;0), (0; ), (0; )I P C a D b  (b < 0) là giao diểm của đường trung trực 
IP và hai tia Ix, Iy. 

 Gọi K(0; m) là tâm đường tròn thay đổi qua I và P. 

 Phương trình đường IC: 1
1

x y y ax a
a

    


 

 Phương trình đường ID: y bx b   . 
 Phương trình đường tròn (K) là:  

  2 2 2 2 2( ) 1 2 1 0x y m m x y mx          
 Tọa độ giao điểm A của IC và (K) là nghiệm của hệ: 

  2 2 ( 1)
2 1 0

y ax a
x

x y mx

 
 

   
 

 Suy ra tọa độ điểm 
2

2 2
2 1 (2 2);

1 1
ma a a maA

a a

   
 
   

 

 Tương tự ta có tọa độ điểm  
2

2 2
2 1 (2 2);

1 1
mb b b maB

b b

   
 
   

 

 Từ đó ta có tọa độ G trọng tâm tam giác IAB là: 
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2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 1 1 2
3 3 31 1 1 1

(*)

2 1 1 2 1 1
3 31 1 1 1

G

G

a bx m
a b a b

aby m
a b a b

    
        

      




          
       

 

 Từ đó, ta có tọa độ G luôn chạy trên đường thẳng có phương trình tham số là (*) 

 Giới hạn: ta có: 

1
1
1 1

A

B

mx a
x m

b


  

 
    



 

 Do đó quỹ tích điểm G là đoạn thẳng thỏa phương trình (*) với 
1 1;m

a b
  

 
 

 

 Quỹ tích trực tâm H xin dành cho bạn đọc. 
 

PHẦN 3.5 

ỨNG DỤNG HỆ  TRỤC TỌA ĐỘ VÀO VIỆ C  

CHỨNG MINH CÁC TÍNH CHẤT HÌNH HỌC TRONG BÀI TOÁN 

HÌNH HỌC PHẲNG OXY. 
  Ở phần này, chúng ta sẽ xét các bài toán trong tọa độ Oxy mà khi dựng hình 

ta lại “bắt gặp” các tính chất hình học như vuông góc, song song, cạnh bằng 
nhau, góc bằng nhau, v.v... Và dĩ nhiên đôi khi việc chứng minh chúng bằng 
thuần túy hình học hay sử dụng công cụ vecto không phải lúc nào cũng thực 
hiện một cách tối ưu và triệt để. Cách tốt nhất trong tinh huống này ta hãy “tạm 
quên đi hệ tọa độ Oxy”, giữ lại các tính chất của hình học phẳng và bắt đầu 
“đặt hệ trục tọa độ mới” cho hình nhằm mục đích chứng minh các tính chất đó. 
Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

 
BÀI TOÁN 3.5.1.Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A. 

Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên cạnh BC; D là điểm đối xứng của B 
qua H; K là hình chiếu vuông góc của C trên đường thẳng AD. Giả sử 

( 5; 5), (9; 3)H K   và trung điểm của cạnh AC thuộc đường thẳng 
10 0x y   . Tìm tọa độ điểm A. 

(trích đề thi chính thức kì thi THPT Quốc Gia 2015) 
Hướng dẫn giải 
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*  Ta có 90AHC CKA     
 180AHC CKA     
  tứ giác AHCK nội tiếp.  
 Gọi I là trung điểm AC  
  I là tâm đường tròn nội tiếp tứ giác AHCK  
  IK = IH (*) 
 Mặt khác I  d: x – y + 10 = 0  ( ; 10).I t t   
 Do đó  

 

2 2

2 2 2 2

(*)
( 5) ( 15) ( 9) ( 13)

0 I(0;10)

HI KI
t t t t

t

 

       

  

 

*  Đặt AB = a, AC = 1. Dựng hệ trục Axy như hình vẽ.  
 Ta có (0;0), (0; ), (1;0)A B a C  

 Ta có 
2 2 2

2
2 2 2.

1 1
BH AB a aBH BC AB BH BC
BC BC a a

     
   

 

2

2 2;
1 1

a aH
a a

 
  

  
 

 Ta có H là trung điểm BD 
2 3

2 2

2 ;
1 1

a a aD
a a

  
 

  
 và 1 ;0

2
I  
 
 

 là tung điểm AC.   

 Nên 

2

2 2

2 3

2 2

1 ;
2( 1) 1

2 ;
1 1

a aIH
a a

a a aAD
a a

  
  

   


  
     

.  

 Xét 
2 2 3

2 2

( 1) ( ). 0
( 1)

a a a a aIH AD IH AD
a

   
   


 

*  Đường AD qua K(9; – 3) nhận ( 5; 15) 5(1;3)IH       làm vecto pháp 

tuyến có dạng là: 1( 9) 3( 3) 0 : 3 0x y AD x y        

*  A là giao điểm AD và đường tròn đường kính AC nên tọa độ A thỏa mãn hê: 

 
2 2

3 0 5 15
( 10) 250 3 9
x y y x

x y y x
      

 
       

 suy ra A(–15;5) hay A(9;–3) 

(loại vì trùng K) 
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 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là ( 15;5)A   
 

BÀI TOÁN 3.5.2.Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có AD = 
2AB, gọi M, N lần lượt là trung điểm của cạnh AD, BC. Trên đường thẳng MN 
lấy điểm K sao cho N là trung điểm của đoạn thẳng MK. Tìm tọa độ các đỉnh A, 
B, C, D biết (5; 1)K  , phương trình đường thẳng chứa cạnh : 2 3 0AC x y    
và điểm A có tung độ dương. 

(trích đề thi thử tỉnh Bắc Ninh năm 2014) 
Hướng dẫn giải 

 
 Dựng hệ trục Bxy như hình vẽ, Đặt cạnh AB = a > 0  AD = 2AB = 2a  
 Ta có: (0; ), (2 ;0), (2 ; ), ( ; )A a C a D a a K a a  

 Mặt khác 2 2(2 ; )
. 2 2 0

( ; 2 )

AC a a
AC KD a a

KD a a

  
    

  

AC  KD  tại H. 

*  Gọi H = AC  KD. Do KD  AC: 2x + y –  3 = 0  KD: x – 2y + m = 0. 
 KD qua K(5; –1)   m = –7. Vậy KD: x – 2y – 7 = 0 

*  Tọa độ H là nghiệm của hê: 

13
2 3 0 13 115 ;

2 7 0 11 5 5
5

xx y
H

x y y


     

    
       



 

*  Ta có A  AC: 2x + y – 3 = 0  A(a; 3 – 2a).  

 Do A có tung độ dương nên 3 – 2a > 0
3
2

a  và (a 5;4 2 )KA a    
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 Mặt khác 5 5 5 | 5.2 1.1 3 |[ ; ] . 2 5
3 3 3 4 1

AK KD KH d K AC  
    


 

 Suy ra 2 2 2
1( )

20 ( 5) (4 2 ) 20 21( )
5

a n
AK a a

a l


      
 


3
2

a  .  

 Vậy (1;1)A . 
*  Lại có 

 
3
2

IH HD IK
HC HK CD

   

3 3
42 5 2 10
5

AC IC AC AC
AH AI IH
AC AC AC AC

 


     

 Suy ra 

5 131 1
34 55 (3; 3)
34 5 111 1

4 5

C
C

C
C

x
x

AC AH C
y

y

  
      

     
         

 

*  Gọi I là tâm hình chữ nhật ABCD  I là trung điểm AC và BD và I(2;–1) 

 Ta có (2; 1)3 2 (1; 3) (3;1)
2 3

IIK CD IK D B
CD

       

 
BÀI TOÁN 3.5.3.Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, chohình vuông ABCD tâm I, trên 

cạnh BC lấy điểm (2; 2)E sao cho EB = AI. Gọi M giao điểm giữa đường 
thẳng EI và AB. Đường tròn đường kính MD cắt BD tại K. Tìm tọa độ các đỉnh 
của hình vuông ABCD biết rằng phương trình đường thẳng AK 
là: (3 2 2) 0x y   , B thuộc đường thẳng : 4 8 0d x y   và có hoành độ 
nguyên. 
(Trích đề thi thử số 2, Thử sức trước kì thi THPT Quốc Gia, Facebook: Group 

Toán 3K, năm 2015) 
Hướng dẫn giải 
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*  Dựng hệ trục Axy như hình vẽ và đặt AB = a > 0 ta có  

 
2(0;0),E(a; ), ( ; ), ( ;0), (0; )

2
aA C a a B a D a  

 Ta có đoạn ME lần lượt cắt các cạnh của AB, AC, BC của ABC tại M, I, E 
nên theo định Lý Ménélaus,  

 Ta có:  

 
2 2. . 1 1 2 ( ;0)

2 2
EB IC MA MA MA AB aMA EB M
EC IA MB MB MA AB


         


 

*  B Ax, D  Ay  BD: 1 : 0x y BD x y a
a b
       

 Do K  đường tròn đường kính MD  
  MK DK  MK  BD  MK: 0x y m   . 

 MK qua M 
2

2
am  . Do đó 

2: 0
2

aMK x y    

 K = MK  BD 
2 2 2 2;

4 4
K a a
  
  
 

 

 
2 2 2 2;

4 4
AK a a

  
   
 

 và 
2 2 2 2;
4 4

EK a a
   

   
 

 

*  Xét . 0AK EK AK EK    d[E;AK] = EK = 3  
 Tứ giác KEAB là tứ giác nội tiếp có góc KBA = góc KEA = 45o 
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 Nên AKE vuông cân tại K.  AE = EK 2 = 6  

*  Mặt khác AEB có 2 2 2 2 2(*)AE AB EB EB    . Ta có B  d  B(b; 
4b – 8) (b  Z).   

 Giải Phương trình (*)  b = 2 B(2;0). 

 Ta có 
2 (2;1)

2
BC EB C

  . Viết phương trình AB  BC và AB qua B 

 AB: y = 0 

 AB  AK = A A(0; 0) và (0;2)AB CD D   

 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là (0;0), (2;0), (2;1), (0;2)A B C D  

 
BÀI TOÁN 3.5.4.Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có điểm 

H(1;2) là hình chiếu vuông góc của A lên BD. Điểm 
9 ;3
2

M  
 
 

 là trung điểm 

của cạnh BC, phương trình đường trung tuyến kẻ từ A của  ADH là d: 
4 4 0x y   . Viết phương trình cạnh BC. 

(Trích đề thi thử lần 2, THPT Triệu Sơn 5, Thanh Hóa, năm 2015) 
Hướng dẫn giải 

  
*  Dựng hệ trục Dxy như hình vẽ. Không mất tính tổng quát, đặt cạnh CD = 2,  

AD = 2a > 0. 
 Khi đó tọa độ D(0; 0), A(0; 2a), C(2; 0), B(2; 2a), M(2; a).  

 Ta có 
2 2 2

2
22

4.
14 4

AD a DH aDH DB AD DH
DB DB aa
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 Suy ra 

2

2 2 32

2 2 22

2

.2
2 21 ;

1 1 1
.2a

1

H

H

ax
a a aaDH DB H

a a aay
a


   

    
    

 

 

 Gọi K là trung điểm DH nên ta có tọa độ 
2 3

2 2;
1 1

a aK
a a

 
 

  
 

 Xét 

2 3

2 2

2

2 2

2;
1 1

2 ;
1 1

a a aAK
a a

a aMK
a a

   
  

   


   
       

 

 4 2 4 2
2

1. 2 2 0
1

AK MK a a a a AK MK
a

        


 

*  Phương trình KM: đi qua 
9 ;3
2

M  
 
 

và vuông góc với AN có phương trình:  

 MK:
154 0
2

x y   suy ra Toạ độ 
1 ;2
2

K  
 
 

 

*  Do K là trung điểm của HD nên D(0;2) 
 Suy ra phương trình (BD): y – 2 = 0 
 AH: x – 1 = 0 và A(1; 0) suy ra AD: 2x + y – 2 = 0  
*  BC qua M và song song vớiAD nên BC: 2x + y – 12 = 0.  

 Vậy phương trình thỏa yêu cầu bài toán là : 2 12 0BC x y    

 
BÀI TOÁN 3.5.5. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình vuông ABCD có điểm 

E(1; 2) là trung điểm của cạnh CD. Gọi F là một điểm trên đoạn AC sao cho 
CF = 3AF. Biết phương trình đường thẳng chứa cạnh BF là x – 3y – 5 = 0. Viết 
phương trình đường thẳng AB. 

Hướng dẫn giải 
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 Chúng ta sẽ tạm quên hết các dữ kiện về phương trình đang có được trong mặt 

phẳng Oxy, chỉ giữ lại các yếu tố về hình phẳng. 
 Dựng hệ trục tọa độ mới Dxy như hình vẽ, đặt cạnh hình vuông bằng a (a > 0). 

Tọa độ hóa các điểm đã cho và xét EF.FB . 

  Khi đó ta có a a 3aE ;0 ,B(a;a), F ;
2 4 4

   
    
   

. 

  Nên ta có: a 3a 3a aEF ; ,FB ;
4 4 4 4
   

    
   

EF.FB 0  EF  BE     

*  Do EF  BF: x – 3y – 5 = 0  EF: 3x + y + m = 0. EF qua E(1;2)  m = – 5.  
 Vậy EF: 3x + y – 5 = 0. Ta có tọa độ F là nghiệm của hệ  

  
x 3y 5 0 x 2

F 2; 1
3x y 5 0 y 1
    

   
    

 

*  Ta có độ dài EF = a 10
4  = 10 a = 4. Gọi M(x ; y) là trung điểm AB ta có: 



MF = AC

4  = 2 

ME = BC = 4
 

 Suy ra 
2 2

2 2

(x 1) (y 2) 16
(x 2) (y 1) 2

    


   
 (Phần giải tiếp xin dành cho bạn đọc) 

 Suy ra  1 2
17 6M 1;2 hay M ;
5 5

 
 
 

 

*  TH1: AB qua  1M 1;2 nhận  1M E 0;4 làm VTPT có phương trình: y + 2 = 0 
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* TH2: AB qua 2
17 6M ;
5 5

 
 
 

nhận 1
12 16M E ;
5 5
 

  
 

làm VTPT có phương 

trình: 3x – 4y + 15 = 0.  
       Vậy phương trình đường thẳnglà AB : y + 2 = 0 hay AB: 3x – 4y + 15 = 0 
 
BÀI TOÁN 3.5.6. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình thang ABCD vuông tại A 

và D(2;2), cạnh CD = 2AB. Gọi H là hình chiếu của D lên cạnh AC và M là 
trung điểm HC. Biết rằng phương trình đường thẳng DH: 2x + y – 6 = 0 và 
đường thẳng BM: 4x + 7y – 61 = 0. Tìm tọa độ các đỉnh A, B, C của hình thang 
ABCD. 

Hướng dẫn giải. 
 

 
*  Dựng hệ trục Dxy như hình vẽ (DC  AD). 
 Gọi H1, H2 lần lượt là hình chiếu của H lên tia Dx, Dy.  
*  Đặt độ dài cạnh AB = a ( a > 0 ) CD = 2AB = 2a. 
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 Và độ dài cạnh AD = b = ka ( k > 0). 
* Ta có ADC  D có đường cao DH:  

 2 2 2

1 1 1
DH DA DC

  
2 2 2 2

2
2 2 2

DA .DC 4k aDH
DA DC k 4

 
 

 

*  Trong CHD  H có HH1 là đường cao có DH1.DC = DH2 (hệ thức lượng trong 
 vuông)  

 Suy ra 
2 2

2
1 2

DH 2k aDH
DC k 4

 


 

*  Tương tự với AHD  H có HH2 là đường cao 
2

2
2 2

DH 4kaDH
DA k 4

 


 

*  Ta có  tọa độ của các điểm là D(0; 0), C(2a; 0), B(a; ka),  

  
2

2 2

2k 4kH a; a
k 4 k 4

 
 

  
.  

 Do M là trung điểm HC 
2

2 2

2k 4 2kM a; a
k 4 k 4

 
 

  
 

*  Do đó, 
2

2 2

2k 4 2kDM a; a
k 4 k 4

 
  

  
 và 

2 3

2 2

k k 2kBM a; a
k 4 k 4

  
  

  
 

 Xét : 
2 2 3

2

(2k 4)k 2k( k 2k)DM.BM a 0
k 4

   
 


DM BM (đpcm)  . 

*  DM  BM  (DM): 7x – 4y + m = 0, (DM) qua D(2; 2)  m = – 6  
  (DM): 7x – 4y – 6 = 0 
  Ta có M = DM  BM  tọa độ M thỏa hệ:  

  

22x4x 7y 61 0 22 315 M ;
7x 4y 6 0 31 5 5y

5

 
      

    
      

 

 

  Mặt khác AC  DH  (AC): x – 2y + n = 0, (AC) qua M(22
5 ; 31

5 ) 

  n = 8  (AC): x – 2y + 8 = 0 

 Ta có H = AC  DH  tọa độ H(45; 22
5 ). Do M là trung điểm HC C(8; 8)  

*  AD qua D (2; 2) nhận  DC 6;6  làm vectơ pháp tuyến có dạng : 

6(x – 2) + 6(y – 2) = 0  (AD): x + y – 4 = 0. 
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 Tương tự ta có A = AD  AC A(0; 4) 

*  Lại có CD = 2AB DC 2AB (phần giải tiếp xin dành cho bạn đọc)  
  B (3; 7)    
       Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0; 4), B(3; 7) và C(8; 8) 
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Chương 4. PHÂN TÍCH & HƯỚNG DẪN GIẢI CHI TIẾT 

CÁC BÀI TOÁN HÌNH HỌC TRONG MẶT PHẲNG 

OXY ĐÃ THI ĐẠI HỌC – CAO ĐẲNG 

(từ năm 2002 đến năm 2015) 

 Trong chương 4 này, dựa trên kiến thức đã tổng hợp ở chương 1, 
phương pháp, kỹ năng, kinh nghiệm đã giới thiệu ở chương 2 và 3, tác 
giả phân tích tìm lời giải cũng như hướng dẫn giải chi tiết đề thi Đại Học 
– Cao Đẳng từ năm 2002 đến 2015 nhằm mục đích giúp các bạn có thể
“cọ xát” và “làm quen” với một đề thi chính qui có tính phân loại cao.
Để tiện cho việc theo dõi, xin được trình bày các bài toán dưới đây theo
tiến trình thời gian và cũng cần lưu ý trong các đề thi từ năm 2002 đến
năm 2008 có kèm thêm đề dự bị của Bộ GD&ĐT.
 Đề thi dự trữ (hay còn gọi là đề dự bị) chỉ có từ năm 2002 đến 2008. 
Kể từ năm 2009 trở đi Bộ GD&ĐT không công bố đề dự bị nữa. Cột mốc 
năm 2009 đánh dấu cho một sự thay đổi lớn trong cải cách Giáo dục với 
việc một bộ Sách giáo khoa mới gồm 2 chương trình Cơ bản và Nâng cao 
ra đời vì vậy đề thi trong các năm từ 2009 đến 2013 cũng có 2 phần 
tương ứng để thí sinh lựa chọn. Đến năm 2014, theo xu hướng kết hợp kì 
thi 2 trong 1 (vừa xét tốt nghiệp THPT vừa xét vào các trường Đại học – 
Cao Đẳng), đề thi không còn “phần cơ bản” và “phần nâng cao” nữa. 
Đặc biệt trong lần hợp nhất hai kì thi tốt nghiệp THPT và kì thi tuyển 
sinh Đại Học – Cao Đẳng thành kì thi THPT Quốc Gia 2015, đề thi cũng 
có nhiều thay đổi. Không còn nhiều khối thi mà thay vào đó chỉ có còn 
mọt bài thi môn Toán duy nhất. 
 Đặc biệt, nếu ôn tập theo đúng chương trình giảm tải và cấu trúc mới 
của đề thi THPT Quốc Gia thì các bạn có thể không cần xem kỹ các phần 
Hypebol và Parabol (bởi phần này thuộc phần nâng cao). 

CÂU 1 (CHÍNH THỨC – ĐH A2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 
cho tam giác ABC vuông tại A, phương trình đường thẳng BC là 

3x y 3 0   , các đỉnh A và B thuộc trục hoành và bán kính đường 
tròn nội tiếp bằng 2. Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC.

402  
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■ Đặt vấn đề : Chúng ta có thể thấy năm 2002 là năm đầu tiên mà một kì
thi “ba chung” được tiến hành dưới sự chủ trì của Bộ GD&ĐT, nếu so
sánh với các đề thi những năm gần đây trong giai đoạn từ 2010 đến 2014
thì đề thi ở mức tương đương nhau, các vấn đề mà đề thi đề cập đến rất
đa dạng, nhưng xoay quanh các câu hỏi như “tìm tọa độ điểm, viết
phương trình đường thẳng, đường tròn, các đường conic hay bài toán liên
quan đến cực trị trong hình học phẳng , v,v…”. Trong câu 1 này, đề bài
yêu cầu tìm trọng tâm G của tam giác ABC. Nhưng có lẽ khó khăn nhất
mà các bạn phải trải qua chính là việc khai thác bán kính đường tròn nội
tiếp tam giác như thế nào ? Mời các bạn xem lời giải!

■ CÁCH 1: Vẽ hình kèm hệ trục tọa độ Oxy
☺Nhận xét : Tọa độ của điểm A và B đều thuộc trục hoành, do ABC  A

nên C là hình chiếu của A lên trên trục hoành. Có rất nhiều thuận lợi cho
việc giải bài toán này khi ta kèm vào hệ trục tọa độ.

☻Ý tưởng:
_ Để tìm tọa độ G  dùng công thức trọng tâm  phải tìm được tọa độ 

của 3 điểm A, B, C.     
_ Tọa độ của điểm B là tìm được dễ dàng nhất do nhận xét B = BC  Ox. 
_ Đến đây ta thấy rằng do A  Ox  tham số hóa điểm A và vì A là hình 

chiếu của C lên Ox (do ABC vuông tại A)  x  
A = x  

C. Lại có C  BC 
 biểu diễn tọa độ C theo tọa độ A.

_ Để khai thác bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC  ta dùng công 
thức diện tích với lưu ý: 

402  
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ABC
1 AB BC CAS AB.AC r
2 2

 
   với r = 2. 

► Hướng dẫn giải cách 1:
* Ta có BC  Ox = B  tọa độ B là nghiệm của hệ

x 1x 3 y 3 0 B(1;0)
y 0y 0

   
  

 

* Do A  Ox  A(a; 0).
Do A là hình chiếu của C lên trục hoành  x  

C = x  
A = a.

Lại có C  BC:  x 3 y 3 0    Cy a 3 3 C(a;a 3 3)   

* Ta có G là trọng tâm ABC

 

A B C
G

A B C
G

x x x 2a 1x
2a 1 3(a 1)3 3 G ;

3 3y y y 3(a 1)y
3 3

  
    

          


* Ta có

AB | a 1|

AC 3 | a 1|
BC 2 | a 1|

 


 
  


. Mặt khác, ABC
1 AB BC CAS AB.AC r
2 2

 
 

Suy ra: 
2 a 2 3 3AB.AC 3(a 1)r 2 | a 1| 2( 3 1)

AB BC CA (3 3) | a 1| a 2 3 1

  
        

      

Suy ra: 
1

2

7 4 3 6 2 3G ;
3 3

4 3 1 6 2 3G ;
3 3

   
   
  


    
  
 

Vậy điểm G thỏa yêu cầu bài toán là 
1

2

7 4 3 6 2 3G ;
3 3

4 3 1 6 2 3G ;
3 3

   
   
  


    
  
 

■ CÁCH 2: BC: x 3 y 3 0     y x 3 3 
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☺Nhận xét : mỗi một đường thẳng có dạng y = kx + m đều tạo góc với trục
hoành. Một trong số những trường hợp đặc biệt đó chính là khi

3k , 3 , 1
3

  
   
  

thì tương ứng với các góc 30o, 45o, 60o.             

☻Ý tưởng:
_ Tương tự cách 1, ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm B = BC  Ox và thiết 

lập trọng tâm G theo tọa độ a. 
_ Ở đây ta có thể khai thác r = 2 = d[I;AB] = d[I; Ox] = |y 

I| (khoảng cách từ 
1 điểm đến trục hoành bằng trị tuyệt đối tung độ của điểm đó và ngược lại) 

_ Từ hệ số k ta suy ra góc hợp giữa  BC và BA là 60o
   góc hợp giữa phân 

giác BI và BA bằng 30o
   viết   phương trình BI  tìm được tọa độ I.       

_ Ta có AC: x = a nên nếu xét d[I; AC] = 2  tìm được a  tìm được G.      
► Hướng dẫn giải cách 2: Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC.

* Ta có BC  Ox = B  tọa độ B là nghiệm của hệ
x 1x 3 y 3 0 B(1;0)
y 0y 0

   
  

 

* Do A  Ox  A(a; 0). Do A là hình chiếu của C lên trục hoành
 x  

C = x  
A = a  AC: x – a = 0

Lại có C  BC:  x 3 y 3 0    Cy a 3 3 C(a;a 3 3)   

* Ta có G là trọng tâm ABC
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A B C
G

A B C
G

x x x 2a 1x
2a 1 3(a 1)3 3 G ;

3 3y y y 3(a 1)y
3 3

  
    

          


    

*  BC có hệ số góc là k  
BC = 3 = |tan(BC; Ox)|  

CBA 60

CBA 120





 

 

  

 Do ABC  A  CBA  là góc nhọn  CBA 60   
  Đường phân giác trong BI có dạng: y = tan30o

 (x – x  
B) + y  

B  

 Suy ra BI: 1y (x 1)
3

  .                

*  Do I là tâm đường tròn nội tiếp ABC và A, B thuộc Ox  
  d[I; AB] = r = 2  d[I; Ox] = 2  

 Suy ra 
BI

I I 1
I BI

I I 2

y 2 x 1 2 3 I (1 2 3;2)
| y | 2

y 2 x 1 2 3 I (1 2 3; 2)

      
  

       

      

*  TH1: Nếu A và O khác phía đối với B  x 
I = 1 + 2 3  

 Suy ra 1 1
7 4 3 6 2 3d[I ;AC] 2 a 3 2 3 G ;

3 3
  

       
 

 

*  TH2: Nếu A và O cùng phía đối với B  x 
I = 1 – 2 3 

 Suy ra 2 2
1 4 3 6 2 3d[I ;AC] 2 a 1 2 3 G ;

3 3
    

        
 

 

  Vậy điểm G thỏa yêu cầu bài toán là 
1

2

7 4 3 6 2 3G ;
3 3

4 3 1 6 2 3G ;
3 3

   
   
  


    
  
 

 

■  Lời bình: Rõ ràng việc khai thác hệ trục tọa độ Oxy kèm vào hình vẽ 
giúp ích cho ta rất nhiều trong quá trình giải bài toán này. Việc khai thác 
theo cách thứ 2, tuy dài hơn, nhiều trường hợp hơn nhưng lại cho ta thấy 
một hướng khai thác khác của tâm đường tròn nội tiếp tam giác ở khía 
cạnh lập đường phân giác, tâm nội tiếp cách đều ba cạnh và đặc biệt khai 
thác hệ số góc của một đường thẳng là như thế nào ? Có thể với bài toán 
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này, bạn chưa thể vận dụng nó một cách tối ưu có thể nhưng ở những bài 
sau biết đâu lại làm nên chuyện. 

 
CÂU 2 (CHÍNH THỨC – ĐH B2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho hình chữ nhật ABCD có tâm 1I ;0
2

 
 
 

, phương trình đường thẳng 

AB là x 2y 2 0    và AB = 2AD. Tìm tọa độ các đỉnh A, B, C, D 
biết đỉnh A có hoành độ âm.   

■  Đặt vấn đề : So với đề thi Đại học – Cao Đẳng 2002 của khối A và D, 
thì phần hình học phẳng Oxy của khối B có vẻ “nhẹ thở” hơn rất nhiều. 
Bạn sẽ không gặp quá nhiều khó khăn trong việc tìm lời giải cho bài toán 
này vì dạng hình chữ nhật có rất nhiều yếu tố để ta có thể tận dụng và 
khai thác. Vậy đó là những yếu tố nào ? Mời các bạn xem lời giải. 

 
■ CÁCH 1: Tính khoảng cách từ I đến đường AB. 
☻Ý tưởng:  
_  Trong 4 điểm A, B, C, D cần tìm thì điểm A và B là có thể tìm dễ dàng 

hơn vì A, B  AB, và xét thấy ta   cũng không cần phải đặt ẩn cho C và 
D bởi lẽ khi tìm được A và B thông qua tâm I  tọa độ C và D.     

_  Vấn đề đặt ra lúc này là tìm tọa độ điểm A và B bằng cách nào ? Ta có 
thể xét A,B trong sự tương giao   giữa các đường với nhau. Ở đây ngoài 
việc A, B  AB, ta còn thấy A và B đang thuộc đường tròn ẩn mình (C) 
tâm I bán   kính IA  làm sao tính IA ? 
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_  Để tính IA tất là đã liên quan đến độ dài  nghĩ ngay đến khoảng cách 
 trong bài này hiện tại miễn cưỡng ta chỉ có thể tính được d[I; AB]  

  vậy chúng có liên hệ gì với nhau ? AD = 2d[I; AB] và  IA = BD
2  và 

AB = 2AB và BD là cạnh huyền trong ABD  liên kết chúng lại ta tính 
được độ dài IA.     

_  Giải hệ giao giữa đường thẳng AB và đường tròn (C)  tìm được A và B.    
► Hướng dẫn giải cách 1:  

*  Ta có: 
2 2

1| 2.0 2 | 52d[I;AB]
21 2

 

 


  AD = 2d[I; AB] = 5   

  AB = 2 5   BD = 5     

*  Ta có I là tâm hình chữ nhật ABCD  IA = BD
2  = 52  

*  {A; B} = AB  (C), trong đó (C) là đường tròn tâm I bán kính IA = 5  
Tọa độ A và B thỏa hệ: 

2
2

x 2y 2 0

1 25x y
2 4

  

 

   
 

   (việc giải hệ này xin dành cho bạn đọc) 

A( 2;0),B(2;2)
A(2;2),B( 2;0)


 


 Do A có hoành độ âm nên ta nhận A(–2;0), B(2;2)   

*  Vì I là trung điểm của BD và AC  C(3; 0), D(–1; –2)   
  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  
  A( 2;0),B(2;2),C(3;0),D( 1; 2)     
■ CÁCH 2: Viết phương trình hai đường chéo AC và BD. 
☻Ý tưởng:  
_  Tương tự ý tưởng từ cách 1, nhưng lần này ta sẽ sự tương giao giữa hai 

đường thẵng AB và AC  viết phương trình đường AC ? 
_  Muốn viết phương trình đường thẳng  ? (Mời các bạn xem lại chương 2 

– chủ đề 2 nhé!)  Gọi phương trình AC qua điểm I và có véctơ pháp 
tuyến n (a;b) . Như vậy ta chỉ phải thiết lập 1 phương trình có chứa   
đựng quan hệ a và b  ta có thể vận dụng kỹ thuật dùng khoảng cách 
hoặc góc ở đây.     
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_  Một nhận xét quan trọng AB = 2AD (cũng chính là gợi ý của đề)  ta 
tính được góc giữa AC và AB.      

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Gọi phương trình AC qua I nhận 2 2

ACn (a;b),(a b 0)   làm vtpt có 

dạng: 1AC : a(x ) b(y 0) 0
2

      

*  Ta có AB = 2AD = 2BC  BC 1tan BAC
AB 2

    

  
2

1 2cos BAC
51 (tan BAC)

 



. 

*  Ta có AB AC
2cos BAC | cos(AB;AC) | | cos(n ;n ) |
5

   với AB ACn ;n lần 

lượt là véctơ pháp tuyến của AB và AC. Do đó ta có  

  2 2 2 2

2 2

| a 2b | 2 (a 2b) 4(a b ) 3a 4ab 0 (*)
55. a b


       


        

*  Nhận xét b = 0, (*)  a = 0 (loại). Với b ≠ 0, ta chọn b = –3 nên (*)  

  2 a 0
a 4a 0

a 4


   


     

*  Với a = 0  AC: y = 0.  
 Tương tự ta có A = AC  AB  A(–2; 0) (nhận).  
  Do I là trung điểm AC  C(3; 0)            
*  Với a = 4  AC: 4x – 3y – 2 = 0. Ta có A = AC  AB  A(2; 2) (loại 

vì A có hoành độ âm). Do BD   và AC cùng qua I và tạo với AB một 
góc bằng nhau nên nếu AC: y = 0  BD: 4x – 3y – 2 = 0. 

  Do đó BD  AB = B  B(2; 2) và vì I là trung điểm BD  D(–1; –2)      
  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  
  A( 2;0),B(2;2),C(3;0),D( 1; 2)     
■ Lời bình: Qua bài này ta rút ra một số kinh nghiệm, 
 Một là, việc xét tọa độ của các điểm cần tìm theo “sự tương giao” giữa 

các đường là một cách làm khá hay. Điều này dẫn đến việc kiến thức 
tổng hợp của việc lập phương trình đường thẳng (cách 2) và phương trình 
đường tròn ẩn mình (cách 1). 
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 Hai là, một bài toán là hội tụ của rất nhiều kiến thức từ góc, khoảng cách 
cho đến các tính chất hình học ẩn sau trong hình mà đề bài cho. Với 
những bài toán cho dạng hình tứ giác mà điển hình là “hình bình hành, 
hình thoi, hình chữ nhật, hình vuông” thì các bạn cũng cần lưu ý đến việc 
đi tìm giao điểm hai đường chéo (nếu chưa có). 

 Ba là, với dạng hình chữ nhật này khi bài toán cho quan hệ giữa chiều 
dài và chiều rộng thì ta có thể khai thác nó theo 3 hướng đó là: tính diện 
tích, tính khoảng cách,tính góc. 

 
CÂU 3 (CHÍNH THỨC – ĐH D2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho elip (E):
2 2x y 1

16 9
  . Xét điểm M chuyển động trên tia Ox và 

điểm N chuyển động trên tia Oy sao cho đường thẳng MN luôn tiếp 
xúc với (E). Xac định tọa độ M, N để đoạn MN có độ dài nhỏ nhất. 
Tính giá trị nhỏ nhất đó. 

■  Đặt vấn đề : Chủ đề max – min, cực trị trong hình học phẳng cũng là 
một chủ đề khá hay và mặc dù xét trên tổng thể những câu ra thi đại học 
những năm gần đây thì không thường xuyên được ra. Nhưng mỗi lần câu 
hỏi về “lớn nhất, nhỏ nhất” xuất hiện bao giờ cũng tạo nên sự bất ngờ 
cho người làm bài. Có thể vì không chưa chuẩn bị tốt chưa đó hoặc câu 
hỏi khá là “xoáy”. Với chủ đề tìm giá trị lớn nhất – nhỏ nhất trong bài 
toán cực trị hình học phẳng thì ta nên tiếp cận như thế nào ? Có thể có 
những cách nào để giải quyết bài toán trên. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

☺ Nhận xét : về bản chất, câu 
hỏi này đang muốn kiểm tra 
người học về nội dung “tiếp 
tuyến của Elip” (đây là nội 
dung nằm trong “chương trình 
giảm tải” nên có thể các bạn 
sẽ không giải được nó bằng 
kiến thức đã học ở Phổ Thông 
hiện nay. Tuy vậy, xét theo 
một góc độ nào đó, chúng ta 
có thể quan tâm đến câu hỏi 
“giá trị nhỏ nhất của đoạn 
MN”.   

 

402  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 409 

 
☻Ý tưởng:  
_  Do đề yêu cầu tìm M, N thỏa mãn MN ngắn nhất  ta tìm biểu thức biểu 

diễn đoạn MN (nếu là 1 ẩn thì có thể dùng khảo sát hàm, nếu là 2 ẩn trở 
lên thì vận dụng BĐT Cauchy, BĐT Bunyakovsky, v,v...)  

_  Trước tiên ta xây dựng dạng của phương trình đường MN theo hai hướng: 
  + Hướng thứ 1, do M  Ox, N  Oy  MN là phương trình đoạn chắn 2 

trục tọa độ. 
  + Hướng thứ 2, gọi T(x  

o ; y  
o) thì tiếp tuyến MN của (E) tại T là 

o oxx yy 1
16 9

    

_  Nếu theo hướng thứ 1, ta có thể dùng điều kiện tiếp xúc giữa MN và (E) 
để giải  MN  Ở đây ta có thể vận dụng bất đẳng thức Cauchy hoặc 
bất đẳng thức Bunyakovsky để giải tiếp. 

_  Nếu theo hướng thứ 2, thì ta biểu diễn được tọa độ M, N theo tiếp 
điểm T  Tính được độ dài MN theo x  

o, y  
o. (tương tự như hướng thứ 

1, ta có thể vận dụng BĐT Cauchy hoặc Bunyakovsky để giải ). Mời 
các em xem lời giải.         

► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  M  Ox  M(m ; 0), N  Oy  N(0 ; n) (với m, n > 0)  MN là 

phương trình đoạn chắn hai trục tọa độ Oxy có dạng: MN: x y 1
m n
          

*  Điều kiện để MN tiếp xúc với elip (E) khi và chỉ khi 2 2

1 116 9 1
m n

    

*  Áp dụng bất đẳng Cauchy cho hai số không âm,  

 Ta có 2 2 2 2 2
2 2

16 9MN m n (m n )
m n

 
     

 
 

          
2 2

2 2

n m25 16 9 25 2 16.9 49
m n

        

 Suy ra MN  7. Đẳng thức xảy ra  

 

2 2

2 2

2 2

16n 9m
m n m 2 7 M(2 7;0)

m n 49
n 21 N(0; 21)m 0,n 0
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 (Lưu ý: Nếu vận dụng bất đẳng thức Bunyakovsky ta có thể trình bày 

như sau: 
2

2 2 2 2 2
2 2

16 9 4 3MN m n (m n ) m n 49
m n m n

   
          

   
 

  Suy ra MN  7. Đẳng thức xảy ra  

 2 2

4 3m : n :
m n m 2 7 M(2 7;0)

m n 49
n 21 N(0; 21)m 0,n 0




   
      

    



      

  Vậy yêu cầu bài toán tương đương với minM(2 7;0), N(0; 21), MN 7   

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Gọi o oT(x ; y )  là tiếp điểm. Ta có phương trình tiêp tuyến tại điểm T của 

(E) có dạng: o oxx yyMN : 1
16 9

   

*  Do M, N lần lượt thuộc tia Ox, Oy  
o o

16 9M ;0 , N 0;
x y

   
   
   

  

  
2 2

2
2 2

o o

16 9MN
x y

       

*  Mặt khác do T  (E)  

  
2 2

o ox y 1
16 9

   nên 
2 22 2

2 o o
2 2

o o

x y16 9MN .
x y 16 9

   
     

  
 

     Suy ra 
2 2

2 o o
2 2

o o

y xMN 25 16 9
x y

   . (Tương tự như cách 1, khi vận dụng 

BĐT Cauchy hoặc BĐT Bunyakovsky)  MN  7.  

 Đẳng thức xảy ra 
o

o

8x
7

3 3y
7





 

 


     

  Vậy yêu cầu bài toán tương đương với minM(2 7;0), N(0; 21), MN 7   

■ Lời bình: Với những bài toán liên quan đến max – min cực trị trong hình 
học phẳng có thể có 2 hướng đi dễ thấy nhất  
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 Một là, biểu diễn các giá trị theo một ẩn hoặc nhiều ẩn cho trước. (nếu 
biểu thức chỉ có 1 ẩn thì ta có thể linh động sử dụng công cụ tìm GTLN – 
GTNN của hàm số, nếu là đa ẩn (từ 2 ẩn trở lên) thì cách tốt nhất vẫn là 
vận dụng các BĐT Đại Số như BĐT Cauchy, BĐT Bunyakovsky và các 
BĐT khác. 

 Hai là, trường hợp không lập được biểu thức biểu diễn giá trị theo một 
ẩn nào đó thì ta có thể vận dụng tính chất của các BĐT trong hình học, 
muốn vậy thì hình vẽ đóng vai trò rất quan trọng cho việc xây dựng BĐT 
hình học đó. (phần này mời bạn đọc xem lại chủ đề 5, chương 2 để hiểu 
rõ hơn). Tuy nhiên trong bài này thì chúng ta đi theo hướng lập biểu thức 
để tìm giá trị lớn nhất là hợp lý 

 
CÂU 4 (DỰ BỊ 1 – ĐH A2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai 

đường tròn 2 2 2 2
1 2(C ) : x y 10x 0, (C ) : x y 4x 2y 20 0         

  a) Viết phương trình đường tròn đi qua các giao điểm của (C  1), (C  2) 
và có tâm nằm trên đường thẳng có phương trình x + 6y – 6 = 0. 

  b) Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn (C  1) và 
(C  2).                                

■  Đặt vấn đề : Viết phương trình “tiếp tuyến chung của hai đường tròn” là 
một trong những chủ đề thường gặp trong các đề thi đại học bởi lẽ nó 
“chạm đến” những vấn đề liên quan như “vị trí tương đối giữa đường 
thẳng và đường tròn”, “lập phương trình của một đường thẳng”, v,v... 
Với chủ đề này thì có thể có những cách thức tiếp cận nào ? Và có thể có 
một phương pháp tổng quát để giải dạng toán này không ? Mời bạn đọc 
cùng theo dõi.  

a. Viết phương trình đường tròn đi qua các giao điểm của (C  1), (C  2) và có 
tâm nằm trên đường thẳng có phương trình x + 6y – 6 = 0. 

☺ Nhận xét : trước khi giải bài toán này, bạn cần lưu ý việc “xét vị trí 
tương đối giữa hai đường tròn” với mục đích dựng hình và phân tích tìm 
lời giải. 

☻ Ý tưởng:  
_  Khi xét vị trí tương đối giữa hai đường tròn ta phát hiện “(C  

1) và (C  
2) cắt 

nhau tại hai điểm phân biệt”. 
_  Để lập phương trình đường tròn đi qua 2 giao điểm đó ta có thể thực hiện 

theo các hướng sau: 
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  + Hướng thứ 1: tìm giao điểm {A,B} = (C  
1)  (C  

2)  Gọi I(a;b) là tâm 
đường tròn cần tìm  giải       hệ hai phương trình gồm : IA = IB = R (1) 
và I  x + 6y – 6 = 0 (2)  tìm được tâm I  tính bán kính R.  

  + Hướng thứ 2: tìm giao điểm {A,B} = (C  
1)  (C  

2)  Gọi I(a;b) là tâm 
đường tròn cần tìm  Gọi   dạng phương trình khai triển của đường tròn 

(C): 2 2 2 2x y 2ax 2by c 0, I(a;b), R a b c          giải hệ ba 
phương trình gồm: A  (C) (1), B  (C) (2), I  x + 6y – 6 = 0  Tìm 
được a, b, c  I và R.                      

 + Hướng thứ 3: do (C  
1) và (C  

2) cắt nhau nên ta vận dụng “phương trình 
chùm đường tròn qua các giao điểm của (C  

1) và (C  
2) là 

2 2 2 2 2 2m(x y 10x) n(x y 4x 2y 20) 0, m n 0            biểu 
diễn tâm I của đường tròn theo m và n  I  x + 6y – 6 = 0  tìm được 
quan hệ f(m,n) = 0 (dựa vào điều kiện 2 2m n 0  )  chọn m (hoặc n) 
tùy ý để suy ra phương trình đường tròn.                                                      

► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  (C  

1) có tâm 1 1I (5;0),R 5  và (C  
2) có 2 2I ( 2;1),R 5  .  

  Xét 
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

| R R | 0
R R 10 | R R | I I R R

I I 5 2

  


      




  (C  
1) cắt (C  

2) tại hai 

điểm phân biệt A, B.         
*  {A,B} = (C  

1)  (C  
2)  tọa độ A, B thỏa hệ phương trình:  

  
2 2

2 2

x y 10x 0
x y 4x 2y 20 0
   


    

A(1; 3),B(2;4)
A(2;4),B(1; 3)


 


. 

 Do vai trò của A và B là như nhau nên ta chọn A(1;–3) và B(2;4) 
*  Gọi I là tâm đường tròn (C) cần tìm ta có: I  : x + 6y – 6 = 0  
  I(6 – 6m; m)     

 Do đó, ta có 2 2AI BI R AI BI     với 
AI (5 6m;m 3)

BI (4 6m;m 4)

   


  

  

 Suy ra 2 2 2 2(5 6m) (m 3) (4 6m) (m 4) m 1            

  
I(12; 1)

R 5 5
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*  Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là: (C): 2 2(x 12) (y 1) 125          

  Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là: (C): 2 2(x 12) (y 1) 125          
► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Tương tự như cách 1 ta có (C  

1) cắt (C  
2) tại hai điểm phân biệt A, B.  

*  {A,B} = (C  
1)  (C  

2)  tọa độ A, B thỏa hệ phương trình:  

 
2 2

2 2

x y 10x 0
x y 4x 2y 20 0
   


    

A(1; 3),B(2;4)
A(2;4),B(1; 3)


 


. 

 Do vai trò của A và B là như nhau nên ta chọn A(1;–3) và B(2;4) 
*  Gọi phương trình đường tròn (C) có dạng :  

  2 2 2 2x y 2ax 2by c 0, I(a;b), R a b c          
*  Ta có  

 
A (C) 1 9 2a 6b c 0 2a 6b c 10 a 12
B (C) 4 16 4a 8b c 0 4a 8b c 20 b 1
I a 6b 6 0 a 6b 6 c 20

              
   

                  
            

 


I(12; 1)

R 5 5





   

 Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là: (C): 2 2(x 12) (y 1) 125          
► Hướng dẫn giải cách 3:  
*  Phương trình chùm đường tròn qua các giao điểm của (C  

1) và (C  
2) là: 

2 2 2 2 2 2(C) : m(x y 10x) n(x y 4x 2y 20) 0, (m n 0)           

      2 2(m n)x (m n)y (4n 10m) x 2ny 20n 0           

      2 2 4n 10m 2n 20nx y x y 0
m n m n m n


    
  

   

  (C) có tâm 5m 2n nI ;
m n m n
 

 
  

    

*  Mặt khác, tâm I  : x + 6y – 6 = 0  m = – 2n.  
 Nhận xét n ≠ 0 (do 2 2m n 0  ) nên ta chọn n = 1 
 Suy ra m = –2. Vậy phương trình 2 2(C) : x y 24x 2y 20 0           
 Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là: 
  2 2(C) : x y 24x 2y 20 0       
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■  Lời bình cho câu a: Qua câu a này, ta rút ra một số nhận xét sau: 
 Một là, rất nhiều bạn sẽ chọn cách giải thứ 2 để giải quyết bài toán này, 

về hình thức thì cách 1 và cách 2 có khác nhau đôi chút nhưng nội dung 
vẫn vậy, vẫn dựa trên cơ sở tìm giao điểm giữa hai đường tròn. Có điều ở 
cách 2 thì việc tính toán có phần nhẹ nhàng hơn. 

 Hai là, phương trình chùm đường tròn không nằm trong chương trình 
học của sách giáo khoa hiện hành, nên nếu bạn sử dụng nó, bạn bắt buộc 
phải chứng minh công thức trên. Thường thì ta nên chọn cách 3 này để 
kiểm tra nhanh đáp số và đặc biệt ưu điểm của cách 3 có thể thấy ngay 
là không phải giải tìm giao điểm giữa hai đường tròn (C  

1) và (C  
2).        

b) Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn (C  1) và (C  2).    

 
☺ Nhận xét: Như nhận xét ở chủ đề 2 (“viết phương trình đường thẳng”) 

thì bản chất của tiếp tuyến thật ra   cũng chỉ là một đường thẳng  cũng 
cần phải hội đủ các yếu tố như đi qua một điểm và nhận một véctơ nào 
đó làm véctơ pháp tuyến (hoặc véctơ chỉ phương).  

☻ Ý tưởng:  
_  Do hai đường tròn (C  

1) và (C  
2) cắt nhau tại hai điểm A và B  có 2 tiếp 

tuyến cần tìm. 
_  Tiếp tuyến chưa đi qua điểm nào ? và cũng chưa có véctơ pháp tuyến 

hoặc véctơ chỉ phương. Vì vậy ta có thể triển khai theo hai hướng sau: 
  + Hướng thứ 1, gọi dạng phương trình tiếp tuyến y = ax + b  
  :  ax – y + b = 0  dùng “điều kiện tiếp xúc giữa  và (C  

1), (C  
2)  

  giải tìm quan hệ a, b  phương trình .    
  + Hướng thứ 2, phát hiện hai đường tròn có cùng bán kính (R  

1 = R  
2)  

  tiếp tuyến  là hai đường thẳng song song với 1 2I I ( 7;1)    

402  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 415 

  : x + 7y + m = 0  tương tự dùng “điều kiện tiếp xúc”  giải tìm m 
 phương trình .                                            

► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Do (C  

1) cắt (C  
2) tại A, B nên có 2 tiếp tuyến chung. Giả sử phương trình 

tiếp tuyến chung của (C  
1) và (C  

2) có dạng: y = ax + b  
  : ax – y + b = 0              
*   tiếp xúc với (C  

1) và (C  
2)  

 
1 1

1 2 2 2
2 2

d[I ; ] R (1) | 5a b | | 2a 1 b |d[I ; ] d[I ; ] 5
d[I ; ] R (2) a 1 a 1

     
      

   
      

 Suy ra 

15a b 2a 1 b a
7

3a 15a b 2a 1 b b
2


      


       



      

*  Thay 1a
7


  vào (1) ta có 5 25 2b
7


   

*  Thay 3a 1b
2

 
  vào (1) ta được:  

  2 23a 1| 5a b | 5 a 1 | 5a | 5 a 1
2

 
        

 Suy ra 2 2 2(7a 1) 100(a 1) 51a 14a 99 0(VN)         

  Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là 
x 7y 5 25 2 0

x 7y 5 25 2 0

    


   

    

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Do R  

1 = R  
2 và hai đường tròn cắt nhau nên ta suy ra hai tiếp tuyến chung 

là 2 đường thẳng song song 1 2I I ( 7;1)    phương trình tiếp tuyến  có 
dạng x + 7y + m = 0    

*  Điều kiện tiếp xúc là 1d[I ; ] 5 | 5 m | 25 2 m 5 25 2          

  Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là 
x 7y 5 25 2 0

x 7y 5 25 2 0

    


   

    

■  Lời bình cho câu b: Từ bài toán tiếp tuyến chung này ta đặt ra hai tình 
huống xảy ra: 
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 Một là, trường hợp 2 đường tròn có R  1 = R  2 nhưng không cắt nhau thì 
khi đó việc giải sẽ như thế nào ?  Khi đó sẽ có đến 4 tiếp tuyến chung 
thỏa yêu cầu bài toán (bạn đọc có thể xem câu 5 của đề dự bị 2 – ĐH 
B2002 để hiểu rõ hơn) 

  Hai là, trường hợp 2 đường tròn có R  
1 ≠ R  

2 và cắt nhau thì khi đó ta sẽ 
giải như thế nào ?  khi đó ta vẫn sẽ có 2 tiếp tuyến chung, tuy nhiên 2 
tiếp tuyến này sẽ cắt nhau và đồng quy với đường thẳng I  

1I  
2 tại       

điểm M  ta có thể vận dụng định lý Thales để tìm tọa độ điểm M  
viết phương trình  qua M và khuyết véctơ pháp tuyến. (bạn đọc có thể 
xem phần bài tập chọn lọc – rèn luyện của chủ đề 2 – chương 2 để hiểu 
rõ hơn)                    

 
CÂU 5 (DỰ BỊ 2 – ĐH B2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai 

đường tròn 2 2 2 2
1 2(C ) : x y 4y 5 0, (C ) : x y 6x 8y 16 0          

 Viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường tròn (C  1) và (C  2).                           
☺ Nhận xét: Tương tự như câu 4b (đề dự bị 1 – ĐH A2002), ở câu này, ta 

vẫn đảm bảo các quy trình như “xét vị trí tương đối” và dựa vào đó để 
quyết định phương hướng viết phương trình tiếp tuyến. Có điều bài này 
có đến 4 tiếp tuyến nhé. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

 
► Hướng dẫn giải :  
*  (C  

1) có tâm 1 1I (0;2),R 3  và (C  
2) có 2 2I (3; 4),R 3  .  
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  Xét 
1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

| R R | 0
R R 6 R R I I

I I 3 5

  


    




  (C  
1) và (C  

2) nằm ngoài nhau.   

  Suy ra (C  
1) và (C  

2) có 4 tiếp tuyến chung.             
*  Vì (C  

1) có tiếp tuyến cùng phương với Oy: x = 0  R  
1 =  3 và (C  

2) có 
các tiếp tuyến cùng phương Oy là x = 3  R  

2 tức là x = 0 hoặc x = 6 nên 
do đó phương trình các tiếp tuyến chung  có dạng: 

 y = ax + b  ax – y + b = 0   
*   tiếp xúc với (C  

1) và (C  
2)  

 
1 1

1 2 2 2
2 2

d[I ; ] R (1) | 2 b | | 3a 4 b |d[I ; ] d[I ; ] 3
d[I ; ] R (2) a 1 a 1

     
      

   
  

 Suy ra 
2 b 3a b 4 a 2

3a 22 b 3a 4 b b
2

       


 
      


      

*  Thay a 2   vào (1) ta có b 2 3 5    

*  Thay 3a 2b
2

 
  vào (1) ta được: 2

a 0 b 1
3a 4a 0 4a b 3

3

   
  
    


 

  Vậy phương trình tiếp tuyến cần tìm là 

1

2

3

4

d : 2x y 2 3 5 0

d : 2x y 2 3 5 0
d : y 1 0

d : 4 x 3y 9 0

    


   


 

   

    

■  Lời bình: Như vậy qua hai câu 4 và 5 thì cách làm tổng quát chính là 
cách giải bài 5 này. Bạn đọc lưu ý kỹ nhé. 

 
CÂU 6 (DỰ BỊ 3 – ĐH D2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

đường thẳng d: x y 1 0    và đường tròn 2 2(C) : x y 2x 4y 0    . 
Tìm tọa độ điểm M thuộc đường thẳng d mà qua đó ta kẻ được hai 
đường thẳng tiếp xúc với đường tròn (C) tại A và B sao cho góc 
AMB bằng 60o .           

■ Đặt vấn đề : Đối với câu hỏi “tìm điểm M sao cho kẻ được hai tiếp tuyến 
đến đường tròn” là một dạng toán khá quen thuộc vì đã được giới thiệu 
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rất nhiều lần trong bài tập cũng như các đề thi những năm sau đó thường 
xuyên dạng toán này. Có chăng là thay đổi đi đối tượng tìm kiếm? Dữ 
liệu cũng như làm mờ đi các yếu tố quan trọng quyết định hướng đi của 
bài toán. Vậy với dạng toán này, thì chúng ta nên lưu ý đến những điều 
nào ? Mời các bạn cùng theo dõi.  

☻Ý tưởng:  
_  Do M  d  tham số hóa M theo 

đường thẳng d  cần tìm một 
phương trình ?  liên hệ với các 
dữ kiện đang có của đề bài  

  tính đoạn IM  dựa vào góc 
AMB = 60o

  và bán kính R = IA.            
► Hướng dẫn giải:  
*  (C) có tâm I( 1;2),R 5  .  

 Do góc AMB 60  và MI là phân giác  AMI 30   

*  AMI  A có sin IA 1AMI IM 2IA 2R 2 5
IM 2

          

*  M  d: x – y + 1  M(m; m + 1) và IM (m 1;m 1)       
*  Do  
 2 2 2 2IM 2 5 IM 20 (m 1) (m 1) 20 m 9 m 3               
  Suy ra 1 2M (3;4), M ( 3; 2)      

  Vậy điểm M thỏa yêu cầu bài toán là 1 2M (3;4), M ( 3; 2)   
 
CÂU 7 (DỰ BỊ 4 – ĐH D2002). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho  

elip (E): 
2 2x y 1

9 4
  và đường thẳng  d  m: mx y 1 0   . 

  a) Chứng minh rằng với mọi giá trị m, đường thẳng d  m luôn cắt elip 
(E) tại hai điểm phân biệt. 

 b) Viết phương trình tiếp tuyến của (E), biết rằng tiếp tuyến đó đi 
qua điểm N(1; –3).        

☺ Nhận xét : đối với câu hỏi a của bài này thì vẫn nằm trong chương trình 
học hiện hành, tuy nhiên với câu hỏi b thì đã “nằm ngoài chương trình 
giáo khoa hiện hành”. Thật ra bạn sẽ cảm thấy rất khó khăn khi làm câu 
này không phải vì bạn không đủ trình độ để giải chúng mà ta chưa có bất 
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kỳ kiến thức nào để vận dụng vào việc giải tập. Ở đây, xét theo góc độ 
phải giải quyết câu hỏi này, tác giả nhắc lại một số kiến thức liên quan để 
bạn đọc có thể nắm và vận dụng được: 

   “Xét đường thẳng : Ax + By + C = 0 (A2
  + B2

  > 0 và elip (E): 
2 2

2 2

x y 1 (a b 0)
a b

    . 

 tiếp xúc (E)  2 2 2 2 2a A b B C   
☻ Ý tưởng:  
_  Dựa trên ý tưởng trên để giải quyết câu hỏi b của bài toán không quá khó 

vì ta có thể gọi dạng phương   trình đường thẳng  đi qua điểm N là: 

N Ny k(x x ) y    và dùng điều kiện tiếp xúc để giải ra k. 
_  Đối với câu a của bài toán, chúng ta chỉ việc chuyển bài toán này về xét 

sự tương giao giữa hai đường bằng cách xét hệ phương trình của 2 đường 
thẳng. (Bạn đọc có thể xem lại chủ đề 4 – chương 2 để hiểu rõ hơn). 

► Hướng dẫn giải :  

*  Ta có:

2 2
2 2

m

x y(E) : 1 4x 9y 36 0
9 4

(d ) : mx y 1 0 y mx 1


     


      

  

*  Phương trình hoành độ giao điểm của (d  
m) và (E) là: 

  2 24x 9(mx 1) 36 0     2(4 9m)x 18mx 25 0      

*  Xét ’= 2 281m 25(4 9m ) 0   , đúng m  R. 
  Vậy (d  

m) luôn cắt (E) tại 2 điểm phân biệt. (đpcm).        
*  Nhận xét: hai tiếp tuyến thẳng đúng của (E) là x =  3 (không qua N). 

Gọi  là tiếp tuyến qua N(1; –3) thì phương trình  có dạng: 
    y = k(x – 1) – 3    
*  Để  tiếp xúc (E)  

  
1

2 2 2

2

1k : x 2y 5 0
29k 4 ( 3 k) 8k 6k 5 0

5k :5x 4y 17 0
4


     

         
      


         

  Vậy có hai tiếp tuyến thỏa yêu cầu bài toán là 1

2

: x 2y 5 0
:5x 4y 17 0
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CÂU 8 (CHÍNH THỨC – ĐH B2003). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 
cho tam giác ABC vuông tại A và AB = AC. Biết M(1; 1) là trung 

điểm cạnh BC và 2G ;0
3

 
 
 

 là trọng tâm tam giác ABC. Tìm tọa độ 

các đỉnh A, B, C.   
☺Đặt vấn đề : Với những bài toán điểm trong tam giác, ta cần lưu ý đến 

tính chất của những điểm đặc biệt như: 
♥ Trọng tâm (giao điểm 3 đường trung tuyến). 
♦ Trực tâm (giao điểm 3 đường cao). 
♣ Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác (giao điểm 3 đường trung trực). 
♠ Tâm đường tròn nội tiếp tam giác. (giao điểm 3 đường phân giác trong 

của tam giác). 
 Ngoài ra cũng cần xét đến quan hệ giữa các điểm đặc biệt này. (các bạn 

có thể xem lại lý thuyết cơ sở và một số bổ đề đã được chứng minh ở 
chương 1 để củng cố lại).  

☻Ý tưởng:  
_  Với bài toán này, do đề đã cho trọng tâm G và trung điểm M  ta dễ 

dàng tìm được tọa độ điểm A. 
_  Để tìm tọa độ B, C  ta xét thấy B và C thuộc đường BC  viết phương 

trình BC ?  do ABC vuông     cân tại A  BC  AM và qua M. 
_  Ta có 4 hướng để đi tiếp: 
  + Hướng thứ 1: Mã hóa B theo đường BC và thông qua M là trung điểm 

BC biểu diễn tọa độ C theo tọa độ B  sử dụng điều kiện còn lại AB = 
AC  tìm tọa độ B và C.   

  + Hướng thứ 2: Xét B và C trong sự tương giao của BC và đường tròn 
(C) tâm M, bán kính MA  giải hệ trên ta tìm được B và C. (Ở đây Đáp 
án của Bộ GD&ĐT đã đi theo hướng thứ 2). 

  + Hướng thứ 3: Xét B và C trong sự tương giao của BC và đường tròn 
(C’) tâm A, bán kính AB    giải hệ trên ta tìm được B và C.  

  + Hướng thứ 4: Sử dụng phép biến hình (phép quay) để biến điểm A 
thành điểm B và C. (Bạn đọc có thể xem lại kiến thức cơ sở ở chương 1 
để hiểu rõ hơn)   
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► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Do G là trọng tâm ABC  

  AA

A
A

2 x 01 x 3(1 )
AM 3GM A(0;2)3

y 21 y 3( 1 0)


   

    
    

     

*  BC qua M(1; –1) nhận AM (1; 3)   làm vtpt có dạng là:  
 1(x 1) 3(y 1) BC : x 3y 4 0         
*  B  BC: x – 3y – 4 = 0   B(3b + 4 ; b). Mặt khác M là trung điểm BC  
  C(–3b – 2 ; –2 – b).   
*  Lại có  
 2 2 2 2 2 2AB AC (3b 4) (b 2) ( 3b 2) ( b 4) b 0              

  B(4;0),C( 2; 2)       

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0;2),B(4;0),C( 2; 2)   

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Do G là trọng tâm ABC  

  AA

A
A

2 x 01 x 3(1 )
AM 3GM A(0;2)3

y 21 y 3( 1 0)


   

    
    

     

*  BC qua M(1; –1) nhận AM (1; 3)   làm vtpt có dạng là:  
 1(x 1) 3(y 1) BC : x 3y 4 0         
*  Ta có B và C là giao điểm giữa đường thẳng BC và đường tròn (C) có 

tâm là M(1 ; –1) và bán kính AM 10  (do ABC vuông cân tại A)  
  tọa độ B và C thỏa hệ phương trình : 
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2 2

x 3y 4 0 y 0 x 4
(x 1) (y 1) 10 y 2 x 2

      
 

         
     

*  Do vai  trò của B và C như nhau nên ta giả sử B(4; 0) và C(–2; –2). 
  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0;2),B(4;0),C( 2; 2)   

► Hướng dẫn giải cách 3:  
*  Tương tự như cách giải 1 ta có A(0;2) và BC: x – 3y – 4 = 0 
*  Ta có B và C là giao điểm giữa đường thẳng BC và đường tròn (C) có 

tâm là A(0; 2) và bán kính AB AM 2 20   (do ABC vuông cân tại A) 
 tọa độ B và C thỏa hệ phương trình:  

2 2

x 3y 4 0 y 0 x 4
x (y 2) 20 y 2 x 2

      
 

        
     

*  Do vai  trò của B và C như nhau nên ta giả sử B(4; 0) và C(–2; –2). 
  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0;2),B(4;0),C( 2; 2)   

► Hướng dẫn giải cách 4:  
*  Do G là trọng tâm ABC  

  AA

A
A

2 x 01 x 3(1 )
AM 3GM A(0;2)3

y 21 y 3( 1 0)


   

    
    

     

*  Ta có phép 
(M; 90 )

Q : A B
   

  B A M A M M

B A M A M M

x (x x ).cos( 90 ) (y y ).sin( 90 ) x
y (x x ).sin( 90 ) (y y ).cos( 90 ) y

 

 

       


      
  

 B

B

x 4
B(4;0)

y 0


 


 

*  Do M là trung điểm BC  C(–2; –2)   
  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là A(0;2),B(4;0),C( 2; 2)   

■  Lời bình: Qua bài toán này ta rút ra một số kinh nghiệm. 
 Một là, khi đề cập đến điểm đặc biệt trong tam giác (cụ thể ở đây là 

trọng tâm) thì dựa trên các tính chất của điểm đó mà ta khai thác các yếu 
tố liên quan. Trong bài này việc tìm được độ điểm A đóng một vai trò rất 
quan trọng trong quá trình tìm tọa độ B và C. 

402  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 423 

 Hai là, với cách giải 2 và 3, đều xét sự tương giao giữa đường thẳng và 
đường tròn để tìm nhanh toa độ điểm, ở đây ta thấy được sự sáng tạo 
trong việc tìm lời giải. 

 Ba là, đối với cách 3, là một cách rất hay nhưng có một nhược điểm là 
công thức cồng kềnh khó nhớ, ngoài ra việc tính toán nhanh mà không 
phải tìm thêm một số yếu tố khác chính là ưu điểm lớn nhất của cách 
này.Trong quá trình đi tìm cách tiếp cận cho một bài toán, bạn hãy lưu 
tâm đến phương pháp tiếp cận dựa trên phép biến hình. 

 
CÂU 9 (CHÍNH THỨC – ĐH D2003). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

đường tròn 2 2(C) : (x 1) (y 2) 4     và đường thẳng d : x y 1 0     
 Viết phương trình đường tròn (C’) đối xứng với đường tròn (C) qua 

đường thẳng d. Tìm tọa độ các giao điểm của (C) và (C’).      
☻Ý tưởng: Để viết phương trình đường tròn (C’) (có tâm I’ bán kính R’) 

đối xứng với (C) qua d thì khi đó: 

 
_  Bán kính của 2 đường tròn bằng nhau R = R’ 
_  Đường thẳng trung trực của II’ chính là đường thẳng d  I’ đối xứng với 

I qua đường thẳng d  ta tìm H là trung điểm II’ bằng cách viết phương 
trình đường II’  d và qua I  H = II’  d. 

_  Để tìm giao điểm A,B giữa 2 đường tròn ta có thể xét  
  {A; B} = (C)  (C’) hoặc (C)  d.  
► Hướng dẫn giải:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; 2) và bán kính R = 2 
*  Gọi J, R’ là tâm và bán kính của đường tròn (C’) cần tìm và A,B là giao 

điểm giữa (C) và (C’). 
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*  Do (C) và (C’) đối xứng với nhau qua đường thẳng d  
  R’ = R = 2 và IJ nhận d làm đường trung trực.   
*  Do đó IJ  d  IJ : x + y + m = 0. II’ qua I(1; 2)  
  m = – 3. Vậy IJ: x + y – 3 = 0. 
  Mặt khác, H = IJ  d  Tọa độ H là nghiệm của hệ:   

  
x y 1 0 x 2

H(2;1)
x y 3 0 y 1
    

  
   

      

*  Lại có, H là trung điểm IJ  J(3; 0).  
 Vậy phương trình (C’): 2 2(x 3) y 4      
*  Gọi A, B là giao điểm giữa (C) và (C’)  

  tọa độ C và (C’) thỏa hệ: 
2 2

2 2

(x 1) (y 2) 4
(x 3) y 4

    


  
   

 Suy ra 
x 1 y 0
x 3 y 2
  


  

.  

 Do vai trò của A và B là như nhau nên ta chọn A(1; 0) và B(3; 2) 
  Vậy yêu cầu bài toán tương đương với :  

  2 2(C') : (x 3) y 4, A(1;0), B(3;2)    

 
CÂU 10 (DỰ BỊ 1 – ĐH B2003). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

đường thẳng d: x 7y 10 0   . Viết phương trình đường tròn (C) có 
tâm thuộc đường thẳng : 2x y 0   và tiếp xúc với đường thẳng d 
tại điểm A(4; 2).       

☻ Ý tưởng:  
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_  Để viết phương trình chúng ta cần xác định 2 yếu tố chính là tâm I và bán 
kính R. Ở đây, yếu tố tâm I   đóng vai trò quyết định. Do tìm được tâm I 
 tìm được bán kính R. 

_  Ở đây ta thấy do (C) tiếp xức d tại A  IA  d  viết được phương 
trình IA. 

_  Mặt khác I = IA    tọa độ I  bán kính R = IA.           
► Hướng dẫn giải:  
*  Gọi I và R lần lượt là tâm và bán kính đường tròn (C) cần tìm. Do (C) 

tiếp xúc d  IA  d 
  Suy ra IA: 7x + y + m = 0, do IA qua A(4; 2)  m = – 30.  
 Vậy IA: 7x + y – 30 = 0      
*  Mặt khác I = IA    tọa độ I là nghiệm của hệ  

  
7x y 30 0 x 6

I(6; 12)
2x y 0 y 12

    
   

   
   

*  Ta có bán kính R = 2 2IA (4 6) (2 12) 10 2       
  Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là  
  2 2(C) : (x 6) (y 12) 200      
 
CÂU 11 (DỰ BỊ 2 – ĐH B2003).  Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip 

(E): x
2 

4  + y
2 

1 = 1, điểm M(–2; 3) và điểm N(5; n). Viết phương trình các 

đường thẳng d  1; d  2 qua M và tiếp xúc với (E). Tìm n để trong số             
các tiếp tuyến của (E) đi qua N có một tiếp tuyến song song với d  1 hoặc d  2.               

☻ Ý tưởng: (Bạn đọc có thể xem câu 3 để hiểu rõ hơn) 
_  Để viết phương trình tiếp tuyến qua M của (E)  gọi dạng của tiếp tuyến 

y = k(x – x  
M) + y  

M. 
_  Sử dụng điều kiện tiếp xúc giữa tiếp tuyến và (E)  giải tìm giá trị k  

phương trình tiếp tuyến. 
_  Sau khi tìm được phương trình tiếp tuyến d  

1 và d  
2  ta gọi d  

3 là tiếp 
tuyến của (E) qua N  tiếp tục   dùng điều kiện tiếp xúc như trên để giải 
tìm n  tọa độ điểm N.              

► Hướng dẫn giải :  
*  Ta x =  2 là hai tiếp tuyến của (E) vuông góc với trục hoành trong đó:  
  x = –2 đi qua điểm M  
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   Suy ra d  
1: x = – 2 là một tiếp tuyến của (E) qua M.       

*  Phương trình tiếp tuyến d qua M(–2; 3) khác đường thẳng x = –2 có 
dạng: y k(x 2) 3 kx y 3 2k 0         

*  Để d và (E) tiếp xúc nhau  2 2 24k 1 (3 2k) k
3


       

  2d : 2x 3y 5 0           

*  Dễ thấy tiếp tuyến d của (E) qua N(5; n) không song song với d  
1: x = – 2, 

do đó  // d  
2 và qua N(5;n) có hệ số góc 2k

3


 .  

 Vậy 2: y (x 5) n 2x 3y 10 3n 0
3


            

*  Để  và (E) tiếp xúc nhau  

  2 2 2 2
n 5

4(2) 1.(3) (10 3n) 3n 20n 25 0 5n
3

 
        
 


  

*  Với 5n : 2x 3y 5 0
3


      (loại vì trùng với đường d  
2)     

*  Với n 5 N(5; 5)         
  Vậy yêu cầu bài toán đương với  
  1 2d : x 2 0, d : 2x 3y 5 0, N(5; 5)       

■  Lời bình: Tương tự như những bài toán trước (câu 3), xét sự tiếp xúc 
giữa (E) và d. Ở đây chỉ phải lưu ý điều kiện nhận (loại) khi vận dụng 
“tính song song” giữa các đường thẳng. 

 
CÂU 12 (DỰ BỊ 3 – ĐH D2003). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam 

giác ABC có đỉnh A(1; 0) và hai đường thẳng lần lượt chứa các đường 
cao vẽ từ B và C có phương trình tương ứng là: x – 2y + 1 = 0 và 
đường thẳng 3x + y – 1 = 0. Tính diện tích tam giác ABC.  

■  Đặt vấn đề : Tính “diện tích tam giác” là một chủ đề không quá mới với 
học sinh nhưng chắc chắn sẽ làm mất không ít thời gian của chúng ta khi 
tính chúng. Có rất nhiều công thức tính diện tích tam giác. Qua bài toán này 
tác giả cũng muốn tổng kết lại cho bạn đọc. Mời bạn đọc cùng theo dõi. 
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☻Ý tưởng:  

 
_  Để tính diện tích ABC  ta tìm tọa độ điểm B và C  
_  Để tìm tọa độ điểm B  xét điểm B = AB  CH  viết phương trình 

AB qua A và AB  CH. 
_  Tương tự ta cũng tìm được tọa độ điểm C.    
_  Đến đây để tính diện tích ABC ta có thể có những hướng đi sau: 
  + Hướng thứ nhất, tính độ dài cạnh AB hoặc AC  

  ABC
1 1S AB.d[C;AB] AC.d[B;AC]
2 2          

  + Hướng thứ hai, tính độ dài cạnh AB và AC  

  2
ABC

1 1S AB.AC.sin CAB AB.AC 1 cos CAB
2 2     

 2 2 2 2 2 2 2 2
ABC

1 1S AB .AC AB .AC cos CAB AB .AC (AB.AC)
2 2      

► Hướng dẫn giải:  
*  Gọi H và K lần lượt là hình chiếu của C và B lên AB và AC.  
*  Ta có AB  CH: 3x + y – 1 = 0  AB: x – 3y + m = 0, AB qua A(1; 0) 

 m = –1 
  Vậy AB : x – 3y – 1 = 0. B = AB  BK  

 Suy ra tọa độ B là nghiệm của hệ 
x 2y 1 0 x 5

B( 5;2)
x 3y 1 0 y 2

     
   

   
         

*  Ta có AC  BK: x – 2y + 1 = 0  AC: 2x + y + n = 0, AC qua A(1; 0) 
 m = –2 

  Vậy AC : 2x + y – 2 = 0. C = AC  CH  

 Suy ra tọa độ C là nghiệm của hệ 
2x y 2 0 x 1

C( 1;4)
3x y 1 0 y 4

     
   

   
         

402  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 428 

*  Ta có AB ( 6; 2),AC ( 2;4)     . 

 Mặt khác 2
ABC

1 1S AB.AC.sin CAB AB.AC 1 cos CAB
2 2     

 2 2 2 2 2 2 2 2
ABC

1 1S AB .AC AB .AC cos CAB AB .AC (AB.AC)
2 2      

 2
ABC

1S (36 4)(4 16) 4 14(dvdt)
2       

  Vậy diện tích tam giác ABC là ABCS 14(dvdt)   

► Cách tính diện tích tam giác ABC:  
*  Ta có AB ( 6; 2) AB 2 10      

*  ABC 2 2

1 1 | 1 3.4 1|S AB.d[C;AB] 2 10. 14(dvdt)
2 2 1 ( 3)



  
  

 
 

  Vậy diện tích tam giác ABC là ABCS 14(dvdt)   

■  Lời bình: Qua đây cũng xin tổng kết lại các công thức để tính diện tích 
tam giác. 

    

1 1 1. . . .
2 2 2
1 1 1sin sin sin .
2 2 2

   

   

a b cS a h b h c h

S ab C ac B bc A
           

2 2 2

( )( )( ).
4
1 1. ( . ) det( , )
2 2

      

   

abcS pr p p a p b p c
R

S AB AC AB AC AB AC
 

 Trong đó: 1 2
1 2 2 1

1 2

det( , )
a a

AB AC a b a b
b b

    với 

1 2 1 2( ; ), ( ; ).AB a a AC b b   
 
CÂU 13 (CHÍNH THỨC – ĐH A2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho tọa độ A(0;2) và B ( 3; 1)   .Tìm tọa độ trực tâm và tâm đường 
tròn ngoại tiếp tam giác OAB. 

■ Đặt vấn đề : “Xác định tọa độ các điểm đặc biệt trong tam giác ” cũng là 
một trong những chủ đề thường xuyên bắt gặp trong các đề thi đại học. 
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Qua câu hỏi này, tác giả cũng muốn tổng kết lại một số cách tiêu biểu để 
tìm “tâm đường tròn ngoại tiếp” của một tam giác, mời các bạn cùng theo 
dõi. 

☻Ý tưởng:  

 
  _ Để tìm tọa độ trực tâm H  chúng ta có thể viết phương trình AH và 

BH  H = AH  BH. 
  (hoặc cũng có thể gọi tọa độ H(x  

H; y  
H)  AH  OB (1), BH  OA (2)  

giải hệ tạo bởi (1) và (2)  H.) 
  _ Để tìm I là tâm đường tròn ngoại tiếp ABO (khi đã biết tọa độ của 

3 đỉnh) ta có thể có một số cách tiêu biểu sau: 
● Cách 1: Gọi tọa độ I(x;y), vận dụng định nghĩa của tâm I là cách đều ba 

đỉnh tam giác  
OI AI
OI BI





    

● Cách 2: Lập pt d  
1, d  

2 lần lượt là phương trình trung trực của cạnh AO, BO 
ta có d  

1  d  
2 = I (vận dụng cách dựng tâm của đường tròn ngoại tiếp tam 

giác là giao điểm của các đường trung trực) . 
● Cách 3: Gọi dạng khai triển của pt đường tròn (C) ngoại tiếp ABO: 

2 2x y 2ax 2by c 0     , trong     đó I(a;b) chính là tọa độ cần tìm. Lần 
lượt thay tọa độ A, B, O vào pt khai triển  giải hệ 3 pt 3 ẩn tìm I.  
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● Cách 4: Ta cũng có thể vận dụng quan hệ thẳng hàng giữa trực tâm H, 
trọng tâm G và tâm đường tròn ngoại tiếp I đó chính là IH 3IG  (H và 
G là tọa độ đã tìm được ở câu a).    

● Cách 5: Ta cũng có thể gọi M là trung điểm BO, dựa vào tính chất 
AH 2IM   giải tìm I.   

● Cách 6: Bằng cách tính tất cả các cạnh để kiểm tra ABO có là tam giác 
đặc biệt ?  

  + Giả sử: ABO vuông tại O thì trung điểm cạnh huyền BA chính là tâm I             
  + Giả sử: ABO đều thì trọng tâm G của tam giác ABO chính là tâm I 

  + Giả sử: ABO cân tại O có góc BOA 120 thì tâm I chính là đỉnh 
thứ 4 của hình thoi AOBI 

► Hướng dẫn giải cách 1: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
*  AH qua A(0;2) nhận OB ( 3; 1)    làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

AH : 3(x 0) 1(y 2) 0 3x y 2 0         

*  BH qua B( 3; 1)   nhận OA (0;2)  làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

BH : 0(x 3) 2(y 1) 0 y 1 0        
*  Ta có H = BH  AH  Tọa độ H là nghiệm của hệ  

  3x y 2 0 x 3 H( 3; 1)
y 1 0 y 1

     
   

    

 

*  Gọi d  
1, d  

2 lần lượt là trung trực của cạnh OA, OB.  

 Gọi  
3 1M 0;1 , N ;

2 2
  
  
 

 lần lượt là trung điểm OA, OB. 

*  Ta có: d  
1 qua  M 0;1  nhận OA (0;2)  làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

1d : (x 0) 2(y 1) 0 y 1 0        

*  Ta có: d  
2 qua 3 1N ;

2 2
  
  
 

 nhận OB ( 3; 1)    làm véctơ pháp tuyến 

có dạng là: 

2
3 1d : 3(x ) (y ) 0 3x y 2 0

2 2
         

*  Ta có I là tâm đường tròn ngoại tiếp ABO  I = (d  
1)  (d  

2)  tọa độ I 
là nghiệm của hệ: 
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y 1 0 x 3 I 3;1

3x y 2 0 y 1

      
   

    

 

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  H( 3; 1), I 3;1   

► Hướng dẫn giải cách 2:  

*  Theo cách 1 ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm H( 3; 1)   

*  Gọi I(x 
I; y 

I) là tọa độ tâm đường tròn ngoài tiếp ABO  
OI AI
OI BI





(*)    

*  Với 
I I

I I

I I

OI (x ; y )

AI (x ; y 2)

BI (x 3; y 1)

 


 


  

 do đó (*)  

  
2 2

2 2

OI AI
OI BI
 





2 2 2 2
I I I I

2 2 2 2
I I I I

x y x (y 2)

x y (x 3) (y 1)

    


    

    

  I

I I

0 4 y 4

0 2 3x 3 2 y 1

  


   
 I

I

x 3 I 3;1
y 1

  
  


   

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  H( 3; 1), I 3;1   

► Hướng dẫn giải cách 3:  

*  Theo cách 1 ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm H( 3; 1)   

*  Gọi phương trình dạng khai triển của đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác 
ABO là: 

2 2(C) : x y 2ax 2by c 0     với tâm I(a; b) 

*  Ta có  
A (C) 4b c 4 (1) a 3
B (C) 2 3a 2b c 4 (2) b 1 I 3;1
O (C) c 0 (3) c 0

        
 

          
    
 

     

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  H( 3; 1), I 3;1   

► Hướng dẫn giải cách 4:  

*  Theo cách 1 ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm H( 3; 1)  
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*  Gọi G là trọng tâm tam giác ABO  3 1G ;
3 3

 
  
 

  

*  Nhận xét I, H, G thẳng hàng và đặc biệt IH 3IG (phần chứng minh kết 
quả bổ đề này mời các bạn xem ở chương 1).  

 Do đó IH 3IG   
I I

I

I
I I

33 x 3( x ) x 33 I 3;1
y 111 y 3( y )

3

 
      

   
    



 

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  H( 3; 1), I 3;1   

► Hướng dẫn giải cách 5:  

*  Theo cách 1 ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm H( 3; 1)  

*  Gọi M là trung điểm OB  3 1M ;
2 2

  
  
 

    

*  Nhận xét AH 2IM (phần chứng minh kết quả bổ đề này mời các bạn 
xem ở chương 1).  

*  Do đó AH 2IM   
I

I

I
I

33 0 2( x ) x 32 I 3;1
y 111 2 2( y )

2

 
      

   
     



     

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  H( 3; 1), I 3;1   

► Hướng dẫn giải cách 6:  

*  Ta có 

OB ( 3; 1) OB 2

OA (0;2) OA 2

BA ( 3;3) AB 2 3

     


  


  

  

 và 
2 2 2OA OB ABcos AOB
2.OA.OB
 

  

 4 4 12 1 AOB 120
2.2.2 2
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*  Do OB = OA  OAB cân tại O và AOB 120  I là tâm đường tròn 

ngoại tiếp ABO  đỉnh thứ     4 của hình thoi AOBI. Gọi 3 1M ;
2 2

 
  
 

 

là trung điểm AB  M là trung điểm OI   I 3;1  

*  Mặt khác khi đó O chính là trung điểm của IH  H( 3; 1)   

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  H( 3; 1), I 3;1   
 

■ Lời bình: Qua các cách giải đã trình bày ở câu 13, chúng ta rút ra vài 
nhận xét sau: 

 Một là, đề cập đến việc xác định tâm đường tròn ngoại tiếp với những 
tam giác đặc biệt thì chúng ta có những lưu ý sau: 

 
 Hai là, mỗi cách trên đều có cái hay riêng của nó, có cách thì vận dụng 

tính chất hình học, các kết quả đẹp từ đường tròn (cách 4 và cách 5), có 
cách vận dụng nội tại của định nghĩa và cách xây dựng của điểm (cách 1 
và cách 2), có cách thì vận dụng phương trình đường tròn trong hình tọa 
độ Oxy (cách 3), đặc biệt là cách 6 với việc tính toán kiểm tra các dạng 
hình của tam giác để rút ra những kết luận quan trọng.          

 
CÂU 14 (CHÍNH THỨC – ĐH B2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

hai điểm A(1;1) và B(4; –3). Tìm điểm C thuộc đường thẳng x – 2y – 1 = 0 
sao cho khoảng cách từ C đến đường thẳng AB bằng 6. 

☺Nhận xét : chủ đề khoảng cách hay bài toán có liên quan đến khoảng 
cách cũng là một chủ đề thường xuyên bắt gặp trong các đề thi đại học. Ở 
đây khoảng cách không chỉ cho ta biết được thông tin độ dài hình học mà 
ngoài ra dựa vào khoảng cách chúng ta cũng biết được vị trí tương đối 
giữa các đối tượng trong hình học phẳng. Với bài toán yêu cầu tìm điểm 
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C thỏa mãn yêu cầu khoảng cách từ C đến AB bằng 6 thì dường như 
“người ra đề” chỉ muốn kiểm tra ở người làm bài có nắm được cách kiến 
thức liên quan và những kỹ năng cần có hay không ? Mời các bạn cùng 
xem lời giải. 

☻Ý tưởng:  
_  Dựa vào công thức khoảng cách từ một điểm đến 1 đường thẳng trong mặt 

phẳng  cần phải gọi tọa độ điểm C và viết phương trình đường AB. 
_  Tọa độ C  x – 2y – 1 = 0  tham số hóa điểm C theo ẩn c. 
_  Phương trình AB đi qua 2 điểm A, B  viết phương trình AB. 
_  Vận dụng công thức khoảng cách tìm giá trị c  tọa độ C cần tìm. 
► Hướng dẫn giải:  
*  AB qua A(1; 1) nhận AB (3; 4)   làm véctơ chỉ phương có dạng là: 

x 1 y 1AB : 4x 3y 7 0
3 4
 

    


 

*  Ta có C  d: x – 2y – 1 = 0  C(2c + 1; c) 

*  Theo đề bài ta có: 
2 2

| 4(2c 1) 3c 7 |d[C : AB] 6 |11c 3 | 30
4 3
  

    


   

 Vậy tọa độ điểm C thỏa yêu cầu bài toán là 1 2
43 27C (3;1), C ;

11 11
  

 
 

 

 
CÂU 15 (CHÍNH THỨC – ĐH D2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

tam giác ABC có tọa độ các đỉnh A(–1; 0), B(4; 0), C(0; m) với m ≠ 0. 
Tìm tọa độ trọng tâm G của tam giác ABC theo m. Xác định m để tam 
giác GAB vuông tại G. 

☻ Ý tưởng: Dùng công thức trọng tâm G biểu thị G theo ẩn m  
  để GAB  G  GA  GB  G 
► Hướng dẫn giải :  
*  Ta có G là trọng tâm tam giác ABC có tọa độ:  

  

A B C
G

A B C
G

x x xx 1
m3 G 1;

y y y m 3y
3 3
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*  AGB  G  GA  GB  GA.GB 0  với 

mGA 2;
3
mGB 3;
3

  
  

  


      

  

*  Do đó GA.GB 0  
2m6 0 m 3 6

9
          

  Vậy yêu cầu bài toán tương đương với m 3 6   
 
CÂU 16 (DỰ BỊ 1 – ĐH A2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

đường thẳng : 1 2 0d x y     và điểm A(–1 ;1). Viết phương trình 
đường tròn đi qua A, qua gốc tọa độ O và tiếp xúc với đường thẳng d. 

☺ Nhận xét : Hiện tại chúng ta chưa có tâm và cả bán kính của đường tròn 
(C) (nếu như có trước một yếu tố thì quá trình phân tích sẽ khác hơn). Ở 
đây, đối với dạng toán “cho khuyết cả tâm và bán kính” thì ta sẽ   gọi 
dạng phương trình khai triển của đường tròn (C).  

☻ Ý tưởng:  
_  Dạng khai triển của đường tròn (C) có đầy đủ 3 ẩn a, b, c  tìm hệ 3 

phương trình ba ẩn  tìm a, b,c. 
_  Cụ thể A  (C) (1), B  (C) (2), d[I;d] = R (3)    
► Hướng dẫn giải :  
*  Gọi phương trình dạng khai triển của đường tròn (C) là: 

2 2(C) : x y 2ax 2by c 0     với tâm I(a; b) và 2 2R a b c     

*  Ta có: 

2 2

A (C) 2 2a 2b c 0
O (C) c 0

d[I;d] R | a b 1 2 | a b c
1 1




      
   

        
 

 

 
22 2

a b 1 a b 1
c 0 c 0

2b 2b 01 (b 1) b
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  Suy ra
2 2

1
2 2

2

b 1,a 0 (C ) : x y 2y 0
b 0,a 1 (C ) : x y 2x 0
      


      
  

  Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là  

  
2 2

1
2 2

2

(C ) : x y 2y 0
(C ) : x y 2x 0
   


  
 

 
CÂU 17 (DỰ BỊ 2 – ĐH A2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm 

A(0;2) và đường thẳng d có phương trình x – 2y + 2 = 0. Tìm trên đường 
thẳng d hai điểm B, C sao cho tam giác ABC vuông tại B và AB = 2BC. 

☻Ý tưởng: 
_  Dựa vào điểm A và đường thẳng d (chứa B,C)  ta có thể viết phương 

trình AB và d[A;d] = AB.   
_  Ta có B = d  AB  tọa độ của điểm B cần tìm.     
_  Do tính được độ dài AB  độ dài BC (đã có tọa độ điểm B)   tham số 

hóa C theo đường d 
_  Giải phương trình độ dài BC  tìm ra toa độ C.         
► Hướng dẫn giải :  
*  Ta có ABC  B  
  AB  BC  

  AB = d[A;BC] = | 0 4 2 | 2
1 4 5
 




 

  1BC AC 1
5

           

*  Mặt khác AB  BC: x – 2y + 2 = 0  
  AB: 2x + y + m = 0, AB qua A(0; 2)  m = – 2. 
  Vậy AB : 2x + y – 2 = 0.     
*  Ta có C  BC  C(2c – 2; c)  
 Và B = BA  d  Tọa độ B là nghiệm của hệ  

 

2xx 2y 2 0 2 65 B ;
2x y 2 0 6 5 5y

5

 
      

    
      

 

      

*  Ta có AC (2c 2;c 2)    và 2AC 1  
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1

2 2

2

c 1 C (0;1)
(2c 2) (c 2) 1 7 4 7c C ;

5 5 5

 
           
  

        

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là :  

  1 2
2 6 2 6 4 7B ; ,C (0;1) hay B ; ,C ;
5 5 5 5 5 5

     
     
     

     

 
CÂU 18 (DỰ BỊ 3 – ĐH B2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm 

I(–2; 0) và hai đường thẳng d  1, d  2 lần lượt có phương trình 2x – y + 5 = 0 
và d  2: x + y – 3 = 0. Viết phương trình đường thẳng d đi qua             
điểm I và cắt hai đường thẳng d  1, d  2 lần lượt tại A, B sao cho IA 2IB .                   

■ CÁCH 1:  
☻Ý tưởng:  
_  Ta có thể gọi dạng phương trình đường thẳng : y = k(x – x 

I) + y 
I.  

_  Ta đã có A =    d  
1, B =   d  

2  giải hệ biểu thị tọa độ A và B theo k. 
_  Dùng điều kiện IA 2IB   giải tìm giá trị k  phương trình .      
► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Phương trình đường thẳng  đi qua I(–2 ; 0) có hệ số k: y = k(x + 2)   
*  Ta có A =   d  

1  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

 

2k 5xkx y 2k 0 2k 5 k2 k A ;
2x y 5 0 k 2 k 2 ky

2 k


      

    
        

 

          

*  Ta có B =   d  
2   Tọa độ B là nghiệm của hệ  

 

3 2kxkx y 2k 0 3 2k 5k1 k B ;
x y 3 0 5k 1 k 1 ky

1 k


     

    
       

 

          

*  Ta có 1 k 10 10kIA ; ,2IB ;
2 k 2 k 1 k 1 k
    

    
      

 

*  Theo yêu cầu bài toán thì  
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71 10 k
732 k 1 kIA 2IB k

k 10k 7 3k 0 v k
2 k 1 k 3

 
   

     
   

    

  

  Vậy đường thẳng  thỏa yêu cầu bài tóa là 

   
7: y (x 2) 7x 3y 14 0
3

         

■  CÁCH 2:  
☻ Ý tưởng:  
_  Do nhận xét  đã qua I  chỉ cần tìm thêm một điểm nữa là có thể viết 

phương trình  
_  Ta tham số hóa điểm A và B lần lượt theo theo d  

1 và d  
2. 

_  Dùng điều kiện IA 2IB   giải tìm tọa độ A và B  phương trình .      
► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Gọi  là phương trình đường thẳng cần tìm.   
*  A =   d  

1  A  d  
1: 2x – y + 5 = 0  

  A(a; 2a + 5) và IA (a 2;2a 5)                    

*  B =   d  
1  B  d  

2: x + y – 3 = 0  A(b; 3 – b) và IB (b 2;3 b)                    
*  Theo yêu cầu bài toán thì  

 
a 1a 2 2(b 2) a 2b 2

IA 2IB 12a 5 2(3 b) 2a 2b 1 b
2


      

      
       



    

*  Đường thẳng  qua I(–2 ; 0) nhận IA (3;7) làm véctơ chỉ phương có 

dạng là: x 2 y 7x 3y 14 0
3 7


       

  Vậy đường thẳng  thỏa yêu cầu bài tóa là : 7x 3y 14 0      
■  Lời bình: Qua bài toán này, ta rút ra một số kinh nghiệm sau: 
 Một là, xét về cách giải thì cách 2 hay hơn rất nhiều với ưu điểm tính 

toán nhẹ nhàng, trong khi đó cách 1 thì bạn đọc sẽ khá mất thời gian khi 
biểu thị tọa độ A, B theo k (ngoài việc giải chân phương, các bạn có thể 
vận dụng phương pháp giải hệ Crammer dùng định thức để tính nhanh 
tọa độ x, y theo k).  
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 Hai là, khi giải bằng cách 2, chúng ta đã lường trước số ẩn cần đặt và số 
phương trình đang có, có thể thấy việc giải tìm được cả tọa độ A và B là 
“dư so với những gì ta mong đợi”, vì vậy việc lưu ý đặt ẩn cực kì quan 
trọng, quyết định thành bại của một bài toán. 

 

CÂU 19 (DỰ BỊ 4 – ĐH D2004). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam 
giác ABC vuông tại A. Biết tọa độ A( 1;4) và B(1; 4)  và đường thẳng 

BC đi qua điểm 1M 2;
2

 
 
 

 . Tìm tọa độ đỉnh C.   

☻Ý tưởng:  
_  Để tìm tọa độ điểm C  C = AC  BC  
_  Như vậy ta cần viết phương trình 

AC và BC  BC qua B và M, còn 
AC qua A và vuông AB.      

► Hướng dẫn giải :  

*  BC qua B(1; –4) nhận 9BM 1;
2

 
  
 

 làm véctơ chỉ phương có dạng là 

x 1 y 4 9x 2y 17 091
2

 
      

*  AC qua A(–1;4) nhận  AB 2; 8  làm véctơ pháp tuyến có dạng là : 

2(x 1) 8(y 4) 0 x 4y 17 0         
*  C = AC  BC  Tọa độ C là nghiệm của hệ   

  
x 4y 17 0 x 3

C 3;5
9x 2y 17 0 y 4
    

  
   

 

  Vậy tọa độ điểm C cần tìm là  C 3;5     

 
CÂU 20 (CHÍNH THỨC – ĐH A2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho hai đường thẳng d  1: x – y = 0 và d  2: 2x + y – 1 = 0. Tìm tọa độ các 
đỉnh hình vuông ABCD biết rằng đỉnh A thuộc d  1, đỉnh C thuộc d  2 và 
các đỉnh B, D thuộc trục hoành.             

☻Ý tưởng:  
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_  Trước tiên ta tham số A và C theo đường d  
1 và d  

2  trung điểm I của AC 
thuộc trục hoành (do B và D   đều thuộc trục hoành)  phương trình (1).  

_  Mặt khác AC  BD  AC  Ox  AC vuông góc với véctơ đơn vị của 
trục hoành  phương trình (2). 

_  Giải hệ gồm (1) và (2)  tìm được A và C. 
_  Đến đây để tìm nhanh B và D  xét B và D trong sự tương giao giữa 

trục hoành (y = 0) và đường tròn tâm I bán kính IA.    

 
► Hướng dẫn giải cách 1: Gọi I là tâm hình vuông ABCD. 
*  A  d  

1: x – y = 0  A(a; a), C  d  
2 : 2x + y – 1 = 0  C(c; 1 – 2c).  

  Vì I là trung điểm AC  a c 1 2c aI ;
2 2
   

 
 

 .       

*  Do B và D thuộc trục hoành (y = 0)  I  trục hoành  
 Suy ra a = 2c – 1  AC (c a;1 2c a) (1 c; 4c 2)               

*  Ta có AC  BD  AC  Ox   AC.i 0 1 c 0 c 1 a 1         
với i (1;0)  là véctơ đơn vị.    

     Suy ra I(1;0) và IA = 1 
*  B và D là giao điểm giữa trục hoành và đường tròn (C) tâm I(1; 0) bán 

kính R = IA = 1  Tọa độ B và D thỏa hệ:  

  
2 2 x 1

B(0;0),D(2;0)(x 1) y 1
x 0

B(2;0),D(0;0)y 0
y 0
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  Vậy tọa độ điểm tthỏa yêu cầu bài toán là  
A(1;1),B(0;0),C(1; 1),D(2;0) hay A(1;1),B(2;0),C(1; 1),D(0;0)    

► Hướng dẫn giải cách 2: Theo đáp án của Bộ GD&ĐT 
*  Vì A  d  

1  A(t; t). Do A và C đối xứng nhau qua BD và B, D  Ox  
  C(t; –t) 
* Vì C  d  

2 nên 2t – t – 1 = 0  t = 1  A(1 ; 1), C(1 ; –1)        

*  Trung điểm của AC là I(1 ; 0). Vì là tâm của hình vuông nên 
IA IB 1
ID IA 1

 


 
  

 Lại có 
B Ox B(b;0) | b 1| 1 b 0,b 2
D Ox D(d;0) | d 1| 1 d 0,d 2
       

     
       

  

  Suy ra B(0;0) và D(2; 0) hay B(2; 0) và D(0; 0).        
  Vậy tọa độ điểm tthỏa yêu cầu bài toán là  

A(1;1),B(0;0),C(1; 1),D(2;0) hay A(1;1),B(2;0),C(1; 1),D(0;0)    

■ Lời bình: Trong cách giải của Bộ GD&ĐT đã có sử dụng đến phép biến 
hình mà cụ thể chính là “phép đối xứng qua trục hoành” (các bạn có thể 
xem lý thuyết cơ sở ở chương 1 để hiểu rõ hơn). 

 
CÂU 21 (CHÍNH THỨC – ĐH B2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho hai điểm A(2; 0) và B(6; 4). Viết phương trình đường tròn (C) tiếp 
xúc với trục hoành tại điểm A và khoảng cách từ tâm của (C) đến điểm 
B bằng 5. 

■ Đặt vấn đề: “viết phương trình đường tròn” từ lâu đã trở thành một 
chủ đề quan trọng thường xuyên bắt gặp, xuất hiện trong các kì thi Đại 
Học – Cao Đẳng, và một trong những vấn đề liên quan thường được hỏi 
nhất chính là “sự tiếp xúc” giữa đường tròn và đường thẳng, giữa đường 
tròn và đường tròn. Cụ thể trong bài toán này, khi đường tròn tiếp xúc với 
trục hoành thì ta sẽ khai thác như thế nào ? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

☻Nhận xét và ý tưởng:  
_  Nhận xét: khi đường tròn (C) tiếp 

xúc với trục hoành  
  d[I;Ox] = |y  I| = R và khi (C) 

tiếp xúc với trục tung  
  d[I; Oy] = |x  I| = R 
_  Như vậy do (C) tiếp xúc Ox tại A 

 x 
I = x  

A và |y 
I| = R  như vậy 
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chỉ cần xác định được tung độ của 
điểm I là ta đã có thể viết được 
phương trình đường tròn.  

 _ Ở đây đề bài tiếp túc đề cập đến khoảng cách từ một đến khoảng cách từ 
1 điểm đến một đường tròn  đó chính là khoảng cách từ tâm đến điểm 
đó  nói cách khác đó chính là đoạn BI  giải phương trình ta tìm được 
tung độ điểm I.                        

► Hướng dẫn giải :  
*  Gọi (C) là phương trình cần tìm có tâm I(a; b) , bán kính R. Do (C) tiếp 

xúc trục hoành tại A 

  Suy ra 
a 2

| b | R





. Vậy I(2; b)  BI (2 6;b 4) ( 4;b 4)          

*  Theo đề bài ta có 2 2 b 7
IB 5 IB 25 16 (b 4) 25

b 1


        


  

*  Với b = 7, ta có tâm I(2; 7) và R  
1 = 7.  

 Do đó phương trình đường tròn (C  
1) là: 2 2

1(C ) : (x 2) (y 7) 49     
*  Với b = 1, ta có tâm I(2; 1) và R  

2 = 1.  
 Do đó phương trình đường tròn (C  

2) là: 2 2
2(C ) : (x 2) (y 1) 1     

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là   

  2 2 2 2
1 2(C ) : (x 2) (y 7) 49 hay (C ) : (x 2) (y 1) 1         

 
CÂU 22 (CHÍNH THỨC – ĐH D2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho elip (E): 
2 2x y 1

4 1
   và tọa độ điểm C(2; 0). Tìm tọa độ các điểm 

A, B thuộc (E), biết rằng hai điểm A, B đối xứng nhau qua trục hoành 
và tam giác ABC là tam giác đều. 

☺ Nhận xét và ý tưởng:  
_  Do A và B đối xứng và trục hoành nên ta có chúng có cùng hoành độ và 

tung độ trái dấu. 
_  Như vậy ta có thể biểu thị tọa độ điểm B theo điểm A  có 2 ẩn  cần 2 

phương trình để lập 
_  Phương trình (1) chính là A thuộc (E) và Phương trình (2) chính là AB = AC  
_  Chú ý: AC = CB là hiển nhiên vì C thuộc trục hoành và trục hoành đang 

là trung trực của AB.    
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► Hướng dẫn giải :  
*  Giả sử tọa độ điểm  A AA x ;y . Do A và B đối xứng nhau qua trục hoành 

  A AB x ; y   

     Ta có 2 2
AAB 4y  và 2 2 2

A AAC (x 2) y    

*  Vì A  (E)  
2 2

A Ax y 1
4 1

    
2

2 A
A

xy 1
4

  (1)     

*  Để ABC đều  AB = AC  2 2 2
A A A4y (x 2) y    (2). 

*  Thay (1) vào (2), ta được 

2 2 A
2 2A A

A A A
A

x 2
x x4 1 (x 2) 1 7x 16x 4 0 24 4 x

7


               



 

*  Với Ax 2 , thay vào (1) ta có y  
A = 0 (loại vì trùng với điểm C). 

*  Với A
2x
7

  , thay vào (1) ta có A
4 7y
3


  

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là 

   





























7
34;

7
2,

7
34;

7
2 BA  hoặc 






























7
34;

7
2,

7
34;

7
2 BA  

 
CÂU 23  (DỰ BỊ 1 – ĐH A2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

đường tròn (C) có phương trình: 2 2x y 12x 4y 36 0     . Viết 
phương trình đường tròn (C  1) tiếp xúc với hai trục tọa độ Ox, Oy, đồng 
thời tiếp xúc ngoài với đường tròn (C).            
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☺Nhận xét và ý tưởng :  
_  Tương tự như câu 21, ta có trong bài này đường tròn cần tìm tiếp xúc với 

cả hai trục tọa độ  |a| = |b| = R (với I(a; b) là tâm và R là bán kính.) 
_  Cuối cùng là ta sử dụng điều kiện để 2 đường tròn tiếp xúc ngoài với 

nhau đó chính là tổng hai bán kính bằng khoảng cách nối hai tâm của hai 
đường tròn. 

_  Với những phân tích và nhận xét trên, tác giả trình bay theo hai hướng. 
Mời các bạn xem lời giải.    

         

 
► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(6;2) và R = 2. Gọi đường tròn cần tìm là (C  

1) có 
tâm I  

1(a; b) và bán kính R  
1. 

  Do (C  
1)  tiếp xúc với hai trục Ox, Oy nên tâm I 1 c)  tiếp xúc với hai trục 

Ox, Oy nên tâm I  
1 nằm   trên đường thẳng y =  x và vì (C) có tâm I(6;2), 

R = 2 nên đường tròn (C) nằm bên phải trục tung.                  
*  Do đó tâm 1I (a; a), a 0        
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*  TH1: I  
1 thuộc đường thẳng y = x  I(a; a), bán kính R  

1 = a. 
  Để (C  

1) tiếp xúc ngoài với (C)  

  2 2
1 1II R R (a 6) (a 2) 2 a         (do a > 0 nên ta bình 

phương 2 về phương trình và thu gọn, ta được:  

  2 a 2
a 20a 36 0

a 18


    


  

 Vậy với TH1, ta có hai đường tròn thỏa mãn là:  

  
2 2

2 2 2

(x 2) (y 2) 4
(x 18) (y 18) 18
    


   
            

*  TH2: I  
1 thuộc đường thẳng y = – x  I(a; –a), bán kính R  

1 = a. 

  Tương tự, ta có 2 2
1 1II R R (a 6) ( a 2) 2 a          (do a > 0 nên 

ta bình phương 2 về phương trình và thu gọn, ta được: a 6   
 Vậy với TH2, ta có hai đường tròn thỏa mãn là: 2 2(x 6) (y 6) 36                

  Vậy phương trình đường tròn cần tìm là    

2 2

2 2 2

2 2

(x 2) (y 2) 4
(x 18) (y 18) 18

(x 6) (y 6) 36

    


   
    

 

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(6;2) và R = 2. Gọi đường tròn cần tìm là (C  

1) có 
tâm I  

1(a; b) và bán kính R  
1. 

*  Ta có (C  
1) tiếp xúc với hai trục tọa độ và tiếp xúc ngoài với (C) 

 Suy ra 

2 2
1 1 1

1 1

1 1

II R R (a 6) (b 2) 2 R (*)
| a | R | a | R
| b | R | b | R

      
 

   
   

  

*  TH1: a = R  
1, b = R  

1 khi đó (*)  

 
12 2 2

1 1 1 1 1
1

R 2
(R 6) (R 2) 2 R R 20R 36 0

R 18


          


    

 Vậy với TH1, ta có hai đường tròn thỏa mãn là:  

  
2 2

2 2 2

(x 2) (y 2) 4
(x 18) (y 18) 18
    


   
                

*  TH2: a = –R  
1, b = R  

1  
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 khi đó (*)  2 2 2
1 1 1 1 1( R 6) (R 2) 2 R R 4R 36 0(VN)           

*  TH3: a = R  
1, b = –R  

1  
 Khi đó (*)  

  2 2 2
1 1 1 1 1 1(R 6) ( R 2) 2 R R 12R 36 0 R 6             

*  TH4: a = – R  
1, b = –R  

1  
 Khi đó (*)  

  2 2 2
1 1 1 1 1 1(R 6) (R 2) 2 R R 12R 36 0 R 6 (VN)             

  Vậy phương trình đường tròn cần tìm là 

2 2

2 2 2

2 2

(x 2) (y 2) 4
(x 18) (y 18) 18

(x 6) (y 6) 36

    


   
    

 

■  Lời bình: Sau đây kết quả 3 đường tròn trên hệ trục tọa độ mà ta tìm được: 

 
 
CÂU 24 (DỰ BỊ 2 – ĐH B2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip 

(E):
2 2x y 1

64 9
  . Viết phương trình tiếp tuyến d của (E) biết d cắt hai 

trục tọa độ Ox, Oy lần lượt tại A, B sao cho AO = 2BO. 
☺Nhận xét và ý tưởng :  
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_  Trước khi làm bài này, bạn đọc có thể xem lại câu 3 để hiểu rõ hơn về 

dạng tiếp tuyến của Elip). 
_  Ở bài này chúng ta có thể giải theo hướng đó là phát hiện đường thẳng d 

cần viết chính là phương trình đoạn chắn 2 trục tọa độ  kết hợp với 
điều kiện tiếp xúc giữa d và (E)  tìm được đường thẳng d. 

_  Hoặc ta cũng có thể dựa vào liên hệ OA = 2OB  suy ra hệ số góc của 
đường thẳng d: y = kx + m  sử dụng điều kiện tiếp xúc (E) và d để giải 
 tìm được đường thẳng d.    

► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Do tính đối xứng của elip (E), ta chỉ cần xét trường hợp x  0, y  0. Gọi 

A(2m; 0) , B(0; m) là giao điểm của tiếp tuyến của (E) với các trục tọa độ 
(m > 0). Phương trình tiếp tuyến của (E) với các trục tọa độ (m > 0) là: 

1 : 2 2 0
2
x y AB x y m
m m
       

*  Do AB tiếp xúc (E)  264 4.9 4 5 ( 0)m m m         
*  Vậy phương trình tiếp tuyến là x + 2y – 10 = 0  
*  Do tính đối xứng nên ta có tất cả 4 tiếp tuyến thỏa yêu cầu bài toán: 

2 10 0
2 10 0
2 10 0
2 10 0

x y
x y
x y
x y

  

  


   


  

  

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Gọi A(m; 0), B(0; n) là giao điểm của tiếp tuyến của (E) với các trục tọa 

độ (m, n ≠ 0) 

 Phương trình AB: 1 : n 0x y AB x my mn
m n
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*  Do AB tiếp xúc (E)  2 2 2 264 9 .nn m m   (1)   
*  Mặt khác OA = 2OB  2 2| | 2 | | 4 (2)m n m n       

*  Thay (2) vào (1), ta được: 2 2 4 264 9.4 4 25 5n n n n n         

*  Với 
10

5
10

m
n

m


  
 

. 

 Vậy ta có 2 tiếp tuyến thỏa mãn là: 
2 10 0
2 10 0

x y
x y
  


  

   

* Với 
10

5
10

m
n

m


   
 

.Vậy ta có 2 tiếp tuyến thỏa mãn là:  

  
2 10 0
2 10 0

x y
x y
  


  

   

 Vậy đường thẳng d cần tìm thỏa yêu cầu bài toán là 

2 10 0
2 10 0
2 10 0
2 10 0

x y
x y
x y
x y

  

  


   


  

    

 
► Hướng dẫn giải cách 3:  
*  Gọi phương trình tiếp tuyến cần tìm có dạng y = kx + m với k là hệ số 

góc của đường thẳng d. 

  Ta có hệ số góc k = 1
2

OB
OA

     
1

2

1: 2 2 0
2
1: 2 2 0

2

d y x m x y m

d y x m x y m


     


      



    

*  TH1: d  
1 tiếp xúc (E)  264 4.9 4 5m m      

 Vậy ta có 2 tiếp tuyến thỏa mãn là: 
2 10 0
2 10 0

x y
x y
  


  

      

*  TH2: d  
2 tiếp xúc (E)  264 4.9 4 5m m      

 Vậy ta có 2 tiếp tuyến thỏa mãn là: 
2 10 0
2 10 0

x y
x y
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  Vậy đường thẳng d cần tìm thỏa yêu cầu bài toán là 

2 10 0
2 10 0
2 10 0
2 10 0

x y
x y
x y
x y

  

  


   


  

    

 
CÂU 25 (DỰ BỊ 3 – ĐH B2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai 

đường tròn (C  1): 2 2x y 9  và đường tròn (C  2): 2 2x y 2x 2x 23 0     . 
Viết phương trình trục đẳng phương d của 2 đường tròn (C  1),                   
(C  2). Chứng minh rằng nếu K thuộc d thì khoảng cách từ K đến tâm 
(C  1) nhỏ hơn khoảng cách từ K đến tâm của (C  2).   

■ Đặt vấn đề : Để rõ hơn về trục đẳng phương của hai đường tròn, bạn đọc 
có thể xem trong phần chủ đề 2(viết phương trình đường thẳng) và chủ 
đề 3(viết phương trình đường tròn). Đây là nội dung không nằm trong 
chương trình Phổ thông hiện hành, nhưng một số ứng dụng của chúng lại 
giúp chúng ta giải quyết các bài toán về đường tròn một cách nhanh gọn. 
Cụ thể như thế nào mời bạn đọc theo dõi. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
 ♥ Định nghĩa phương tích: Cho đường 2 2( ) : 2 2 0C x y ax by c     . 

Khi đó /( ) .M CP MA MB  không phụ thuộc vào phương của cát tuyến 
MAB của đường tròn mà chỉ phụ thuộc vào vị trí điểm M.  

 Cụ thể nếu M(x  
o; y  

o) thì 2 2
/( ) 0 0 0 02 2 0M CP x y ax by c       . 

 ♥ Định nghĩa trục đẳng phương: Cho 2 đường tròn 1 2( ), (C )C , khi đó: 

Tập  1 2/(C ) /(C )| M Md M P P  là một đường thẳng và đó gọi là trục đẳng 

phương của hai đường tròn. 

 Giả sử 
2 2

1 1 1 1
2 2

2 2 2 2

( ) : 2 2 0
( ) : 2 2 0

C x y a x b y c
C x y a x b y c

     


    
  

 Thì phương trình trục đẳng phương là:  
  1 2 1 2 1 22( ) 2(b ) c 0a a x b x c       
  ♥ Chú ý:  
  + Khi 2 đường tròn cắt nhau tại 2 điểm A, B thì AB chính là trục đẳng 

phương của (C  
1) và (C  

2) 
 + Khi 2 đường tròn tiếp xúc nhau tại điểm A thì trục đẳng phương của 2 

đường tròn chính là tiếp tuyến chung của 2 đường tròn tại điểm A. 
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 Trở lại bài toán, như vậy dựa vào định nghĩa và tính chất của trục đẳng 
phương ta dễ dàng tìm được phương trình trục đẳng phương.  

► Hướng dẫn giải :  
*  Đường tròn (C  

1) có tâm O(0; 0), bán kính R  
1 = 3. Đường tròn (C  

2) có tâm 
I(1; 1), bán kính R  

2 = 5.              
*  Phương trình trục đẳng phương của 2 đường tròn (C  

1) và (C  
2) là: 

2 2 2 2( 9) ( 2 2 23) 0 : 7 0x y x y x y d x y              

*  Gọi K là điểm thuộc d  K(k; – 7 – k)      

* Xét 
2 2 2

2 2 2

( 7)
( 1) ( 8)

OK k k
IK k k
   


   
 

 2 2 2 2 2 2[( 1) ( 8) ] [ ( 7) ] 16 0IK OK k k k k             
 Suy ra IK > OK (đpcm) 
  Vậy phương trình đường thẳng d cần tìm là : 7 0d x y    

 
CÂU 26 (DỰ BỊ 4 – ĐH D2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho x2  + 

y2  – 4x – 6y – 12 = 0 là phương trình của đường tròn (C). Tìm tọa độ 
điểm M thuộc đường thẳng d: 2x – y + 3 = 0 sao cho MI = 2R, trong đó 
I là tâm và R là bán kính của đường tròn (C).        

☺ Nhận xét và ý tưởng:  
_  Để tìm điểm M thỏa yêu cầu bài toán trên  M  d (tham số hoa điểm 

M 1 ẩn  cần 1 phương trình. 
_  Phương trình đó là MI = 2R (như vậy đường tròn giúp ta khai thác tâm và 

bán kinh)      
► Hướng dẫn giải :  
*  Đường tròn (C) có tâm I(2; 3), bán kính R = 5 
*  M  d: 2x – y + 3 = 0  M(m; 2m + 3) và ( 2;2 )IM m m       
*  Theo yêu cầu bài toán ta có  

 2 2
4

2 10 100 5 4 36 0 24
5

m
MI R IM m m

m

 
        
 


  

  Vậy điểm M thỏa yêu cầu bài toán là 24 63( 4; 5) hay ;
5 5

M M  
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CÂU 27 (DỰ BỊ 5 – ĐH D2005). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 2 
điểm A(0;5), B(2; 3). Viết phương     trình đường tròn đi qua hai điểm 
A, B và có bán kính bằng 10   

■ Đặt vấn đề : Bài toán “ viết phương trình đường tròn ” từ lâu đã không 
còn lạ lẫm với các bạn học sinh. Có hai khuynh hướng chung có thể dễ 
thấy nhất khi lập phương trình đường tròn, hoặc là tìm kiếm 3 điểm thuộc 
đường tròn, hoặc là xác định tâm và bán kính. Bài toán thậm chí có thể 
cho sẵn tâm hoặc cho sẵn bán kính và dĩ nhiên ta phải xác định yếu tố 
còn lại để viết phương trình. Vậy với câu 27 này, ta xử lý như thế nào ? 
Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

☺Nhận xét và ý tưởng :  
_  Hướng thứ 1: ta đã xác định được bán kính  tìm tâm I(a; b)  2 ẩn  

cần 2 phương trình  ta có thể gọi dạng tổng quát để giải. 
_  Hướng thứ 2: ta cũng có thể gọi dạng khai triển (chứa 3 ẩn a,b,c)  cần 

3 phương trình  gồm có A        (C), B  (C) và R = 10. 
► Hướng dẫn giải cách 1:  
* Gọi dạng tổng quát của phương trình cần tìm là:  
  2 2 2( ) ( ) 10x a y b R       
*  Ta có  

 
2 2 2 2

2 2 2 2

( ) (5 ) 10 25 10 10 (1)
( ) (2 ) (3 ) 10 4 4 9 6 10 (2)

A C a b a b b
B C a b a a b b
        

   
            

  

*  Trừ vế theo vế hai phương trình (1) và (2) ta được: a – b + 3 = 0  
  b = a + 3 (3)   
*  Thay (3) vào (1) ta được: 2 225 10( 3) ( 3) 10a a a        

 Suy ra 2 1 2
2 4 6 0

3 6
a b

a a
a b
   

    
  

 

  Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là  

  
2 2

2 2

( 1) ( 2) 10
( 3) ( 6) 10
x y
x y

    


   
  

 Còn đây là hình ảnh 2 đường tròn thỏa yêu cầu bài toán trên hệ trục Oxy. 
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► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Gọi dạng phương trình khai triển của đường tròn có dạng: 

2 2( ) : 2 2 0C x y ax by c      , trong đó I(a; b) và 2 2R a b c    

*  Theo đề bài ta có: 
2 2

( ) 10 25 (1)
( ) 4 6 13 (2)

10 (3)10

A C b c
B C a b c

a b cR

     
 

       
     

  

*  Từ (1) và (2)  
3

10 25
a b

c b
 


 

 thay vào (3) ta được :  

  2 2( 3) 25 10 10b b b       

 Suy ra 2 2
2 16 24 0

6
b

b b
b


    


     

*  Với b = 2  
1
5

a
c
 


 

. 

 Vậy 2 2
1( ) : 2 4 5 0C x y x y       

*  Với b = 6  
3

35
a
c





. 

 Vậy 2 2
2( ) : 6 12 35 0C x y x y       

  Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là  

  
2 2

1
2 2

2

( ) : 2 4 5 0
( ) : 6 12 35 0

C x y x y
C x y x y
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■  Lời bình: Có thể thấy việc bạn xuất phát ở cách 1 hay 2 thì mấu chốt 
chính là cách chúng ta giải hệ phương trình 2 ẩn hay 3 ẩn. Đây là kỹ năng 
giải các bài toán đại số mà học sinh phải nắm vững. Cũng phải lưu ý với 
bạn đọc về “hệ phương trình” hình thành trong quá trình giải các bài toán 
hình học không hề quá khó, bạn sử dụng các kỹ năng thường thấy khi 
giải hệ đó chính là “ cộng, trừ, rút, thế ” các vế của từng phương trình 
trong hệ để quy về 1 ẩn 1 phương trình. 

 
CÂU 28 (CHÍNH THỨC – ĐH A2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho các đường thẳng lần lượt có phương trình d  1: x + y + 3 = 0,           
d  2: x – y – 4  = 0 và d  3: x – 2y = 0. Tìm tọa độ điểm M nằm trên đương             
thẳng d  3 sao cho khoảng cách từ M đến đường thẳng d  1 bằng hai lần 
khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng d  2.                       

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Bài toán này chỉ dựa trên 2 vấn đề “ tham số hóa 1 điểm” và “khoảng 

cách”. Đây là một trong những câu hỏi dễ trong đề thi tuyển sinh đại học 
– cao đẳng chính thức dễ nhất mà chúng ta từng thấy.  

_  Tham số hóa điểm M theo đường d  
3 và xét d[M;d  

1] = 2d[M;d  
2]  

  tìm tọa độ điểm M.            
► Hướng dẫn giải :  
*  Ta có M  d  

3: x – 2y = 0  M(2m; m)        
*  Theo yêu cầu bài toán ta có: 1 2[ ; ] 2 [M;d ]d M d d   

 Suy ra | 2 3 | | 2 4 |2
1 1 1 1

m m m m   


 
 

 | 3 3 | | 2 8 |m m     

 
3 3 2 8 11
3 3 8 2 1
m m m
m m m
     

  
    

  

  Vậy điểm M thỏa yêu cầu bài toán là  
  1 2( 22; 11) hay (2;1)M M    
■ Lời bình: Chúng ta có thể kiểm tra lại kết quả bằng cách đưa cách điểm 

lên hệ trục Oxy. 
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CÂU 29 (CHÍNH THỨC – ĐH B2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho (C): 2 2 2 6 6 0x y x y      và điểm M(–3; 1). Gọi T  1 và T  2 là các 
tiếp điểm của các tiếp tuyến kẻ từ M đến (C). Viết phương trình             
đường thẳng T  1T  2.                    

■  Đặt vấn đề : đối với các bài toán liên quan đến đường tròn thì ngoài tiếp 
tuyến là một chủ đề khá quen thuộc thì dây cung cũng là một dạng hay 
bắt gặp trong các đề thi. Vậy khi đó ta sẽ tiếp cận viết phương trình 
đường thẳng chứa dây cung như thế nào ? Mời bạn đọc cùng theo dõi. 

☺ Nhận xét  và ý tưởng:  
_  Trước tiên, chúng ta sẽ xét vị trí tương đối giữa điểm M và đường tròn 

(C) bằng cách xác định độ dài đoạn MI với R.  
_  Ở đây thực chất T  

1T  
2 chính là dây cung tạo bởi 2 tiếp điểm của 2 tiếp 

tuyến kẻ từ M và chúng ta có một số hướng tiếp cận như sau: 
  + Hướng thứ 1: Suy nghĩ rất giản đơn là ta tìm tọa độ của điểm T  

1 và T  
2 

 Xét T  
1 và T  

2 trong sự tương giao của đường tròn (C) và một đường 
tròn ẩn mình (C’) có tâm M và bán kính MT  

1. 
  + Hướng thứ 2: Tương tự hướng thứ 1 ta cũng phát hiện T  

1T  
2 chính là 

dây cung chung của 2 đường tròn (C) và (C’) ((C’) có tâm M và bán kính 
MI)  T  

1T  
2 chính là Trục đẳng phương của 2 đường tròn. 

 + Hướng thứ 3: Theo tính chất qua một điểm nằm ngoài đường tròn kẻ 
được 2 tiếp tuyến đến đường tròn thì ta phát hiện T  

1T  
2 vuông góc với MI 

 nếu Gọi H = MI  T  
1T  

2 thì ta sẽ viết được phương trình đường T  
1T  

2 
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 tìm tọa độ H ?  tính độ dài IH (do nhận xét MIT  
1  T  

1 có IT  
1 là 

đường cao)  đọ tỉ số độ dài với IM và ta sẽ được IH kIM  
, ( 0)IH k IM k   . 

 + Hướng thứ 4: Dựa trên đáp án lời giải của Bộ GD&ĐT  Gọi 
( ; )o oT x y  là tiếp điểm  ta có T  (C) và MI  TI  giải tiếp bạn sẽ 

thấy chúng giống hướng thứ 2 (dùng trục đẳng phương). 
 + Hướng thứ 5: Dựa vào phương pháp phân đôi của tiếp tuyến đối với 

đường tròn (C)  để tìm ra quỹ tích biểu diễn tọa độ điểm T  
1 và T  

2  
  phương trình T  

1T  
2. 

 
► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; 3) và bán kính R = 2.  
 Ta có 1(4;2) 2 5 4MI MI MT       

*  1 2,T T  chính là giao điểm giữa đường tròn (C) và (C’) có tâm M(–3;1) và 
bán kính 1 4MT    

  Suy ra tọa độ T  
1, T  

2 thỏa hệ 
2 2

2 2

2 6 6 0
( 3) ( 1) 16

x y x y
x y

     


   
 (Việc giải hệ này 

xin dành cho bạn đọc). 

  Suy ra 
1 1
3 21

5 5

x y

x y

  



   


   .  

402  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 456 

 Do vai trò của T  
1, T  

2 là như nhau nên đặt 1 2
3 21(1;1), ;

5 5
T T  

 
 

                

*  Đường thẳng T  
1T  

2 qua 1(1;1)T và nhân (4;2)MI  làm véctơ pháp tuyến 

có dạng là: 1 22(x 1) 1(y 1) 0 : 2 x y 3 0TT         

  Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là  1 2 : 2 x y 3 0TT     

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; 3) và bán kính R = 2.  
 Ta có 1(4;2) 2 5 4MI MI MT       
*  Phương trình đường tròn (C’) tâm M(–3; 1) và bán kính MT  

1 = 4 là: 
2 2(x 3) ( 1) 16y          

*  Nhận xét T  
1T  

2 chính là giao điểm chung của 2 đường tròn  T  
1T  

2 chính 
là trục đẳng phương của hai đường tròn nên có phương trình:  

  2 2 2 2
1 2 : ( 2 6 6) [( 3) ( 1) 16] 2 3TT x y x y x y x y                              

  Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là  1 2 : 2 x y 3 0TT     

► Hướng dẫn giải cách 3:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; 3) và bán kính R = 2. Ta có  
  (4;2) 2 5MI MI     
*  Gọi H = T  

1T  
2  MI, ta có MIT  

1  T  
1, đường cao HT  

1 có  

  
2

2 . ITIT IH IM IH
IM

                

 
2

2

41
4 1 1 1 135 ;

220 5 5 5 53
5

H

H

x
IH IT IH IM H
IM IM y


   

         
    



          

* Đường thẳng T  
1T  

2 qua 1 13;
5 5

H  
 
 

và nhân (4;2)MI  làm véctơ pháp 

tuyến có dạng là: 1 2
1 132 1 0 : 2 x y 3 0
5 5

x y TT   
          

   
 

  Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là  1 2 : 2 x y 3 0TT     

► Hướng dẫn giải cách 4:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; 3) và bán kính R = 2.  
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 Ta có (4;2) 2 5MI MI R    nên M nằm ngoài đường tròn (C).   
*  Gọi ( ; )o oT x y  là tiếp điểm của tiếp tuyến kẻ từ M đến C thỏa:  

  
( )

. 0

T C

IT MT





  

*  Với ( 3; 1), ( 1; 3)o o o oMT x y IT x y      .  

 Do đó ta có: 
2 2 2 6 6 0

( 3)( 1) ( 1)( 3) 0
o o o o

o o o o

x y x y
x x y y

     


     
  

     Suy ra 
2 2

2 2

2 6 6 0
2 3 0 (*)

2 4 0
o o o o

o o
o o o o

x y x y
x y

x y x y
     

   
   

 

  Vậy tọa độ các tiếp điểm T  
1 và T  

2 của các tiếp tuyến kẻ từ M  đến (C) 
đều thỏa mãn đẳng thức (*).  

 Do đó phương trình đường thẳng 1 2 : 2 x y 3 0TT             

  Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là  1 2 : 2 x y 3 0TT     

► Hướng dẫn giải cách 5:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; 3) và bán kính R = 2.  
 Ta có (4;2) 2 5MI MI R    nên M nằm ngoài đường tròn (C).   
*  Gọi ( ; )o oT x y  là tiếp điểm của tiếp tuyến  đến (C) thì phương trình  có dạng: 

: ( ) 3( ) 6 0o o o ox x y y x x y y         

*  M(–3; 1)    2 3 0 (*)o ox y        

*  Vì 1 1 1 2 2 2( ; y ), ( ; y )T x T x là tiếp điểm  1 1

2 2

2 3 0
2 3 0

x y
x y
  


  

              

  Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là  1 2 : 2 x y 3 0TT     

■  Lời bình: Cả 5 cách giải đều có cái hay riêng của nó. Tuy nhiên cho đến 
thời điểm hiện tại cách giải 1 và 3 là được sử dụng nhiều nhất. Đối với 
trục đẳng phương, tác giả đã giới thiệu ở những bài trước bạn đọc có thể 
theo dõi để hiểu rõ hơn. Riêng với phương pháp phân đôi (thuộc chương 
trình sách giáo khoa cũ) thì đây là một phương pháp cũng khá hay khi sử 
dụng viết phương trình tiếp tuyến của một đường tròn mà bạn đã biết tiếp 
điểm. Bạn đọc có thể tìm hiểu thêm ở phần bài tập của chủ đề 3, chương 
2 để hiểu rõ hơn. 
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CÂU 30 (CHÍNH THỨC – ĐH B2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 
cho (C): 2 2 2 2 1 0x y x y      và đường thẳng d: x – y + 3 = 0. Tìm 
tọa độ điểm M nằm trên d sao cho đường tròn tâm M, có bán kính gấp 
đôi bán kính đường tròn (C), tiếp xúc ngoài với đường tròn (C).       

☺Nhận xét và ý tường:  
_  Để xác định tọa độ M  tham số hóa M theo đường d  1 ẩn nên cần 

một phương trình      
_  Bài toán đã đề cập đến một trong những vấn đề liên quan đến bài toán 

tiếp xúc của đường tròn. Đó chính là bài toán “đường tròn tiếp xúc ngoài 
với một đường tròn”  vậy điều kiện tiếp xúc là gì ?  Tổng độ dài   
hai bán kính bằng khoảng cách giữa hai tâm  phương trình cần tìm.   

► Hướng dẫn giải cách 1:  

 
*  Đường tròn (C) có bán tâm I(1; 1) và bán kính R = 1. 
*  Do M  d: x – y + 3 = 0  M(m; m + 3)    
*  Theo yêu cầu bài toán ta có MI = R + 2R  

  2 2 1
( 1) ( 2) 9

2
m

m m
m


     

 
    

  Vậy điểm M thỏa yêu cầu bài toán là 1 2(1;4) hay ( 2;1)M M    
■  Lời bình: Qua bài toán này, ta rút ra một số lưu ý  
 Một là, điều kiện tiếp xúc giữa 2 đường tròn gồm có tiếp xúc ngoài và 

tiếp xúc trong. Đối với tiếp xúc   ngoài thì như đã chỉ ra  “tổng hai bán 
kính = khoảng cách 2 tâm”, đối với tiếp xúc trong thì “hiệu hai bán kính 
= khoảng cách 2 tâm”. 
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 Hai là, giả sử bài toán này cho một điểm M thuộc đường tròn (C’) khác 
thì bạn đọc sẽ xử lý như thế nào ?  chúng ta có thể tham số hóa theo 
lượng giác. Ví dụ M  (C’): 2 2 4x y    M(2cost; 2sint).          

 
CÂU 31 (DỰ BỊ 1 – ĐH A2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho elip 

(E): 
2 2

1
12 2
x y

  . Viết phương trình hypebol (H) có hai đường tiệm cận 

là y =  2x và có hai tiêu điểm là hai tiêu điểm của elip (E).   
■ Đặt vấn đề : dạng bài viết phương trình chính tắc của các đường conic 

(elip, hypebol, parabol) từ lâu đã không còn quá xa lạ với các bạn học 
sinh. Với các dạng bài này thường đề bài đề cập đến các thuộc tính của 
các đường conic như tiêu điểm, tâm sai, các đường chuẩn, v,v… Tuy vậy 
về bản chất để xác định được phương trình chính tắc của các đường conic 
mà cụ thể là đường hypebol ở bài trên thì ta phải xác định được 2 biến số 

a và b trong phương trình 
2 2

2 2 1x y
a b

  , tất là ta đang cần tìm 2 phương 

trình chứa 2 ẩn a, b để giải. Mời bạn đọc xem lời giải. 
☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Từ phương trình (E) đề bài cho  ta khai thác 2 tiêu điểm (E) chính là 2 

tiêu điểm của (H)  phương trình (1) 
_  Do đề bài đã cho sẵn đường tiệm cận y =  2x  ta thiết lập tìm được 

phương trình thứ (2). 
_  Giải hệ gồm 2 phương trình (1), (2)  phương trình (H) cần tìm 
_  Lưu ý: bạn cần nắm vững các kiến thức liên quan đến các đường conic 

trước khi vào giải bài tập này (để hiểu rõ hơn hãy xem lại kiến thức 
chương (1)).       

► Hướng dẫn giải  

*  (E): 
2 2

1
12 2
x y

    (E) có hai tiêu điểm là 1 2( 10;0), ( 10;0)F F       

*  Gọi phương trình chính tắc của (H) có dạng: 
2 2

2 2 1x y
a b

   với 2 2 2a b c    

*  Do (H) và (E) có cùng tiêu điềm nên 2 2 10 (1)a b   

*  (H) có hai đường tiệm cận 2 2 2 (2)b by x x b a
a a
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*  Thay (2) vào (1) ta được: 2 2 2 25 10 2 8a a a b         

  Vậy phương trình (H) thỏa yêu cầu bài toán là
2 2

( ) : 1
2 8
x yH    

 
CÂU 32 (DỰ BỊ 2 – ĐH A2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam 

giác ABC có đỉnh A thuộc đường thẳng d: x – 4y – 2 = 0, cạnh BC 
song song với d, phương trình đường cao BH: x + y + 3 = 0 và trung 
điểm của cạnh AC là M(1; 1). Tìm tọa độ các đỉnh A, B, C. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Để tìm tọa độ của một điểm ngoài 

việc “tham số hóa” điểm đó, ta còn có 
thể xét chúng trong sự tương giao của 
các đường. Đề bài đã gợi ý cho ta 3 
yếu tố gồm có : đường cao BH, trung 
điểm M, đường thẳng d //   BC. Trong 
các yếu tố đó yếu tố nào có thể kết 
hợp lại để tạo ra yếu tố mới ?  câu 
trả lời chính là đường cao BH và 
trung điểm M của AC  

  Vì AC  BH, AC qua M  viết được phương trình AC. 
_  Đến đây thì tọa độ điểm A tìm được vì A = AC  d  cùng với tọa độ 

điểm C (Do M là trung điểm) 
_  Lúc này đây đã có thêm 2 yếu tố mới chính là điểm A và C, trong 2 yếu 

tố đó thì nếu kết hợp tọa độ điểm C và đường thẳng d // BC  viết được 
phương trình BC  BC  BH = B. Mời bạn đọc xem lời giải.            

► Hướng dẫn giải :  
*  Ta có AC  BH: x + y + 3 = 0  
  AC: x – y + m = 0, AC qua M(1; 1)  m = 0 
 Vậy AC: x – y = 0. 
*  Ta có A = AC  d  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

 

2
4 2 0 2 23 ;

0 2 3 3
3

xx y
A

x y y
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*  Lại có M là trung điểm AC  8 8;
3 3

C  
 
 

   

*  Mặt khác, BC // d: x – 4y – 2 = 0  BC: x – 4y + n = 0 (n ≠ –2), BC qua 
8 8;
3 3

C  
 
 

  n = –8 

 Vậy BC: x – 4y – 8 = 0 
*  Ta có B = BH  BC  Tọa độ B là nghiệm của hệ  

   
4 8 0 4

4;1
3 0 1

x y x
B

x y y
     

   
    

  

  Vậy tọa độ các điểm cần tìm là 2 2 8 8; , ( 4;1), ;
3 3 3 3

A B C    
   

   
 

■  Lời bình: Qua bài toán này, ta thấy được các yếu tố trong một bài toán 
thường có một mối liên kết chặt chẽ với nhau và nhiệm vụ của ta là xâu 
chuỗi chúng lại. Các yếu tố mới tìm được từ yếu tố cũ bao giờ cũng là 
những “gợi ý quan trọng” giúp ta tìm kiếm ra kết quả.  

 
CÂU 33 (DỰ BỊ 3 – ĐH B2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam 

giác ABC cân tại B với tọa độ các đỉnh A(1; –1), B(3; 5). Điểm B nằm 
trên đường thẳng d: 2x – y = 0. Viết phương trình các đường thẳng 
AB, BC. 

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Do tính chất ABC cân tại B, gọi 

H là trung điểm AB  BH chính 
là trung trực của AC  viết 
phương trình BH  BH  d = B 
 tọa độ điểm B. 

_  Có tọa độ B kết hợp với A  viết 
phương trình AB (tương tự với 
điểm C  viết phương trình BC) 

► Hướng dẫn giải :  
*  Gọi H là trung điểm AC  H(2; 2). Do ABC cân tại B  BH là đường 

trung trực của AC  
 Do đó BH qua H(2; 2) nhận (2;6)AC   làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 
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2(x 2) 6(y 2) 0 BH : x 3y 8 0         
*  Ta có BH  d = B  Tọa độ B là nghiệm của hệ  

  

8
3 8 0 8 167 ;

2 0 16 7 7
7

xx y
B

x y y


     

    
     



  

*  Phương trình đường AB qua A(1; –1) nhận 1 23;
7 7

AB  
  
 

 làm véctơ chỉ 

phương có dạng là: 1 1 : 23 24 0
1 23

x y AB x y 
       

*  Phương trình đường BC qua C(3; 5) nhận 13 19;
7 7

BC  
  
 

 làm véctơ chỉ 

phương có dạng là: 1 1 :19 13 8 0
13 19

x y BC x y 
       

  Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là:  

  
:19 13 8 0
: 23 24 0

BC x y
AB x y

  


  
  

 
CÂU 34 (DỰ BỊ 4 – ĐH B2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam 

giác ABC có đỉnh A(2; 1), đường cao qua đỉnh B có phương trình        
x – 3y – 7 = 0 và đường trung tuyến qua đỉnh C: x  + y + 1 = 0. Xác 
định tọa độ các đỉnh B và C của tam giác. 

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Ta có thể tọa độ điểm B và C một 

cách độc lập như sau:  
  + Tham số hóa B theo đường BH và 

gọi M là trung điểm AB  tham số 
hóa M theo B  M  MC  giải 
phương trình tìm được tọa độ B. 

  + viết pt đường AC  BH và AC qua A  
  AC  MC = C  tọa độ điểm C. 
► Hướng dẫn giải :  
*  Ta có B  BH: x – 3y – 7 = 0  B(3b + 7; b).  
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 Gọi M là trung điểm AB  3 9 1;
2 2

b bM   
 
 

   

*  Mặt khác M  CM  

  3 9 1 1 0 3 9 1 2 0 3 ( 2; 3)
2 2

b b b b b B 
                    

*  Ta có AC  BH: x – 3y –7 = 0  AC: 3x + y + m = 0, AC qua A(2; 1) 
 m = –7 . 

 Vậy AC: 3x + y – 7 = 0.    
*  Lại có C = AC  MC  Tọa độ C là nghiệm của hệ  

  
3 7 0 4

(4; 5)
1 0 5

x y x
C

x y y
    

   
     

     

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là ( 2; 3), (4; 5)B C    

 
CÂU 35 (DỰ BỊ 5 – ĐH D2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

đường thẳng d: 1 2 0x y     và tọa độ A(–1; 1). Viết phương trình 
đường tròn (C) đi qua A, O và tiếp xúc với d. 

☺ Nhận xét và ý tưởng: 
_  Để viết phương trình đường tròn ta có hai hướng chính khai thác:  
 + Hướng thứ 1, đó là dựa trên phương trình khai triển của đường tròn (do 

hiện tại phương trình   chưa xác định được tâm và bán kính)  thiết lập 3 
phương trình 3 ẩn a, b,c để giải.   

  + Hướng thứ 2, đó là dựa trên phương trình tổng quát của đường tròn  
  thiết lập 3 phương trình 3 ẩn a, b, R để giải.    
► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Gọi phương trình khai triển của đường tròn (C) là: 2 2 2 2 0x y ax by c     , 

trong đó tâm I(a; b) và bán kính 2 2 2 0R a b c       
*  Theo đề bài ta có:  

 
(0;0) ( ) 0 0 0
( 1;1) ( ) 2 2 2 0 1 1
( ) tx d [ ; ] 1| 1 2 |

2

O C c c c
A C a b c a b a b

C d I d R Ra b R
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*  Mặt khác  

 2 2 2 2 2 2 0 1
1 ( 1) 0

1 0
b a

R a b c b b b b
b a
   

           
  

 

  Vậy có hai đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là 
2 2

1
2 2

2

( ) : 2 0
( ) : 2 0
C x y y
C x y x

   


  
  

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Gọi phương trình tổng quát của đường tròn (C) là: 2 2 2( ) ( )x a y b R    , 

trong đó tâm I(a; b) và bán kính R.   
*  Theo đề bài ta có:  

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

(0;0) ( ) (1)
( 1;1) ( ) (1 ) ( 1 ) 1 (2)
( ) tx d 1 (3)| 1 2 |

2

O C a b R a b R
A C a b R a b

C Ra b R


        

            
       



  

*  Thay (2) và (3) vào (1) ta được: 2 2( 1) 1b b    

 
0 1
1 0

b a
b a
   

 
  

  

  Vậy có hai đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là 
2 2

1
2 2

2

( ) : ( 1) 1
( ) : ( 1) 1

C x y
C x y

   


   
  

■  Lời bình: Cả hai cách giải đều đòi hỏi ở người làm những kỹ năng cơ 
bản trong việc giải hệ phương trình. Vấn đề giải hệ phương trình từ lâu 
không còn xa lạ với các bạn học sinh tuy nhiên nếu không rèn luyện tốt 
các bạn sẽ gặp một số trục trặc trong quá trình giải chúng. Các kỹ năng 
yêu cầu thường thấy khi giải hệ phương trình đó chính là các kỹ năng: 
“rút, thế, cộng, trừ vế các phương trình” trong hệ phương trình nhằm mục 
đích quy tất cả về 1 ẩn 1 phương trình để giải. 

 
CÂU 36 (DỰ BỊ 6 – ĐH D2006). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, lập phương 

trình chính tắc của elip (E) có độ dài trục lớn bằng 4 2 , các đỉnh trên 
trục nhỏ và các tiêu điểm của (E) cùng nằm trên một đường tròn.  

☺Nhận xét và ý tưởng:  
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_  Để thiết lập phương trình chính tắc của 
2 2

2 2( ) : 1x yE
a b

    cần tìm 2 ẩn 

a, b  cần thiết lập 2 phương trình 2 ẩn. 
   + Ta có (E) có độ dài trục lớn  phương trình (1). 
   + Ta có 2 tiêu điểm và 2 đỉnh trên trục nhỏ thuộc một đường tròn  

phương trình (2). 
_  Giải hệ gồm phương trình (1) và (2)  tìm được a, b  phương trình (E).        
► Hướng dẫn giải :  

*  Gọi phương trình chính tắc của 
2 2

2 2( ) : 1x yE
a b

   với 2 2 2a b c    

*  Theo giả thiết của bài toán thì độ dài trục lớn của (E) bằng 4 2  
  22 4 2 2 2 8a a a         
*  Ta có tứ giác 1 1 2 2B F B F  là hình thoi, theo giả thiết 4 đỉnh nằm trên đường 

tròn nên hình thoi trở thành hình vuông  
  b = c mà 2 2 2 2 28 2 4a b c b b         

  Vậy phương trình (E) thỏa yêu cầu bài toán là 
2 2

( ) : 1
8 4
x yE    

 
CÂU 37 (CHÍNH THỨC – ĐH A2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho tam giác ABC có tọa độ các đỉnh A(0; 2), B(–2; –2) và C(4; –2). 
Gọi H là chân đường cao kẻ từ B và M, N lần lượt là trung điểm của 
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các cạnh AB và BC. Viết phương trình đường tròn đi qua các điểm H, 
M, N. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Đây rõ rang là bài toán đường 

tròn đi qua ba đểm H, M, N và 
đang bị khuyết tâm và bán kính. 
Vì vậy ta sẽ gọi dạng khai triển 
của đường tròn để làm.  

_  Trong ba tọa độ trên thì tọa độ 
của điểm M và N tìm được 
một cách rất dễ dàng thông 
qua công thức trung điểm. Để 
tìm tọa độ điểm H ta có hai 
hướng đi cho bài toán: 

   + Hướng thứ 1: Gọi H(x  
H; y  

H)  2 ẩn nên cần 2 phương trình  
  phương trình (1) là BH  AC,   phương trình (2) là H  AC (điều này 

dẫn đến ta phải lập phương trình đường AC) 
   + Hướng thứ 2: Xét H = BH  AC (lập phương trình hai đường 

thẳng)  tọa độ H. 
   + Hướng thứ 3: Gọi K = MN  BH ( K chính trung điểm BH) viết 

phương trình hai đường thẳng MN và BH  tọa độ K  tọa độ H. 
 Các hướng đi là tương tự nhau nhưng trong quá trình phân tích chúng ta 

sẽ chọn cách ngắn nhất để làm.                 
► Hướng dẫn giải :  
*  Do M, N lần lượt là trung điểm AB, BC  
  M(–1; 0) và N(1; –2) 

*  AC qua A(0;2) nhận (4; 4)AC    làm véctơ chỉ phương có dạng là :  
0 2 : 2 0

1 1
x y AC x y 

    


  

*  Ta có H  AC  H(h; 2 – h) và ( 2;4 )BH h h        

*  Mặt khác BH  AC  

  . 0 4( 2) 4(4 ) 0 1 (1;1)BH AC h h h H              
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* Gọi dạng phương trình khai triển của đường tròn là 2 2( ) : 2 2 0C x y ax by c      

với tâm I(a; b) và bán kính 2 2 2 0R a b c    .  

*  Ta có: 

1
2( 1;0) ( ) 1 2 0
1(1; 2) ( ) 5 2 4 0

2
(1;1) ( ) 2 2 2 0 2

a
M C a c
N C a b c b
H C a b c c




      
  

          
         




 

  Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là  

  2 2( ) : 2 0C x y x y      

 
CÂU 38 (CHÍNH THỨC – ĐH B2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho điểm A(2; 2) và các đường thẳng d  1: x + y – 2 = 0 và d  2: x + y – 8 = 0. 
Tìm tọa độ các điểm B và C lần lượt thuộc d  1 và d  2 sao cho tam giác 
ABC vuông cân tại A.              

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Với gợi ý B  d  

1 và C  d  
2  

  chắc chắn ta sẽ tham số hóa 
điểm B và C  như vậy ta cần 
2 ẩn  lập 2 phương trình 2 ẩn.  

_  Trong đề bài còn dữ liệu nào ta 
chưa sử dụng đến  ABC 
vuông cân tại A  AB = AC và 
AB  AC. 

_  Giải hệ gồm 2 phương trình trên ta tìm được B và C. 
► Hướng dẫn giải :  
*  Ta có B  d  

1: x + y – 2 = 0  B(b; 2 – b) và C  d  
2: x + y – 8 = 0  

  C(c; 8 – c) 
*  Do ABC vuông cân tại A  

 
2 2

. 0

AB ACAB AC
AB AC AB AC

  
  

  

(*) với 
( 2; )

(c 2;6 )

AB b b

AC c

   


  

  

*  Do đó (*) 
2 2 2 2 2 2( 2) ( 2) ( 6) 2 8 18

( 2)( 2) b(c 6) 0 4 2 0
b b c c b b c c

b c bc c b
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 (để giải quyết hệ trên ta có thể xử lý bằng cách rút thế, tuy nhiên chúng 
ta có cách giải đẹp hơn) 

 
2 2 2 2 2 2( 1) ( 4) 3 ( 1) ( 4) 3 ( 1) ( 4) 3

( 1) 4 4 4 2 0 ( 1) 4( 1) 2 ( 1)(c 4) 2
b c b c b c

b c b b c b b
             

    
              

 

 Đặt 
1
4

u b
v c
 


 

 thì hệ thành  

 

2 2
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

2

3
3 3 3

1 ( )
2 4 (3 ) 4

4 ( )

u v
u v u v u v

v n
uv u v v v

v l

  
        

        
       

 

 

 Do đó uv = 2 > 0 nên hoặc u, v cùng dương hoặc u,v cùng âm nên ta có: 

  
2 2 3 1
1 1 5 3

u u b b
hay hay

v v c c
        

   
       

 

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  
  ( 1;3), (3;5) (3; 1),C(5;3)B C hay B     

■  Lời bình: Qua bài toán trên ta thấy khâu giải hệ phương trình 2 ẩn mới là 
vấn đề ta quan tâm nhất. Dĩ nhiên việc giải hệ theo phương pháp rút thế 
cũng có thể thực hiện được nhưng so với việc tìm cách đổi biến số (vận 
dụng 1 số kỹ thuật trong hệ phương trình đại số) lại giúp ta có những lời 
giải đẹp hơn. 

 
CÂU 39 (CHÍNH THỨC – ĐH D2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho (C): 2 2( 1) ( 2) 9x y    và đường thẳng d: 3x – 4y + m = 0. Tìm 
m để trên d có duy nhất một điểm P mà từ đó có thể kẻ được hai tiếp 
tuyến PA, PB tới (C) (A, B là các tiếp điểm) sao cho tam giác PAB đều.       

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Với bài toán này viêc xác định quỹ 

tích của điểm M là cực kì quan 
trọng  Ở đây tập hợp những 
điểm P cách đều I một khoảng cho 
trước sẽ lập nên 1 “đường tròn ẩn 
mình (C’) ” với tâm I bán kính IP. 

_  Nhờ giả thiết APB đều nên ta dễ 
dàng suy ra IP = 2IA = 2R.  
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 Với mọi điểm M thuộc đường tròn (C’) ta sẽ kẻ được 2 tiếp tuyến đến (C) và 
tạo được 2 tiếp điểm A, B để cùng với điểm M lập thành tam giác đều.  

_  Do vậy giả sử nếu đường thẳng d cắt đường tròn (C’) tại hai điểm M, N 
phân biệt thì sẽ có đến 2 điểm thỏa yêu cầu bài toán. 

_  Do yêu cầu bài toán là có “duy nhất” một điểm P nên dẫn đến d chỉ cắt 
(C’) tại 1 điểm  điều này dẫn đến việc đường thẳng d tiếp xúc với 
đường tròn (C’) tại P  dùng điều kiện tiếp xúc  giải tìm được m.   

_  Để hiểu rõ hơn bài toán này bạn đọc có thể tham khảo (bài toán 10 – chủ 
đề 2 – chương 2: vị trí tương đối giữa đường thẳng và đường tròn)    

► Hướng dẫn giải :  
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; –2) và bán kính R = 3.  

 Do APB đều  60 30BPA IPA          

*  Ta có IPA  A có sin 2 2 6
sin 30

IA IAIPA IP IA R
IP 

           

*  Vậy tập hợp những điểm P thỏa yêu cầu bài toán chính là đường tròn 
(C’) có tâm là I và bán kính IP. 

*  Theo yêu cầu bài toán  đường thẳng d tiếp xúc với đường tròn (C’) 

 Suy ra
19| 3 8 m |[ ; ] 6 |11 | 30
419 16

m
d I d IP m

m
 

       
  

     

  Vậy yêu cầu bài toán tương đương với m = 19 hay m = –41    
 
CÂU 40 (DỰ BỊ 1 – ĐH A2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường 

tròn (C): 2 2 1x y  . Một đường tròn (C’) có tâm I(2; 2) cắt (C) tại các 

điểm A, B sao cho AB = 2 . Viết phương trình đường thẳng AB.  
☺Nhận xét và ý tưởng:  
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_  Bài toán yêu cầu ta viết phương trình đường AB (thuộc chủ đề 2, chương 

2 “viết phương trình đường thẳng”) thì ta có thể tiếp cận dựa trên những 
hướng nào ? 

   + Hướng thứ 1 (tìm tọa độ của hai điểm A và B)  Từ đây chúng ta 
dễ dàng viết được phương trình đường thẳng AB đi qua 2 điểm (“nắm 
đắm kép”). Ở đây ta có một nhận xét quan trọng đường thẳng nối tâm OI 
chính là đường phân giác y = x của góc phần tư thứ nhất hệ trục và vì độ 
dài 2AB  nên A và B chính là giao điểm của (C) với Ox, Oy. 

   + Hướng thứ 2 (tìm tọa độ điểm H = AB  OI )  Với nhận xét    
AB  OI nên ta dễ dàng có được véctơ pháp tuyến. Như vậy chỉ cần xác 
định được tọa độ điểm H trong bài là đã có thể viết phương trình AB         
 Với độ dài OI, OA, AB  tính được độ dại OH  lập tỉ số OH với 
OI  để chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức véctơ (Tuy nhiên khi làm 
bài toán này, bạn phải xét đền hai trường hợp O và I nằm cùng phía và 
khác phía so với AB)         

   + Hướng thứ 3 (gọi dạng hàm số của đường thẳng AB: y = kx + m) 
 Với nhận xét tương tự như   hướng thứ 1 ta sẽ có hệ số góc của đường 
AB là k = –1  ta chuyển bài toán trong hình học phẳng sang bài   toán 
tương giao giữa các đường trong hàm số  biện luận định m thỏa 
mãn 2AB  . 

   + Hướng thứ 4 (Gọi H = AB  OI )  Bản chất AB chính là trục 
đẳng phương của 2 đường tròn   (C) và (C’) nên chúng ta chỉ cần xác 
định được bán kính R’  việc xác định bán kính R’ ta thực hiện tương tự 
như hướng thứ 2 và cũng xin lưu ý đến hai trường hợp O và I nằm cùng 
phía và khác phía so với AB.  
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► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Đường tròn (C) có tâm O(0;0) và bán kính R = 1. Đường thẳng OI nối 2 

tâm của 2 đường tròn (C) và (C’) là đường phân giác d: y = x.  
 Do đó AB  d  hệ số góc của đường thẳng AB bằng – 1.   
*  Vì độ dài AB = 2  A, B phải là giao điểm của (C) với Ox, Oy.   

     Suy ra 1 1

2 2

(0;1), (1;0)
( 1;0), (0; 1)
A B

A B



 
  

*  TH1: A  
1B  

1 chính là phương trình chắn hai trục tọa độ nên có dạng: 

1 11 : 1 0
1 1
x y A B x y       

*  TH2: A  
2B  

2 chính là phương trình chắn hai trục tọa độ nên có dạng: 

2 21 : 1 0
1 1

x y A B x y     
 

 

  Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là: 
1 0
1 0

x y
x y
  


  

  

► Hướng dẫn giải cách 2:  

 
*  Đường tròn (C) có tâm O(0;0) và bán kính R = 1 và gọi H = AB  OI   
*  TH1: O và I nằm khác phía với đường AB. 
 Khi đó ta có:  

 
2

2 2 1
4 2

ABOH OA    và 2 8OI   do đó 1 1
4 4

OH OH OI
OI
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 Suy ra 

1
1 12 ;

1 2 2
2

H

H

x
H

y


  

  
  



 . Khi đó đường thẳng AB qua 1 1;
2 2

H  
 
 

 

nhận (2;2)OI   làm véctơ pháp tuyến có dạng là :  

  1 12 2 0 1 0
2 2

x y x y   
          

   
   

*  TH2: O và I nằm cùng phía với đường AB. 
 Khi đó ta có:  

 
2

2 2 1
4 2

ABOH OA    và 2 8OI   do đó 1 1
4 4

OH OH OI
OI


     

 Suy ra 

1
1 12 ;

1 2 2
2

H

H

x
H

y


    

  
   



 .  

 Khi đó đường thẳng AB qua 1 1;
2 2

H   
 
 

 nhận (2;2)OI   làm véctơ 

pháp tuyến có dạng là : 1 12 2 0 1 0
2 2

x y x y   
          

   
   

  Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là: 
1 0
1 0

x y
x y
  


  

  

► Hướng dẫn giải cách 3:  
*  Đường tròn (C) có tâm O(0;0) và bán kính R = 1. Đường thẳng OI nối 2 

tâm của 2 đường tròn (C) và (C’) là đường phân giác d: y = x.  
 Do đó AB  d  hệ số góc của đường thẳng AB bằng – 1.   
     Suy ra phương trình AB có dạng là (AB): y x m     
*  Xét phương trình hoành độ giao điểm giữa AB và đường tròn (C) ta có: 
  2 2 2 2( ) 1 2 2 1 0 (*)x x m x mx m          có 2' 2 m     
  Để AB cắt (C) tại hai điểm phân biệt  phương trình (C) có 2 nghiệm 

phân biệt  
 Suy ra 2' 0 2 0 2 2m m          
*  Khi đó gọi x  

1, x  
2 là 2 nghiệm của phương trình (*) nên ta đặt  

  1 1 2 2( ; ), ( ; )A x x m B x x m      
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 Suy ra 2 1 1 2( ; )AB x x x x   .  
 Theo đề bài ta có  
  2 2 2 2

1 2 1 1 2 22 2 2( ) 2 2 1AB AB x x x x x x             

 Suy ra 2 4 1S P  với 2 1
2

bS m
a

c mP
a


 


  



 do đó ta có:  

  2 2 22( 1) 1 1 1m m m m             

 Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là: 
1 0
1 0

x y
x y
  


  

  

► Hướng dẫn giải cách 4:  
*  Đường tròn (C) có tâm O(0;0) và bán kính R = 1 và gọi H = AB  OI   
*  TH1: O và I nằm khác phía với đường AB. 

 Khi đó ta có: 
2

2 2
4 2

ABOH OA    và 2 2OI   do đó 3 2
2

HI OI OH     

  Suy ra 
2

2 5
4

ABAI IH     (C’): 2 2( 2) ( 2) 5x y     

  Nhận xét A, B chính là giao điểm chung của 2 đường tròn (C) và (C’)  
  AB chính là trục đẳng phương của (C) và (C’) nên AB:  
  2 2 2 2( 2) ( 2) 5 1 1 0x y x y x y                
*  TH2: O và I nằm cùng phía với đường AB. 

 Khi đó ta có: 
2

2 2
4 2

ABOH OA    và 2 2OI   do đó 5 2
2

HI OI OH     

  Suy ra 
2

2 13
4

ABAI IH     (C’): 2 2( 2) ( 2) 13x y     

  Nhận xét A, B chính là giao điểm chung của 2 đường tròn (C) và (C’)  
  AB chính là trục đẳng phương của (C) và (C’) nên AB:  
  2 2 2 2( 2) ( 2) 13 1 1 0x y x y x y                

  Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là: 
1 0
1 0

x y
x y
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■  Lời bình: Có thể thấy cả 4 cách làm trên đều rất cần điểm tựa chính là 
« hình vẽ ». Tuy nhiên với cách 2 và 4 thì rất có thể bạn đọc sẽ làm thiếu 
trường hợp còn lại do sự « ngộ nhận hình học » , áp đặt trong suy nghĩ 
« tư duy hình thức » (« Con người chịu ảnh hưởng sâu sắc bởi tư duy 
hình thức ») chỉ có 1 trường hợp. Việc giải bằng nhiều cách giúp chúng 
ta soi sáng lại những cách cũ và đồng thời tìm một hướng đi mới cho bài 
toán bằng những công cụ rất đỗi bình thường.  

 
CÂU 41 (DỰ BỊ 2 – ĐH A2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam 

giác ABC có trọng tâm G(–2; 0), biết phương trình chứa cạnh AB, AC 
theo thứ tự 4 14 0, 2 5 2 0x y x y      . Tìm tọa độ các đỉnh A, B, C. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Dễ dàng xác định tọa độ điểm A 

do A = AC  AB. Đến đây ta 
có thể tìm B, C theo hai hướng: 

   + Hướng thứ 1: Gọi tọa độ 
B(x  

B; y  
B) và C(x  

C; y  
C)  4 ẩn 

nên cần 4 phương trình lập  
  B  AB (1), C  AC (2) và 

G là trọng tâm ABC ((3) và 
(4))  giải hệ tìm được B và C.   

   + Hướng thứ 2: Tham số hóa điểm B  AB và C  AC  2 ẩn nên 
cần 2 phương trình  G là trọng tâm ABC  giải hệ tìm được B và C. 

 Ở đây tác giả xin được trình bày theo hướng thứ 2.                   
► Hướng dẫn giải:  
*  A = AC  AB  

  Tọa độ A là nghiệm của hệ 
4 14 0 4

( 4;2)
2 5 2 0 2

x y x
A

x y y
     

   
    

     

*  B  AB: 4x + y + 14 = 0  ( ; 4 14)B b b  và C  AC : 2x + 5y – 2 = 0 
 (1 5 ;2 )C c c         

*  Do G là trọng tâm ABC  

 
3 4 1 5 6 5 3 3
3 2 ( 4 14) 2 0 4 2 12 0

A B C G

A B C G

x x x x b c b c b
y y y y b c b c c

                
     

             
 

*  Do đó tọa độ điểm ( 3; 2), (1;0)B C     
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  Vậy tọa độ của các điểm cần tìm là ( 4;2), ( 3; 2), (1;0)A B C    

■ Lời bình: Bài toán đã quá quen thuộc với chúng ta trong quá trình tìm 
hiểu về cách tìm tọa độ điểm với các yếu tố liên quan trong tam giác. 
Nếu bạn để ý một chút thì thì việc đặt ẩn cho “khéo” cũng góp phần giúp 
ta giải nhanh bài toán. Cụ thể trong bài toán này chính là việc đặt tọa độ 
điểm C. (Bạn đọc có thể tham khảo lại chủ đề 1, chương 2 để hiểu rõ hơn). 

 
CÂU 42 (DỰ BỊ 3 – ĐH B2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho (C): 

2 2 8 6 21 0x y x y      và  đường thẳng d: x + y – 1 = 0. Xác định tọa 
độ các đỉnh hình vuông ABCD ngoại tiếp (C), biết A  d.         

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Đường tròn (C) cho phép ta khai thác 

triệt để 2 yếu tố chính là tâm I(4; –3) và 
bán kính R = 2  tính cạnh AB. Đường 
thẳng d giúp cho việc tham số hóa tọa độ 
điểm A. (Đây hầu hết là những “thủ tục 
cơ bản” chúng ta phải thực hiện khi bước 
đầu giải bài toán này. 

_  Để tìm tọa độ điểm A  Ta có thể dùng 
độ dài IA = R để giải tìm tọa độ A. 

_  Sau khi tìm được tọa độ điểm A  dễ dàng suy ra tọa độ điểm C. Để tìm 
tọa độ điểm B và D ta có thề: 

   + Hướng thứ 1: viết phương trình BD (BD vuông AC và BD qua I) 
và đường tròn (C’) có tâm I bán kính IA  B và D là giao điểm giữa (C) 
và BD.     

   + Hướng thứ 2: Sử dụng phép biến hình cụ thể là “Phép Quay” để 
giải tìm nhanh tọa độ B và D. 

► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(4; –3) và bán kính R = 2  2 2IA . 
 Do hình vuông ABCD ngoại tiếp đường tròn (C) nên tâm I cũng chính là 

tâm của   hình vuông ABCD  I là trung điểm của AC và BD.      
*  Lại có A  d: x + y – 1 = 0  ( ;1 )A a a và ( 4;4 a)IA a   . 

 Do đó: 2 2 6 (6; 5)
8 2( 4) 8

2 (2; 1)
a A

IA a
a A
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*  TH1: với A(6; –5)  C(2;–1). Phương trình đường thẳng BD qua I(4;–3) 
và nhận ( 4;4)AC   làm véctơ pháp tuyến có dạng là:  

  1( 4) 1( 3) 0 7 0x y x y         . 
 Khi đó B và D là giao điểm giữa đường thẳng BD và đường tròn (C’) có 

tâm là I(4;–3) và bán kính 2 2IA   tọa độ B và D là nghiệm của hệ: 

2 2

7 0 (2; 5), (6; 1)
( 4) ( 3) 8 (6; 1), (2; 5)

x y B C
x y B C

     
 

     
 

*  TH1: với A(2; –1)  C(6; –5).  
 Phương trình đường thẳng BD qua I(4;–3) và nhận (4; 4)AC   làm 

véctơ pháp tuyến có dạng là: 1( 4) 1( 3) 0 7 0x y x y        . 
 Khi đó B và D là giao điểm giữa đường thẳng BD và đường tròn (C’) có 

tâm là I(4;–3) và bán kính 2 2IA   tọa độ B và D là nghiệm của hệ: 

  2 2

7 0 (2; 5), (6; 1)
( 4) ( 3) 8 (6; 1), (2; 5)

x y B D
x y B D

     
 

     
 

  Vậy tọa độ điểm cần tìm là 
(2; 1), (2; 5), (6; 5), (6; 1)
(6; 5), (6; 1), (2; 1), (2; 5)

A B C D
A B C D

   


   
     

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(4; –3) và bán kính R = 2  2 2IA . 
 Do hình vuông ABCD ngoại tiếp đường tròn (C) nên tâm I cũng chính là 

tâm của   hình vuông ABCD  I là trung điểm của AC và BD.      
*  Lại có A  d: x + y – 1 = 0  ( ;1 )A a a và ( 4;4 a)IA a   . 

 Do đó: 2 2 6 (6; 5)
8 2( 4) 8

2 (2; 1)
a A

IA a
a A
  

     
  

      

*  TH1: với A(6; –5)  C(2;–1)  Ta có phép quay
(I; 90 )

Q : A B
   

  B A I A I I

B A I A I I

x (x x ).cos( 90 ) (y y ).sin( 90 ) x
y (x x ).sin( 90 ) (y y ).cos( 90 ) y

 

 

       


      
  

 B

B

x 2
B(2; 5)

y 5


  
 

 

     Do I là trung điểm BD  D(6; –1). Do vai trò B và C là như nhau nên ta 
có B(2;–5) và D(6;–1)   
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*  TH2: với A(2; –1)  C(6;–5)  .Ta có phép quay
(I; 90 )

Q : A B
   

  B A I A I I

B A I A I I

x (x x ).cos( 90 ) (y y ).sin( 90 ) x
y (x x ).sin( 90 ) (y y ).cos( 90 ) y

 

 

       


      
  

 B

B

x 6
B(6; 1)

y 1


  
 

 

*  Do I là trung điểm BD  D(2; –5). Do vai trò B và C là như nhau nên ta 
có B(6;–1) và D(2;–5)   

  Vậy tọa độ điểm cần tìm là 
(2; 1), (2; 5), (6; 5), (6; 1)
(6; 5), (6; 1), (2; 1), (2; 5)

A B C D
A B C D

   


   
     

■  Lời bình: Có thể thấy việc giải bài toán theo cách 1, phát sinh ra rất 
nhiều trường hợp và trong quá trình giải cũng “khá nặng” về tính toán, 
việc ứng dụng phép biến hình cụ thể là phép quay trong bài toán này góp 
phần giúp cho lời giải gọn nhẹ hơn rất nhiều tránh những bước phải lập 
phương trình đường thẳng, đường tròn phát sinh. 

 
CÂU 43 (DỰ BỊ 4 – ĐH B2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

(C): 2 2 2 4 2 0x y x y     .Viết phương trình đường tròn (C’) có tâm 

M(5; 1) biết (C’) cắt (C) tại các điểm A, B sao cho AB = 3 . 
☺Nhận xét và ý tưởng :  

 
_  Tương tự như câu 40 (Đề Dự bị 1 – ĐH khối A năm 2007) thay vì phải 

lập phương trình trục đẳng phương giữa hai đường tròn thì ở bài toán này 
chúng ta chỉ cần xác định bán kính R của đường tròn cần tìm là xong. Ở 
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đây tác giả xin trình bày lời giải dựa trên việc chia trường hợp M và I 
cùng phía hay khác phía so với đường thẳng AB. 

► Hướng dẫn giải :  
*  Phương trình đường tròn (C) có tâm I(1; –2) và bán kính 3r   và độ 

dìa IM = 5 
*  TH1: I và M nằm khác phía với đường AB. 

 Khi đó ta có: 
2

2 3
4 2

ABIH IA    do đó 3 75
2 2

HM IM IH       

  Suy ra 
2

2 13
4

ABR MH     (C’): 2 2( 5) ( 1) 13x y     

*  TH2: O và I nằm cùng phía với đường AB. 

 Khi đó ta có: 
2

2 3
4 2

ABIH IA    do đó 3 135
2 2

HM IM IH       

  Suy ra 
2

2 43
4

ABR MH     (C’): 2 2( 5) ( 1) 43x y     

  Vậy phương trình đường tròn thỏa yêu cầu bài toán là:  

  
2 2

2 2

( ') : ( 5) ( 1) 13
( ') : ( 5) ( 1) 43
C x y
C x y

    


   
  

 
CÂU 44 (DỰ BỊ 5 – ĐH D2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm 

A(2; 1), lấy điểm B thuộc trục Oy có hoành độ x  0 và điểm C thuộc 
trục Oy có tung độ y  0 sao cho ABC vuông tại A. Tìm tọa độ B, C 
sao cho diện tích ABC lớn nhất.      

■  Đặt vấn đề : Một lần nữa trong suốt chặng đường ra đề của Bộ GD&ĐT, 
chủ đề “Max–Min cực trị hình học lại xuất hiện”. Trong bài toán có liên 
quan đến chủ đề trên thì ta nên tiếp cận theo những hướng nào. Mời bạn 
đọc cùng theo dõi.  

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Ta xuất phát từ yêu cầu : S  

ABC đạt 
giá trị lớn nhất  câu hỏi đặt ra: 
chúng ta có tìm được biểu thức chứa 
biến biểu diễn diện tích ABC ?  
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  câu trả lời là: Diện tích tính 
thông qua độ dài của AB và AC 
mà AB và AC thì phụ thuộc theo 
hai biến là x  

B và y  
C cùng với giả 

thiết AB  AC. 
_  Tổng hợp dữ kiện lại ta lựa chọn 

“phương pháp hàm số để tìm giá 
trị lớn nhất – nhỏ nhất” cụ thể như 
sau: 

   + Tham số hóa điểm B  Ox, C  Oy  xuất hiện biến b và c 
   + Do AB  AC  tạo được phương trình liên hệ biến b và c  tính 

độ dài AB và AC theo 1 biến (hoặc b hoặc c). 
   + Diện tích tam giác cũng biểu thị theo biến đó (hoặc b hoặc c)  

Dùng “phương pháp hàm số để   tìm giá trị lớn nhất – nhỏ nhất của diện 
tích”.  

_  Chú ý: Bạn vẫn có thể giải bài toán theo hướng  
  2

min, 0F X A A A R F A X         . 

► Hướng dẫn giải:  
      * Ta có B  Ox, C  Oy  ( ;0), (0; )B b C c  và 0, 0b c        
      * Do ABC vuông tại A  

 . 0AB AC AB AC   (*) với 
( 2; 1)

( 2;c 1)

AB b

AC

   


  

 

       Do đó (*)  2( 2) ( 1) 0b c          

 52 5 , 0 0
2

c b doc b         

      * Mặt khác,  
2 2 21 1. ( 2) 1 4 (c 1) ( 2) 1 1

2 2ABCS AB AC b b            

Vậy yêu cầu bài toán  1 2 0 2ABCS b b        (thỏa 50
2

b  )  

c = 1   
 Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là (2;0), (0;1)B C   
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■ Lời bình: Mặc dù khi phân tích bài toán ta “ngầm hiểu” dùng “phương 
pháp hàm số” nhưng đến “phút chót” lại chuyển sang dùng dạng đặc biệt 
của chú ý cũng bởi chúng ta chưa chủ động được biểu thức hàm mà mình 
tạo được sẽ như thế nào ? Do khi thu gọn xong về 1 biến b thì biểu thức 
chứa biến cần đạt max – min quá “Đẹp” nên ta có thể kết luận ngay. 
Trong một số tình huống khác, có khi chúng ta phải biến đổi phức tạp để 
đưa được về dạng 2

min, 0F X A A A R F A X          hoặc có 

khi là không thể. Cũng lưu ý tập xác định của bài toán này trong quá 
trình giải.  

 
CÂU 45 (DỰ BỊ 6 – ĐH D2007). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho các 

điểm A(0; 1), B(2; –1) và các đường thẳng 
1 : ( 1) ( 2) 2 0d m x m y m      , 2 : (2 ) ( 1) 3 5 0d m x m y m       

Chứng minh d  1 và d  2 luôn cắt nhau. Gọi P là giao điểm của d  1 và d  2. Tìm 
m sao cho PA PB lớn nhất.                    

■  Đặt vấn đề : Như đã đề cập ở phần phương pháp tiếp cận thì với những 
bài toán liên quan đến max – min cực trị hình học thì một trong những 
vấn đề cần quan tâm đó chính là “vị trí tương đối” giữa các đối tượng 
hình học. Với câu 45 này thì “vị trí tương đối” có thể xem là chìa khóa 
giải quyết vấn đề không ? Mời các bạn cùng theo dõi. 

☺ Nhận xét và ý tưởng:  
_  Đọc đề bài ta thấy có 2 yêu cầu nổi lên là “chứng minh d  1 và d  2 luôn 

cắt nhau” và xác định P = d  
1  d  

2 sao cho PA + PB lớn nhất. 
_  Với yêu cầu chứng minh d  1 và d  2 luôn cắt nhau thì ta xử lý như thế nào ? 

 Ở đây chúng ta có thể hiểu là hệ phương trình gồm phương trình của 
d  

1 và d  
2 luôn có nghiệm  nghĩa là định thức Crammer của phương trình 

khác 0. (đê hiểu rõ hơn bạn đọc có thể xem lại phần lý thuyết về vị trí 
tương đối giữa 2 đường thẳng ở chương 1). Ngoài ra, còn một yếu tố 
quan trọng nữa là d  1 và d  2 vuông góc nhau (Đây thật sự là một chi tiết 
quan trọng giúp ta “giải nhanh” bài toán).               

_  Đối với yêu cầu tìm P để thỏa mãn PA + PB lớn nhất thì ta có thể phân 
tích theo 3 hướng sau: 

   + Hướng thứ 1 (sử dụng bất đẳng thức trong Đại Số): Do phát hiện 
d  

1  d  
2 nên ta dễ dàng  P thuộc đường tròn đường kính AB. Ở đây do 

để tìm giá trị lớn nhất nên ta sẽ sử dụng BĐT Bunyakovski cụ thể là: 
2 2 2 2 2 2(1. 1. ) (1 1 )( ) 2PA PB PA PB AB     . Cho nên ta suy ra đẳng 
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thức trên xảy ra khi PA = PB   nghĩa là tam giác PAB vuông cân tại P  
P chính là giao điểm giữa đường trung trực cạnh AB và đường tròn 
đường kính AB. (Bạn đọc có thể xem hình minh họa ở hướng dẫn giải 
cách 1 để hiểu rõ hơn). 

   + Hướng thứ 2 (sử dụng bất đẳng thức hình học): Nhận xét d  
1  d  

2 và 
A  d  

1, B  d  
2 nên P thuộc đường tròn đường kính AB. Với 2 điểm A, B 

cố định, góc APB không đổi. Trên tia đối tia PB, ta chọn điểm  C sao cho 
PA = PC khi ấy PA + PB = PC + PB = BC  Như vậy PA + PB lớn nhất 
khi và chỉ khi BC lớn     nhất mà góc PBC và P điều này dẫn đến BC là 
đường kính của đường tròn đi qua 3 điểm PBC  P là điểm chính giữa 
của cung AB  PA = PB và vì vậy P  đường trung trực của cạnh AB. 
(Bạn đọc có thể xem hình minh họa ở hướng dẫn giải cách 2 để hiểu rõ 
hơn). 

► Hướng dẫn giải cách 1:  

 
*  Tọa độ giao điểm P giữa đường (d  

1) và (d  
2) là nghiệm của hệ phương 

trình: 
( 1) ( 2) 2 0
(2 ) ( 1) 3 5 0

m x m y m
m x m y m
     


     

 

 Xét định thức 2 21 2
( 1) ( 2)

2 1
m m

D m m
m m
 

    
 

 

                            
2

2 3 12 6 5 2 0,
2 2

m m m m R 
         

 
  

 Suy ra đường thẳng d  
1 và d  

2 luôn cắt nhau.        
*  Nhận xét A(0; 1)  d  

1, B(2; –1)  d  
2 và d  

1  d  
2  APB vuông tại P  

P nằm trên đường tròn đường kính AB.                     
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*  Áp dụng bất đẳng Bunyakovski ta có:  
  2 2 2 2 2 2(1. 1. ) (1 1 )( ) 2 16PA PB PA PB AB       
  Suy ra 4PA PB  . Dấu “=” xảy ra  PA = PB  P thuộc đường trung 

cạnh AB     
*  Gọi I là trung điểm AB  I(1;0) và 2IA R   nên phương trình 

đường tròn đường kính AB là: 
2 2(C) : ( 1) 2x y    

*  Đường trung trực của cạnh AB qua I(1; 0) nhận (2; 2)AB   làm véctơ 
pháp tuyến có dạng là: 

2( 1) 2( 0) 0 : 1 0x y d x y         

*  Ta có tọa độ điểm P thỏa yêu cầu bài toán là nghiệm của hệ  

  
2 2 2 1( 1) 2

0 11 0
x yx y

x yx y
      

 
      

  

  Vậy điểm P thỏa yêu cầu bài toán là (2;1) hay (0;1)P P   

► Hướng dẫn giải cách 2:  

 
*  Việc chứng minh hai đường thẳng d  

1 và d  
2 cắt nhau ta làm tương tự như 

cách 1. Tuy nhiên dựa vảo định thức Cramer ta cũng có thể tính nhanh 
giá trị của x và y như sau: 

     
( 1) ( 2) 2 0
(2 ) ( 1) 3 5 0

m x m y m
m x m y m
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 Ta có 

2

2

2
2

2

2
2

2 2
4 14 12

1 3 5 4 14 12
2 1 2 6 52 4 1
3 5 2 2 4 1

2 6 51 2
2 6 5

2 1

x

x

y
y

m m
D m m

m m D m mxm m D m mD m m
Dm m m my
D m mm m

D m m
m m

  
   

    
      

      
       

    
    

 

 

*  Nhận xét d  
1  d  

2, A  d  
1, B  d  

2 và P = d  
1  d  

2  P thuộc đường tròn 
đường kính AB.                          

*  Gọi C là điểm thuộc tia đối của tia PB sao cho CP = CA.  
 Khi đó PA + PB = PC + PB = BC 

*  Do góc APB  không đổi và góc ACB  cũng không đổi  C đang chuyển 
động trên một cung tròn cố định. Để PA + PB đạt giá trị lớn nhất thì BC 
chính là đường kính của cung tròn trên. 

*  Khi đó P chính là điểm chính giữa của cung AB  P thuộc đường trung 
trực của cạnh AB    

*  Đường trung trực của cạnh AB qua I(1; 0) nhận (2; 2)AB   làm véctơ 

pháp tuyến có dạng là: 2( 1) 2( 0) 0 : 1 0x y d x y         

*  P  d  

  
2 2

2
2 2

24 14 12 2 4 1 1 0 4 12 8 0
12 6 5 2 6 5

mm m m m m m
mm m m m
    

        
    

 

  Vậy điểm P thỏa yêu cầu bài toán là (2;1) hay (0;1)P P   

 
CÂU 46 (CHÍNH THỨC – ĐH A2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

hãy viết phương trình chính tắc của elip (E) biết rằng (E) có tâm sai 

bằng 5
3

 và hình chữ nhật cơ sở của (E) có chu vi bằng 20. 

☺ Nhận xét và ý tưởng:  

_  Để lập phương trình chính tắc của (E): 
2 2

2 2 1x y
a b

  , ta cần xác định 2 ẩn 

a, b nghĩa là cần lập 2 phương trình. 
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_  Dựa vào các thuộc tính của elip ta có: tâm sai elip bằng 5
3

c
a
  và chu vi 

HCN cơ sở là 2(2 2 ) 20a b    
_  Hiện ta đã có 3 phương trình 3 ẩn a, b, c  cần 1 phương trình liên hệ 

nữa  2 2 2c a b    
_  Giải hệ trên ta tìm được phương trình chính tắc của Elip.    
► Hướng dẫn giải :  

*  Gọi phương trình chính tắc của (E): 
2 2

2 2 1x y
a b

   và 2 2 2c a b  . (a > b > 0) 

*  Ta có tâm sai elip  

  2 2 2 2 2 2 25 9 5 9( ) 5 4 9 (1)
3

c c a a b a a b
a
         

*  Chu vi hình chữ nhật cơ sở của elip là  
  2(2 2 ) 20 5 5 (2)a b a b a b          
*  Thay (2) vào (1), ta được:  

  2 2 2 2 ( )
4(5 ) 9 5 40 100 0 3

10( )
b n

b b b b a
b l


        
 

  

  Vậy phương trình chính tắc của elip (E) thỏa yêu cầu bài toán là  

  
2 2

1
9 4
x y

   

■  Lời bình: Cũng qua bài toán này ta lưu ý về hình chữ nhật cơ sở: 

 
 Một là, chu vi hình chữ nhật cơ sở MNPQ là 2(MN + NP) = 2(2a + 2b) 
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 Hai là, diện tích hình chữ nhật cơ sở MNPQ là MN.NP = 2a.2b 
 Ba là, đường chéo hình chữ nhật cơ sở MNPQ là  

  2 2 2 2(2 ) (2 )MP NQ QP PN a b       
 
CÂU 47 (CHÍNH THỨC – ĐH B2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

hãy xác định tọa độ đỉnh C của tam giác ABC biết rằng hình chiếu 
vuông góc của C trên đường thẳng AB là điểm H(–1; –1), đường phân 
giác trong của góc A có phương trình x – y + 2 = 0 và đường cao kẻ từ 
B có phương trình 4x + 3y – 1 = 0. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Để tìm tọa độ C (theo 

cách nghĩ thông thường) 
ta sẽ thử tham số hóa 
điểm theo một đường 
thẳng đi qua   C. Nhưng 
hiện tại thì chưa có. Do đó 
ta tìm C dựa trên sự tương 
giao giữa các đường thẳng  

  điều này có nghĩa là ta sẽ lập phương trình các đường thẳng đi qua C. 
_  Ở đây ta xét thấy C = CH  CA hay C = CH  CB hay C = CA  CB  

trong các cập phương trình trên thì CA và CH là “khả dĩ” nhất. Vì CA  
d  

2 (CA chỉ cần qua thêm 1 điểm nữa), CH thì qua H chỉ cần qua thêm 1 
điểm nữa  từ nhu cầu lập phương trình đường thẳng  ta chuyển sang 
nhu cầu tìm thêm điểm mới.  

_  Vậy trong các dữ kiện mà đề bài cho  dữ kiện nào giúp ta “ tìm thêm 
điểm mới”  ở đây chính là điểm đường d  

1 (phân giác trong góc A) do 
tính đối xứng của phân giác nên nếu ta gọi K là hình chiếu của H lên d  

1 
và I là điểm đối xứng của H qua phân giác thì ta sẽ có K là trung điểm HI 
và đặc biệt I thuộc AB. 

_ “Điểm mới I” này giúp gì cho ta trong quá trình tìm điểm C ?  viết được 
phươn trình AC (AC qua I và AC  d  

2). 
_  Và “phương trình “đường thẳng mới” AC giúp gì cho ta ?  AC  d  

1 = 
A  tìm được tọa độ A. 

_  Đến đây giống như hiện tượng “Domino”, các giả thiết tưởng như “rời 
rạc” không liên quan nhưng lại xô đổ “lẫn nhau” hoặc cũng có thể hiểu 
những mảnh ghép cứ ngày một hé mở, bức tranh bí mật dần được giải     
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đáp  Đường thẳng HC qua H và vuông góc với HA  viết phương 
trình HC.         

► Hướng dẫn giải :  
*  kí hiệu 1 2: 2 0, d : 4 3 1 0d x y x y      . Gọi K là hình chiếu của H 

lên d  
1 và I là điểm đối xứng của H qua d  

1 ( I  AC).   
*  Ta có KH  d  

1: x – y + 2 = 0  KH: x + y + m = 0. KH qua H(–1; –1) 
 m = 2. 

 Vậy : 2 0KH x y    
*  Ta có K = KH  d  

1  tọa độ K là nghiệm của hệ  

   
2 0 0

2;0
2 0 0

x y x
K

x y y
    

   
    

  

     Mặt khác K là trung điểm HI  ( 3;1)I    

*  Đường thẳng AC  d  
2: 4x + 3y – 1 = 0  AC: 3x – 4y +  n = 0, AC qua 

I(–3;1)  n = 13 
 Vậy : 3 4 13 0AC x y            
*  Lại có A = AC  d  

1  tọa độ A là nghiệm của hệ  

   
3 4 13 0 5

5;7
2 0 7

x y x
A

x y y
    

  
    

  

*  HC đi qua ( 1; 1)H    nhận 1 (3;4)
2

HA   làm véctơ pháp tuyến có dạng là: 

3( 1) 4( 1) 0 :3 4 7 0x y HC x y          

*  C = HC  AC   tọa độ C là nghiệm của hệ  

  

10
3 4 13 0 10 33 ;
3 4 7 0 3 3 4

4

xx y
C

x y y


     

    
      



     

  Vậy tọa độ điểm C thỏa yêu cầu bài toán là 10 3;
3 4

C  
 
 

    

 
CÂU 48 (CHÍNH THỨC – ĐH D2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 

cho parabol (P): 2 16y x  và điểm A(1; 4). Hai điểm phân biệt B, C (B 
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và C khác A) di động trên (P) sao cho góc BAC bằng 90o . Chứng minh 
rằng đường thẳng BC luôn đi qua một điểm cố định.        

☺ Nhận xét và ý tưởng:  
_  Thực chất bài toán này thuộc về kiểu bài toán “quỹ tích”, đây là một 

dạng toán khó. Nếu chưa có hình học tọa độ Decartes thì hình học phẳng 
gặp rất nhiều khó khăn khi tìm quỹ tích của một điểm, một đường thẳng 
thẳng, v.v…  

_  Cách làm thường thấy nhất ở đây chính là tham số hóa các biến cần tìm 
và tìm cách khử đi ẩn “phụ thuộc” của tham số. Cụ thể trong bài này 
“yếu tố vuông góc” và B và C di động trên (P) sẽ giúp ta tìm được điểm 
cố định trên. 

► Hướng dẫn giải :  

*  Do B và C thuộc (P), B khác C (B và C khác A) nên 
2 2

; , ;c
16 16
b cB b C

   
      
   

 

với b, c  R, 4, 4b c  .    

*  Ta có 
2 2

1; 4 , 1;c 4
16 16
b cAB b AC

   
           
   

  

 Do góc 90BAC   nên 
2 2

. 0 1 1 ( 4)(c 4) 0
16 16
b cAB AC b

  
           

  

 

 272 4( ) 0 (1)b c bc       

*  Mặt khác, phương trình đường thẳng BC có dạng: 
2

2 2
16 16 ( ) 0 (2)

16 16

cx y c x b c y bc
b cb c




     




 

*  Từ (1) và (2) suy ra đường thẳng BC luôn đi qua điểm (17; 4)I    

  Vậy đường thẳng BC luôn đi qua điểm (17; 4)I    

 
CÂU 49 (CHÍNH THỨC – CĐ 2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, tìm 

điểm A thuộc trục hoành và điểm B thuộc trục tung sao cho A và B đối 
xứng nhau qua đường thẳng d: x – 2y + 3 = 0. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
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_  Bài toán này không quá khó khi đã gợi ý A  Ox, B  Oy. Như vây ta 
cần thiết lập 2 phương trình 2 ẩn   để giải tìm tọa độ A và B  ở đây do 
A và B đối xứng qua d nên trung điểm của A và B thuộc đường thẳng   d 
và véctơ chỉ phương của d vuông góc với véctơ AB.      

► Hướng dẫn giải :  
*  Ta có ( ;0), (0; )A Ox A a B Oy B b     và ( ; )AB a b    

 Véctơ chỉ phương của đường thẳng d là (2;1)u   và tọa độ trung điểm 

của AB là ;
2 2
a bI  

 
 

  

*  Do A và B đối xứng với nhau qua đường thẳng d nên ta có: 
2 0 2. 0
2 6 0 4

AB d a b aAB u
I d a b bI d

      
     

      
 

  Vậy tọa độ điểm cần tìm là (2;0), (0;4)A B      

 
CÂU 50 (DỰ BỊ 1 – ĐH A2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam 

giác ABC các đường cao kẻ từ đỉnh B và đường phân giác trong của 
góc A lần lượt có phương trình là 3 4 10 0x y     và 1 0x y   ,     
điểm M(0; 2) thuộc đường thẳng AB đồng thời cách điểm C một 
khoảng bằng 2 . Tìm tọa độ các đỉnh của tam giác ABC.  

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Sử dụng tính chất của phân giác 

ta tìm được thêm điểm mới M’ 
(phần vận dụng này mời bạn 
đọc xem lại chương 2, chủ đề 
tìm tọa độ điểm và viết phương 
trình đường thẳng) 

_  Khi đã có điểm M’  AC  
  viết phương trình AC  BH 

 AC  d  
2 = A. 

_  Khi đã có điểm A  viết phương trình AB qua A và M  B = AB  BH 
_  Tham số hóa điểm C  AC  sử dụng giả thiết d[C; AB] = 2  giải 

tìm tọa độ điểm C.                   
► Hướng dẫn giải :  
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*  Gọi K là hình chiếu của M lên phân giác trong góc A và M’ là điểm đối 
xứng của M qua phân giác   trong góc A (M’  AC). 

  Ta có MK  2 : 1 0d x y    MK: 0x y m   .  

 MK qua M(0;2)  m = –2 
 Vậy MK: 2 0x y   .  
  Lại có K = MK  d  

2  Toa độ K là nghiệm của hệ  

  

1
1 0 1 32 ;
2 0 3 2 2

2

xx y
K

x y y


     

    
      



  

  Mặt khác K là trung điểm MM’  M’(1;1)  AC             
*  Đường thẳng AC  : 3 4 10 0BH x y     : 4 3 0AC x y n   . AC 

qua M(1;1)  n = –1 
 Vậy AC: 4 3 1 0x y     
  Ta có A = AC  d  

2  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

   
1 0 4

4;5
4 3 1 0 5

x y x
A

x y y
    

  
    

           

*  Đường thẳng AB qua M(0;2) và nhận (4;3)MA   làm véctơ chỉ phương 

có dạng là: 0 2 :3 4 8 0
4 3

x y AB x y 
      

 Lại có B = AB  BH  Tọa độ B là nghiệm của hệ  

  
33 4 10 0 13;13 4 8 0 4

4

xx y
B

x y y

 
     

      
      



    

*  C  AC: 4x – 3y – 1 = 0  4 1;
3

cC c  
 
 

 và 4 7;
3

cMC c  
  
 

  

 Ta có: 
12

2 2

2

1 (1;1)
(4 7)2 2 31 31 33;9

25 25 25

c C
cMC c

c C

 
           

  

     

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là: 

1 2
1 1 31 33(4;5), B 3; , (1;1) (4;5), B 3; , ;

4 4 25 5
A C hay A C      
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CÂU 51 (DỰ BỊ 2 – ĐH B2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hai 

điểm A(3; 0), B(0; 4). Chứng minh rằng đường tròn nội tiếp tam 
giác OAB tiếp xúc với đường tròn đi qua trung điểm các cạnh của 
tam giác OAB. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Có một tình huống khá thú vị mà một thầy giáo đặt ra cho học trò mình 

trong giờ dạy Toán là “nếu một căn phòng đã xác định được chiều rộng, 
chiều dài và chiều cao”  thì các thông số như diện tích của các mặt xung 
quanh, thể tích của căn phòng hay đại loại tất cả các yếu tố về điểm, 
đường có được xác định không ?”  điều này củng cố cho học sinh một 
niềm tin rằng bằng cách này hay cách khác chúng có thể tìm được hay 
chứng minh một điều chưa biết bằng những số liệu đã xác định. 

_  Trở lại bài toán này, khi mà cả 3 tọa độ O, A, B đã hiện hữu thì việc 
chứng minh đường tròn nội tiếp tam giác OAB tiếp xúc với đường tròn đi 
qua trung điểm của 3 cạnh OAB không hề khó. Ta cứ tuần tự làm theo 
các chỉ thị mà câu hỏi đặt ra. Dĩ nhiên bạn phải chắc chắn rằng mình đã 
nắm được các lập phương trình đường tròn.   

 
► Hướng dẫn giải :  
*  Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm 

của OA, OB, AB  

   
3 3;0 , 0;2 , ;2
2 2

M N P   
   
   

    

*  MNP  P nên tâm đường tròn 
ngoại tiếp (C  

2) MNP chính là trung 

điểm cạnh huyền MN  3 ;1
4

I  
 
 

 và 

bán kính R = 5
2 4

MN
         

*  Mặt khác OAB  O nên đường tròn nội tiếp (C  
1) tam giác OAB có 

1
2

OA OB ABr  
   và tâm J nằm trên đường thẳng y = x và thuộc góc 

phần tư thứ nhất nên J(1; 1).    
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*  Ta có IJ = 1 5 1
4 4

IJ R r       đường tròn (C  
1) và (C  

2)  tiếp xúc 

trong  điều phải chứng minh          
 
CÂU 52 (DỰ BỊ 3 – ĐH B2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, tìm tọa độ 

các đỉnh của tam giác ABC biết rằng đường thẳng AB, đường cao kẻ 
từ đỉnh A và đường trung tuyến kẻ từ B lần lượt có phương trình là     
x + 4y – 2 = 0, 2x – 3y + 7 = 0, 2x + 3y – 9 = 0.  

☺Nhận xét và ý tưởng  
_  Dễ dàng tìm được tọa độ điểm A  
  AB  AH = A. Tương tự với điểm B 

 BM  AB = B 
_  Để xác định tọa độ điểm C  viết 

phương trình BC qua B va BC  AH 
 tham số hóa C theo BC 

_  Gọi M là trung điểm AC  biểu diễn 
tọa độ của M theo C  M  BM  

  tìm được M  C.              
 
► Hướng dẫn giải : 
*  Ta có A = AB  AH  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

   
4 2 0 2

2;1
2 3 7 0 1
x y x

A
x y y
     

   
    

        

*  Ta có B = AB  BM  Tọa độ B là nghiệm của hệ  

   
4 2 0 6

6; 1
2 3 9 0 1
x y x

B
x y y
    

   
     

        

*  Đường thẳng BC  AH: 2x – 3y + 7 = 0  BC: 3x + 2y + m = 0.  
 BC qua B(6; –1)  m = –16 
  Vậy BC: 3x + 2y – 16 = 0. C  BC  (2 ;8 3c)C c            

*  Mặt khác, M là trung điểm AC  9 31;
2

cM c  
 

 
.  

 Lại có M  BM: 2x + 3y – 9 = 0 
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 Suy ra 9 32( 1) 3 9 0 1 (2;5)
2

cc c C 
       

 
     

  Vậy tọa độ của các điểm cần tìm là ( 2;1), (6; 1), C(2;5)A B    

 
CÂU 53 (DỰ BỊ 4 – ĐH D2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 

2 2( ) : ( 4) 4C x y    và điểm E(4; 1). Tìm tọa độ điểm M trên trục 
tung sao cho từ M kẻ được hai tiếp tuyến MA, MB đến đường tròn (C) 
với A, B là các tiếp điểm sao cho đường thẳng AB đi qua điểm E.        

☺Nhận xét và ý tưởng: 

 
_  Nhìn chung tâm điểm của bài toán này, “nhân vật chính” của bài toán này 

chính là đường thẳng AB  Do đề bài đã cho ta một gợi ý ngầm ẩn E  AB. 
_  Để giải bài toán này theo góc độ đó, ta có thể tiếp cận theo 3 hướng sau: 
 + Hướng thứ 1: sử dụng phương pháp gọi điểm  
 + Hướng thứ 2: sử dụng phương pháp tách đôi của tiếp tuyến 
 + Hướng thứ 3: sử dụng trục đẳng phương giữa hai đường tròn.   
 (tất cả những cách giải trên đều đã được giới thiệu ở chương 2, chủ đề 3, 

cách lập phương trình đường tròn). Cụ thể mời bạn đọc xem lời giải. 
► Hướng dẫn giải cách 1: 
*  Đường tròn (C) có tâm I(4;0) và bán kính R = 2. Do M thuộc trục tung  
  M(0; m) 
*  Giả sử ( ; ), ( ; )A A B BA x y B x y và ( ; ), ( 4; )A A A AMA x y m IA x y      

 Vì . 0 ( 4) ( ) 0A A A AIAMA x x y y m       
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 2 2( 4) 4( 4) 0 (1)A A A Ax y x my         

 Mặt khác A  (C)  2 2( 4) 4 (2)A Ax y       

*  (1), (2) ta có A  đường thẳng : 4 12 0d x my     

*  Tương tự, B  đường thẳng : 4 12 0d x my   .  

 Do đó phương trình đường AB: : 4 12 0d x my    

*  Lại có E(4; 1)  AB  m = 4  M(0; 4) 
  Vậy tọa độ điểm M cần tìm là (0;4)M   

► Hướng dẫn giải cách 2: 
*  Phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C) tại ( ; y )A AA x  có dạng: 

( 4)( 4) 4 0A Ax x y y       

*  Vì tiếp tuyến qua M(0; m) nên ta có: ( 4)( 4) 4 0A Ax y m      

*  Tương tự tọa độ ( ; )B BB x y thỏa ( 4)( 4) 4 0B Bx y m      
 Suy ra phương trình AB là 4 12 0x my     
*  Lại có E(4; 1)  AB  m = 4  M(0; 4) 
  Vậy tọa độ điểm M cần tìm là (0;4)M   

► Hướng dẫn giải cách 3: 
*  Đường tròn (C) có tâm I(4;0) và bán kính R = 2.  
 Do M thuộc trục tung  M(0; m) 

*  Ta có 2 2 2 2 2 216 12IM m AM IM R m        

*  Đường tròn (C’) có tâm M(0; m) và bán kính R’ = 2 12m   có dạng là: 
2 2 2( ') : ( ) 12C x y m m     

*  Khi đó A, B là giao điểm giữa hai đường tròn (C) và (C’)  AB chính là 
trục đẳng phương giữa hai đường tròn (C) và (C’) thỏa: 

2 2 2 2 2( ) 12 ( 4) 4 : 4 12 0x y m m x y AB x my             

*  AB qua E(4; 1)  m = 4  M(0; 4) 
  Vậy tọa độ điểm M cần tìm là (0;4)M   
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CÂU 54 (DỰ BỊ 5 – ĐH D2008). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam 
giác ABC với AB = 5 , tọa độ đỉnh C(–1; –1), đường thẳng AB có 
phương trình x + 2y – 3 = 0 và trọng tâm tam giác ABC thuộc đường 
thẳng x + y – 2 = 0. Hãy tìm tọa độ các đỉnh A và B.  

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Gọi M là trung điểm AB  
  M  AB (tham số hóa M) 

 2
3

CG CA   Biểu diễn 

tọa độ G theo M.  
 Mặt khác G  d:x + y  – 2 = 0 

 Tìm được tọa độ G và M. 
_  Để xác định tọa độ A và B  A  AB và do M là trung điểm  Biểu 

diễn tọa độ B theo A  1 ẩn nên     cần một phương trình  
2

ABMA   

 Giải tìm ra A và B.                  
► Hướng dẫn giải:  
*  Gọi M là trung điểm của AB, ta có M  AB: x + 2y – 3 = 0  
  (3 2 ; )M m m .  
 Mặt khác ta có G là trọng tâm ABC  

  

2 5 41 (4 2 )
2 3 3 3

2 2 13 1 ( 1)
3 3 3

G G

G G

mx m x
CG CM

mx m x

 
      

   
     
  

             

*  Lại có G  2 0x y    

 (5 4 ) (2 1) 6 0 1 (5; 1)m m m M               

*  Ta có (3 2 ; )A AB A a a    và 5
2 2

ABMA   với ( 2 2; 1)MA a a        

*  Do đó 2 2 2 2

1
5 5 1 24( 1) ( 1) ( 1)

34 4 4
2

a
MA a a a

a




          
 



  

*  Với 14;
2

A  
 
 

 do M là trung điểm AB  36;
2

B  
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*  Với 36;
2

A  
 
 

 do M là trung điểm AB  14;
2

B  
 
 

    

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là  

  1 3 3 14; , 6; 6; , 4;
2 2 2 2

A B hay A B          
       
       

 

 
CÂU 55 (CHÍNH THỨC – ĐH A2009 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có điểm I(6; 2) là giao 
điểm của hai đường chéo AC và BD. Điểm M(1; 5) thuộc đường thẳng 
AB và trung điểm E của cạnh CD thuộc đường thẳng : x + y – 5 = 0. 
Viết phương trình đường thẳng AB.   

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Do tính chất đối xứng của các 

điểm qua tâm I của hình chữ nhật 
nên nếu gọi N là điểm sao cho I 
là trung điểm MN thì khi đó N 
thuộc đường thẳng CD.  

_  Do đề bài đã gợi ý điểm E  ta 
tìm tọa độ điểm E bằng cách 
tham số hóa E theo đường x + y – 
5 = 0  1 ẩn nên cần 1 phương 
trình ?  Lại có IE  EN  giải 
phương trình tìm E. 

_  Phương trình AB đã qua M nên chỉ còn cần đi qua 1 điểm nữa hoặc tìm 
thêm được vécto pháp tuyến. 

  + Hướng thứ 1: Ở đây ta có thể dùng tính đối xứng của tâm I thêm lần 
nữa để tìm tọa độ E’ sao cho I là trung điểm EE’ (E’  AB). 

  + Hướng thứ 2: Hoặc ta cũng có thể chọn IE  làm véctơ pháo tuyến 
hoặc EN  làm vécto chỉ phương để viết phương trình AB.              

► Hướng dẫn giải : 
*  Gọi N là điểm đối xứng với M qua I  (11; 1)N   và N thuộc đường 

thẳng CD.   
*  Ta có: E  : 5 0x y     

 (e;5 )E e   và ( 6;3 )IE e e    và ( 11;6 )NE e e        
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*  Do E là trung điểm CD suy ra IE  EN  

  . 0 ( 6)( 11) (3 )(6 ) 0IE EN e e e e          

 2 6
13 42 0

7
e

e e
e


     


 

*  Với e = 6, ta có (0; 3)IE   .  

 Khi đó AB qua M(1; 5) và nhận IE  làm véctơ pháp tuyến có dạng là:  

  0( 1) 3( 5) 0 : 5 0x y AB y        

*  Với e = 7, ta có (1; 4)IE   .  

 Khi đó AB qua M(1; 5) và nhận IE  làm véctơ pháp tuyến có dạng là:  
1( 1) 4( 5) 0 : 4 19 0x y AB x y         

  Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là: 
: 5 0 : 4 19 0AB y hay AB x y       

 
CÂU 56 (CHÍNH THỨC – ĐH A2009 – PHẦN NÂNG CAO). Trong 

mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): 2 2 4 4 6 0x y x y     và 
đường thẳng : 2 3 0x my m    với m là tham số thực. Gọi I là   
tâm đường tròn (C). Tìm m để  cắt (C) tại hai điểm phân biệt A và B 
sao cho diện tích tam giác IAB lớn nhất.          

☺Nhận xét và ý tưởng: 

 
_  Bài toán trên đã đề cập đến vấn đề “max – min” trong việc tính diện tích 

tam giác. Một số công thức diện tích tam giác ta có thể liên hệ như:  
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S  
ABC = 12 đường cao. cạnh đáy  

hay S  
ABC = 12 tích 2 cạnh kề . (sin góc hợp giữa hai cạnh kề) 

_  Ở đây ta sử dụng bất đẳng thức hình học:  
21 1 1. .sin .

2 2 2AIBS IA IB AIB IA IB R      S  
max  maxsin 1AIB  . 

► Hướng dẫn giải :  
*  Đường tròn (C) có tâm ( 2; 2)I   và bán kính 2R  . 

*  Ta có 21 1 1. .sin . 1
2 2 2ABCS IA IB AIB IA IB R     .  

 Do đó  max 1 sin 1 90IABS AIB AIB ABC I
         

*  Gọi H là trung điểm AB (theo định lý đường kính và dây cung) ta có:  

  IH  AB và IH = 
2

AB   

 Do 2 2 2 4 1ABC I AB IA IB IH         

*  Mặt khác 2
2

| 2 2 2 3 |[ ;d] 1 1 |1 4 |
1

m mIH d I m m
m

   
      


  

 Suy ra 2 2 2
0

1 1 8 16 15 8 0 8
15

m
m m m m m

m


       
 


  

  Vậy giá trị m thỏa yêu câu bài toán là: 80
15

m hay m    

 
CÂU 57 (CHÍNH THỨC – ĐH B2009 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): 2 2 4( 2)
5

x y    và hai đường 

thẳng   1: x – y = 0,   2: x – 7y = 0. Xác định tọa độ tâm K và bán kính 
đường tròn (C  1), biết đường tròn (C  1) tiếp xúc với các đường thẳng   1, 
  2 và tâm K thuộc đường tròn (C).                        

☺Nhận xét và ý tưởng: 
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_  Để tìm tâm K của đường tròn ta chắc chắn phải thiết lập K(a; b) (2 ẩn) 

nên cần 2 phương trình. 
   + Phương trình thứ 1: điều kiện tiếp xúc giữa đường tròn với d  

1 và d  
2 

  + Phương trình thứ 2: tâm K thuộc đường tròn (C). 
_  Sau khi tìm được tâm K thì việc xác định bán kính của đường tròn cần 

tìm không vì ta lại sử dụng điều kiện tiếp xúc một lần nữa. 
► Hướng dẫn giải :  
*  Đặt K(a; b) là tọa độ tâm K của đường tròn cần tim. 

*  Ta có K  (C): 2 2 4( 2)
5

x y    2 2 4( 2) (1)
5

a b      

*  Mặt khác 1
1 2

2

( ')
[ ; ] [ ; ] R

( ')
C tiep xuc d

d K d d K d
C tiep xuc d


  


 

 Suy ra 2 2| | | 7 | 25( ) ( 7 ) 0 (2)
2 5 2

a b a b a b a b 
        

*  Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình 
2 2

2
2 2

4 2( 2) 8 65 ( ; ) ;
5 525 40 16 025( ) ( 7 ) 0

a ba b
a b

b ba b a b


      

     
        

 

*  Bán kính R = | | 2 2
52

a b
  

  Vậy yêu cầu bài toán tương đương với 8 4;
5 5

K  
 
 

 và 2 2
5

R   
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CÂU 58 (CHÍNH THỨC – ĐH B2009 – PHẦN NÂNG CAO). Trong 
mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam   giác ABC cân tại A có đỉnh A(–1; 4) 
va các đỉnh B, C thuộc đường thẳng : x – y – 4 = 0. Xác định tọa độ 
của các điểm B và C biết diện tích tam giác ABC bằng 18.   

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Trước khi triển khai việc tìm 

tọa độ điểm ? ta cũng nên đặt ra 
câu hỏi : “có tìm thêm được tọa 
độ điểm mới nào không ?”. “có 
lập thêm được phương trình 
đường thẳng nào không ?” hay 
“có lập được phương trình đường 
tròn ẩn mình nào không ?”  

  Quá trình này giúp ta liên kết các giả thiết tưởng chừng rời rạc nhưng 
lại có một sợi dây liên kết vô hình xâu chuỗi chúng lại ? 

_  Để trả lời cho câu hỏi trên, khi quan sát hình vẽ, ta nhận thấy do tính chất 
đặc biệt của tam giác cân nên   đường cao hạ từ đỉnh cân của tam giác sẽ 
vuông góc với cạnh đáy BC  viết phương trình AH. 

_  Ngoài ra H cũng chính là trung điểm của cạnh BC  
  tìm tọa độ H = AH  BC  như vậy ta chỉ cần hoặc tìm tọa độ B 

hoặc tìm toa độ C  giảm bớt quá trình đặt ẩn. 
_  Như vậy đến đây ta còn đúng duy nhất 1 dữ kiện chưa dùng đến chính là 

diện tích tam giác. Ta có: 

  1 1. .2 . ?
2 2ABCS AH BC AH BH AH BH BH       

   giải phương trình trên tìm tọa độ B  tọa độ C 
► Hướng dẫn giải :  
*  Gọi H là trung điểm BC (do tam giác ABC cân tại A)  
  AH  BC: x – y – 4 = 0 
  Nên AH: x + y + m = 0. AH qua A(–1; 4) 
  m = – 3. Vậy AH: x + y – 3 = 0 
*  Ta có: H = AH  BC  Tọa độ H là nghiệm của hệ  
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7
3 0 7 12 ;
4 0 1 2 2

2

xx y
H

x y y

 
       

    
       

 

  

*  Ta có B  BC: x – y – 4 = 0  

  ( 4; )B b b và 7 1 1 14 ; ;
2 2 2 2

HB b b b b   
         
   

  

*  Mặt khác, 21 1. .2 . 8
2 2ABCS AH BC AH BH AH BH BH       

 Suy ra 
2 2 2

3
1 1 1 28 4

52 2 2
2

b
b b b

b


     

             
       



  

  Vậy tọa độ điểm B và C thỏa yêu cầu bài toán là: 

11 3 3 5 3 5 11 3; , ; ; , ;
2 2 2 2 2 2 2 2

B C hay B C        
       
       

  

 
CÂU 59 (CHÍNH THỨC – ĐH D2009 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có M(2; 0) là trung điểm của cạnh 
AB. Đường trung tuyến và đường cao qua đỉnh A lần lượt là 
7 2 3 0x y    và đường thẳng 6 4 0x y   . Viết phương trình đường 
thẳng AC.  

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Dễ dàng tìm được tọa độ 

điểm A = AH  AI  do M 
là trung điểm AB  tọa độ 
B  BC qua B và BC             
vuông AH  viết phương 
trình BC  I = BC  AI  

  I là trung điểm BC  tọa 
độ C  AC qua A và C.            

► Hướng dẫn giải :  
*  Gọi H là chân đường cao kẻ từ A và I là trung điểm BC. 
  Ta có A = AI  AH  Tọa độ A là nghiệm của hệ  
402  
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7 2 3 0 1

1;2
6 4 0 2
x y x

A
x y y

    
  

   
     

*  Do M là trung điểm AB  

  
2 2 4 1 3

(3; 2)
2 2 0 2 2

A B M B M A

A B M B M A

x x x x x x
B

y y y y y y
       

   
        

    

*  Đường thẳng BC  AH:  6x – y – 4 = 0  BC: x + 6y + m = 0.  
 BC qua B(3; –2)  m = 9. Vậy BC : x + 6y + 9 = 0      
*  Ta có I = AI  BC  Tọa độ I là nghiệm của hệ  

  
07 2 3 0 30;36 9 0 2
2

xx y
I

x y y

 
      

     
      



        

*  Đường thẳng AC qua A(1; 2) và nhận 32;
2

IM  
  
 

 làm véctơ chỉ 

phương (do MI // AC) có dạng: 1 2 :3 4 5 0
4 3

x y AC x y 
       

  Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là : 3 4 5 0AC x y        

 
CÂU 60 (CHÍNH THỨC – ĐH D2009 – PHẦN NÂNG CAO). Trong 

mặt phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): 2 2( 1) 1x y   . Gọi I là tâm 
của (C). Xác định tọa độ điểm M thuộc (C) sao cho góc IMO bằng 30o .           

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Trong bài toán này ta có thể hai 

hướng để giải quyết: 
   + Hướng thứ 1: Sử dụng 

định lý hàm số cosin cho tam 
giác IMO  tính được độ dài 
cạnh OM  Tọa độ M chính 
là giao điểm giữa đường tròn 
(C) và đường tròn (C’) có tâm 
O và bán kính OM.         

   + Hướng thứ 2: Ta có góc IMO bằng 30o
   góc IOM = 30o

   M 
thuộc đường thẳng d tạo với trục hoành một góc 30o

   viết phương trình 
đường OM  M = OM  (C).                 

402  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 502 

► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; 0) và bán kính R = 1.  
*  Áp dụng định lý hàm số cosin trong tam giác IMO ta có: 

2 2 2 3cos 3
2 . 2

IM OM IOIMO OM
IM OM
 

      

*  Đường tròn (C’) có tâm O(0; 0) và bán kính R’ = OM = 3  có dạng là: 
2 2( ') : 3C x y    

*  Điểm M chính là giao điểm giữa hai đường tròn (C) và (C’)  Tọa độ M 
là nghiệm của hệ: 

2 2 2 2

2 2

3
3 3 2

( 1) 1 2 3 0 3
2

yx y x y
x y x

x


      

   
        



  

  Vậy tọa độ điểm M cần tìm là 3 3 3 3; ;
2 2 2 2

M hay M
   
      
   

      

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; 0) và bán kính R = 1.  
*  Ta có góc IMO bằng 30o

   góc IOM bằng 30o
  (do OMI cân tại I)  

  đường thẳng OM hợp với trục hoành một góc 30o
   hệ số góc cua 

đường OM là k =  
1tan 30
3

 
                 

*  TH1: OM qua O có hệ số góc 1
1
3

k    OM: 
3

xy  .  

 Khi đó M = OM  (C)  

  Suy ra tọa độ M là nghiệm của hệ: 
2 2

0, 0
3 3 3,( 1) 1 2 2

x yxy

x yx y

 
         

   

    3 3;
2 2

M
 
  
 

 

*  TH2: OM qua O có hệ số góc 2
1
3

k 
   OM: 

3
xy 

 .  
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 Khi đó M = OM  (C)  

  Suy ra tọa độ M là nghiệm của hệ: 
2 2

0, 0
3 3 3,( 1) 1 2 2

x yxy

x yx y

  
         

  

   3 3;
2 2

M
 
  
 

 

  Vậy tọa độ điểm M cần tìm là 3 3 3 3; ;
2 2 2 2

M hay M
   
      
   

      

 
CÂU 61 (CHÍNH THỨC – CĐ 2009 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh C(–1; –2), đường trung 
tuyến kẻ A có phương trình là 5 9 0x y    và đường cao kẻ từ B có 
phương trình là 3 5 0x y   . Tìm tọa độ các đỉnh A và B. 

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Trong các dữ kiện đề bài 

cho thì ta thấy dữ kiện 
đường cao BH có thể giúp 
ta thiết lập thêm một phương 
trình đường thẳng nữa  đó 
chính là đường thẳng AC 
(AC qua C, AC  BH) 

_  Khi đó A = AC  AM  
  tọa độ A. 
_  Mặt khác điểm B  BH  tham số hóa điểm B theo đường BH  biểu 

diễn tọa độ M theo tọa độ B (do M là trung điểm BC)  M  AM  tọa 
độ B.            

► Hướng dẫn giải :  
*  Ta có AC  BH: x + 3y – 5 = 0  AC: 3x – y + m = 0.  
 AC qua C(–1 ; –2)  m = 1. 
  Vậy AC : 3x – y + 1 = 0.  
 Lại có A = AC  AM (với M là trung điểm BC)  
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 Suy ra tọa độ A là nghiệm của hệ  
3 1 0 1

1;4
5 9 0 4

x y x
A

x y y
    

  
   

       

*  Ta có B  BH: x + 3y – 5 = 0  (5 3 ; )B b b   

  4 3 2;
2 2

b bM   
 
 

       

*  Mặt khác M  AM : 5x + y – 9 = 0  

Suy ra 4 3 25 9 0 20 15 2 18 0 0 (5;0)
2 2

b b b b b B 
             

  Vậy tọa độ điểm A và B cần tìm là (1;4), (5;0)A B      

 
CÂU 62 (CHÍNH THỨC – CĐ 2009 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho các đường thẳng   1: 2 3 0x y    và             
  2: 1 0x y   . Tìm tọa độ điểm M thuộc đường thẳng   1 sao cho                 

khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng   2 bằng 
1
2

.   

☺ Nhận xét và ý tưởng: Bài toán trên ta không thiết phải dựng hình, mà 
chỉ đơn thuần kiểm tra kiến thức về dạng toán khoảng cách. Mời bạn đọc 
xem lời giải. 

► Hướng dẫn giải :  
*  Ta có M    

1: x – 2y – 3 = 0  (2 3; )M m m          

*  Ta có 2

1
| 2 3 1| 1[ ; ] | 3 4 | 1 5

2 2
3

m
m md M m

m

 
          

 


       

  Vậy tọa độ điểm M cần tìm là  
1 51; 1 ;

3 3
M hay M   

  
 

     

 
CÂU 63 (CHÍNH THỨC – ĐH A2010 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho hai đường thẳng d  1: 3 0x y   và d  2: 

3 0x y  . Gọi (T) là đường tròn tiếp xúc với d  1 tại A, cắt d  2 tại B và 
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C sao cho tam giác ABC vuông tại B. Viết phương trình của (T), biết 

tam giác ABC có diện tích bằng 
3

2
  và điểm A có hoành độ dương. 

 
☺Nhận xét và ý tưởng: 

 
_  Để lập phương trình đường tròn (T) chúng ta chỉ cần  tìm được tọa độ của 

A và C  tọa độ tâm I và độ dài bán kính R. (do nhận xét ABC  B). 
_  Để xác định tọa độ A và C ta có thể giải theo cách hướng sau: 
   + Hướng thứ 1 (không phát hiện d  

1 và d  
2 tạo góc 60o

  với nhau): Ta sẽ 
viết phương trình đường     tròn đi qua 3 điểm A, B, C  như vậy ta cần 
tìm đầy đủ tọa độ của 3 điểm A, B, C  lần lượt tham số B và C theo d  

2 
và A theo d  

1  chúng ta cần đến 3 phương trình bao gồm:  

  (1). 3
2ABCS  , (2). 1AC d  , (3). 2AB d .            

   + Hướng thứ 2 (không phát hiện d  
1 và d  

2 tạo góc 60o
  với nhau): Ta sẽ 

tham số hóa A theo d  
1  viết phương trình AC  d  

1 phụ thuộc theo tham 
số của A. Khi đó C = AC  d  

2  biểu diễn tọa độ C theo tọa độ A. 
Tương tự ta viết phương trình AB  d  

2  B = AB  d  
2 (tọa độ B biểu thị 

theo A). Cuối cùng là sử dụng công thức 1 .
2ABCS BA BC    giải 

phương trình và suy ra A và C. 
   + Hướng thứ 3 (phát hiện d  

1 và d  
2 tạo góc 60o

  với nhau tại O)  dẫn 
đến góc 060AOB   suy ra 060BAC    vận dụng công thức diện tích 

tam giác 01 . sin 60
2ABCS BA AC    dễ dàng tính được cạnh OA  suy 
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ra tọa độ điểm A. Đến đây thì ta viết phương trình AC (như hướng thứ 
nhất)  C = AC  d  

1    tọa độ C.            
► Hướng dẫn giải cách 1:  

*  Ta có 
1

2

2

( ; 3) ( 0)

( ; 3)

(c; 3)

A a a aA d
B d B b b
C d C c

   
  

  
 

 

 và 
1 1

2 2

( ; 3 3)

( ; 3 3)

(1; 3)

(1; 3)

AB b a b a

AC c a c a

u la vtcp cua d

u la vtcp cua d

   


  


 




  

*  Theo đề bài ta có: 
22

1 1

. 0 (1)

. 0 (2)

3 1 3. (3)
2 2 2ABC ABC

AB uAB d
AC d AC u

S S BA BC 

 
  
  

   
 
   
  

 . 

*  Từ (1)  3 3 0 4 2 0
2
ab a b a b a b 

             

*  Từ (2)  3 3 0 2 4 0 2c a c a c a c a                

*  Khi đó 

3 3;
2 2

3 3 3;
2 2

a aAB

a aBC

  
   

  


  
    
 

.  

 Từ (3)  
2 2 2 2

2 2 9 3 9 27. 3 3
4 4 4 4
a a a aBA BC

  
      

  
   

 Suy ra 4 21 1 1 , ( 0)
9 3 3

a a a do a        

 1 2; 1 , ; 2
3 3

A C    
     

   
 

*  Suy ra tâm 1 3;
22 3

I   
 
 

 và bán kính 1R IA    

  Vậy phương trình đường tròn (T) là 
2 21 3( ) : 1

22 3
T x y   
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► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Ta có 1 ( ; 3), ( 0)A d A a a a       

*  AC vuông góc với 1 : 3 0d x y   : 3 0AC x y m   .  

 Lại có AC qua A  : 3 4 0AC x y a    

 Ta có C = AC  d  
2  Tọa độ C là nghiệm của hệ  

 
23 0

2 ; 2 3
2 33 4 0

x ax y
C a a

y ax y a

    
    

    

 

*  AB vuông góc với 2 : 3 0d x y   : 3 0AB x y n      

 Lại có AB qua A  : 3 2 0AB x y a    

 Ta có B = AB  d  
2  Tọa độ B là nghiệm của hệ  

3 0 32 ;
2 233 2 0

2

axx y a aB
ax y a y


      

           


 

*  3 1 1 2. 3 ; 1 , ; 2
2 3 3 3ABCS AB BC a A C

   
          

   
  

*  Suy ra tâm 1 3;
22 3

I   
 
 

 và bán kính 1R IA    

  Vậy phương trình đường tròn (T) là 
2 21 3( ) : 1

22 3
T x y   

     
  

     

► Hướng dẫn giải cách 3: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
*  d  

1 và d  
2 cắt nhau tại O,  

 1 2
| 3. 3 1.1| 1cos( , )

23 1 3 1
d d 

 
 

  

 và tam giác OAB vuông tại B,  

 do đó   060AOB   060BAC  .                

*  Ta có 01 . .sin 60
2ABCS AB AC  
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0 0

2

3 ( .sin 60 )( .tan 60 )
3

3 3
8

OA OA

OA





. 

 Do 23 4
2 3ABCS OA      

*  Tọa độ A(x; y) với x > 0 thỏa mãn hệ 
2 2

3 0 1 ; 14 3
3

x y
A

x y

  
 

   
   



  

*  AC đi qua A và vuông góc với d  
2, suy ra : 3 3 4 0AC x y   .  

 Ta có C = AC  d  
2  Tọa độ C là nghiệm của hệ  

  
3 0 2 ; 2

33 3 4 0

x y
C

x y

    
   

   

  

*  Đường tròn (T) có đường kính AC, suy ra tâm 1 3;
22 3

I   
 
 

 và bán kính 

1R IA    

  Vậy phương trình đường tròn (T) là 
2 21 3( ) : 1

22 3
T x y   

     
  

     

■  Lời bình: Rõ ràng việc xác định được góc giữa hai đường thẳng d  
1 và d  

2 
đã tạo sự thuận lợi cho ta rất nhiều trong quá trình tính toán. Cách 1 tuy 
dài nhưng sẽ được nhiều bạn nghĩ đến, cách 2 đòi hỏi phải có một chút 
liều lĩnh và ở cách 3 là ở sự quan sát, liên hệ với các đối tượng hình học 
xung quanh một đối tượng đang tìm kiếm. Qua bài trên, chúng ta cũng 
đút rút cho mình một số kỹ năng như khi thấy bài toán có cho nhiều 
đường thẳng thì nên kiểm tra khoảng cách cũng như góc của chúng.        

 
CÂU 64 (CHÍNH THỨC – ĐH 

A2010 – PHẦN NÂNG CAO). 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho 
tam giác ABC cân tại A có đỉnh 
A(6; 6), đường thẳng đi qua trung 
điểm của cạnh AB và AC có 
phương trình là (d): x + y – 4 = 0. 
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Tìm tọa độ các đỉnh B và C biết 
điểm E(1; –3) nằm trên đường 
cao đi qua đỉnh C của tam giác đã 
cho. 

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Một câu hỏi đặt ra là đường thẳng MN mà đề bài cho và điểm E thuộc 

đường cao kẻ từ C gợi ý cho ta điều gì ?  
   + Thứ 1, đường thẳng MN trước hết là đường trung bình của ABC 

 MN // BC và MN  AH  viết được phương trình AH. Nếu gọi K là 
trung điểm MN  K cũng là trung điểm AH (hình vẽ)  điều này có 
nghĩa là ta đã viết được phương trình BC (Việc lập phương trình BC có ý 
nghĩa quan trọng trong quá trình tìm tọa độ B và C vì khi đó ta dễ dàng 
tham số hóa B (hoặc C) và kết hợp với trung điểm H tìm được để giảm số 
ẩn xuống thấp nhất (1 ẩn theo B)  vấn đề đặt ra ta cần thiết lập phương 
trình chứa tham số của B.   

   + Thứ 2, Điểm E thuộc đường cao kẻ từ C thì cũng để lộ “ yếu tố 
vuông góc” mà thôi  ta bắt đầu liên kết tọa độ của các điểm lại thì lúc 
này EC  AB  đó chính là phương trình mà ta đang cần tìm. Mời bạn 
đọc xem lời giải.      

► Hướng dẫn giải:  
*  Gọi H là trung điểm BC, K là trung điểm AH  
 Ta có AH  BC: x + y – 4 = 0  AH: x – y + m = 0 
  AH qua A(6; 6)  m = 0. Vậy AH: x – y = 0     
*  K = AH  MN  Tọa độ K là nghiệm của hệ  

  
4 0 2

(2;2) ( 2; 2)
0 2

x y x
K H

x y y
    

     
  

     

*  Đường thẳng BC đi qua H và BC // MN suy ra BC: x + y + 4 = 0. 
*  Ta có B  BC  ( ; 4 )B b b  . Do H là trung điểm BC  ( 4 ; )C b b          

*  Ta có EC  AB  . 0AB EC   (*) với 
( 6; 10 )

( 5 ; 3)

AB b b

EC b b

    


   

 . 

  Do đó  

 (*)  2 0
( 6)( 5 ) (10 )( 3) 0 6 0

6
b

b b b b b b
b


            
 

      

 Với b = 0  B(0; –4), C(–4; 0) 
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 Với b = –6  B(–6; 2), C(2; –6)    
  Vậy tọa độ điểm B và C cần tìm là  
  (0; 4), ( 4;0) hay ( 6;2), (2; 6)B C B C         

 
CÂU 65 (CHÍNH THỨC – ĐH B2010 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A có đỉnh C(–4; 1), 
phân giác trong góc A có phương trình x + y – 5 = 0. Viết phương trình 
đường thẳng BC, biết diện tích tam giác ABC bằng 24 và đỉnh A có 
hoành độ dương.  

► Hướng dẫn giải cách 1 (Sử dụng tính chất của đường phân giác):  
*  Gọi C’ là điểm đối xứng của C qua d, 

ta có C’  AB. Phương trình CC’:  
 x – y + m = 0 
  Do CC’ qua C(–4; 1)  m = 5.  
 Vậy CC’: x – y + 5 = 0. 
  Lại có H = CC’  d  
  Tọa độ H là nghiệm của hệ 

  
5 0

0;5
5 0

x y
H

x y
  


  

     

*  Mặt khác, H là trung điểm CC’ nên ta 
có '(4;9)C   

*  Vì A  d: x + y – 5 = 0  ( ;5 )A a a  và ta có 
( 4 ; 4 )

' (4 ;4 )

AC a a

AC a a

     


  

  

  Do ABC  A  AC’  AC  

  2. ' 0 2 32 0 4 (4;1) 8AC AC a a A AC                   

*  Lại có 124 . 6
2ABCS AB AC AB      

  Vì AB  Ox  7B A BAB y y y    . Do B, C nằm về hai phía của 

phân giác d nên B Ay y   

 Vậy tọa độ điểm (4;7)B . 
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*  Nên phương trình đường thẳng  

  4 1: :3 4 16 0
4 4 7 1
x yBC BC x y 

    
 

   

  Vậy phương trình đường BC cần tìm là : 3 4 16 0BC x y        

► Hướng dẫn giải cách 2 (Vẽ hình kèm hệ trục tọa độ) 

 
*  Vì ( 4;1)C   và góc 090CAB  , phân giac trong góc A là d: x + y – 5 = 0, 

x  
A > 0 nên đường thẳng AC phải tạo với d một góc 45o

   
  (4;1)A   AC = 8.          

*  Mặt khác 124 . 6
2ABCS AB AC AB      

*  Mặt khác AB  trục hoành nên B(4; 7)   
*  Nên phương trình đường thẳng  

  4 1: :3 4 16 0
4 4 7 1
x yBC BC x y 

    
 

   

  Vậy phương trình đường BC cần tìm là : 3 4 16 0BC x y        

► Hướng dẫn giải cách 3: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
*  Gọi D là điểm đối xứng của C(–4; 1) qua d: x + y – 5 = 0, suy ra tọa độ D 

thỏa mãn: 
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( 4) (y 1) 0
(4;9)4 1 5 0

2 2

x
Dx y

   


  
  



  

*  Điểm A thuộc đường tròn đường kính CD, nên tọa độ A thỏa mãn: 

2 2

5 0
(4;1) 0

( 5) 32 A

x y
A do x

x y
  

 
  

  

     Suy ra AC = 8  2 6ABCSAB
AC

   . B thuộc đường thẳng AD: x = 4  

  tọa độ B(4; y) thỏa mãn: 2( 1) 36 (4;7)hayB(4; 5)y B      

*  Do d là phân giác trong cua góc A nên AB  và AD  cùng hướng, suy ra 
B(4; 7) 

*  Nên phương trình đường thẳng  

  4 1: :3 4 16 0
4 4 7 1
x yBC BC x y 

    
 

   

  Vậy phương trình đường BC cần tìm là : 3 4 16 0BC x y        

 
CÂU 66 (CHÍNH THỨC – ĐH B2010 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho tọa độ điểm (2; 3)A  và elip (E):
2 2

1
3 2
x y

  . Gọi 

F  1 và F  2 là các tiêu điểm của (E), (F  1 có hoành độ âm); M là             
giao điểm có tung độ dương của đường thẳng AF  1 với (E), N là điểm 
đối xứng của F  2 qua M. Viết phương trình đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ANF  2.                    

☺Nhận xét và ý tưởng: 
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_  Để viết phương trình đường tròn đi qua ba điểm A, N, F  

2 chúng ta cần 
xác định tọa độ của điểm N ? (do đề bài đã cho ta tọa độ của điểm A và 
F  

2). Để tìm tọa độ điểm N ta dựa vào yếu tố M là trung điểm NF  
2    

  tìm được tọa độ M suy ra tọa độ N. Lại có M = AF  
1  (E) nên ta dễ 

dàng tìm được M. 
_  Đến đây nếu khéo léo ta có thể kiểm tra xem tam giác ANF  

2 có là tam 
giác đặc biệt ? (thông qua hai cách tính độ MA và so sánh với MF  

2 hoặc 
cũng có thể xét tích vô hướng giữa hai véctơ NA và AF  

2). Tuy nhiên nếu 
không phát hiện được thì bạn vẫn có thể lập được phương trình đường 
tròn đi qua 3 điểm trên thông qua dạng khai triển của đường tròn (C). 
Mời bạn đọc xem lời giải.                          

► Hướng dẫn giải:  

*  

2
2 2

2

2 2 2

33
( ) 1 2 2

3 2
1 1

aa
x yE b b

c a b c

  
 

      
     

 suy ra 1 2( 1;0), (1;0)F F   

*  Phương trình đường 1
1 1:

3 3 3
x y xAF y 

     

*  Xét phương trình hoành độ giao điểm giữa (E) và AF  
1 ta có: 

2 2 2
1 ( )

32 3. ( 1) 6 3 2 5 0 59 (ktm)
3

x tm
x x x x

x
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 Vậy 2 41; , 1;
3 3

M N   
   
   

  

*  Gọi dạng khai triển của đường tròn (C) cần tìm là: 
2 2 2 22 2 0, (R )x y mx ny p m n p          

 Theo đề bài ta có: 

2

16 81 2 0 13 3( )
2( ) 4 3 4 2 3 0
3(C) 1 2 0
1

nm p mN C
A C m n p n
F m p

p


     

 
  

          
        



  

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là (C):  

  2 2 42 1 0
3

x y x y      

*  Những cách khác để lập phương trình đường tròn khi tìm được tọa độ 
điểm N. 

 Xét 2
21; , ( 1; 3)
3

AN AF 
     
 

. Do 2 2. 0AN AF ANF A     

  Vậy đường tròn qua A, N, F  
2 là đường tròn đường kính NF  

2 có tâm M và 
bán kính R = MF  

2. 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là (C) : 
2

2 2 4( 1)
33

x y 
    

 
 

     (Hay ta cũng có thể làm theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

  Ta có 2
2
3

MA MF   và do N là điểm đối xứng của F  
2 qua M nên 

MF  
2 = MN 

  Suy ra 2MA MF MN    Do đó đường tròn ngoại tiếp tam giác ANF  
2 

chính là đường tròn tâm M, bán kính MF  
2. 

 Vậy phương trình đường tròn cần tìm là (C) : 
2

2 2 4( 1)
33

x y 
    

 
                

  Vậy phương trình đường tròn cần tìm là 
2

2 2 4( 1)
33

x y 
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CÂU 67 (CHÍNH THỨC – ĐH D2010 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh A(3; –7), trực tâm H(3; –1), 
tâm đường tròn ngoại tiếp là I(–2; 0). Xác định tọa độ đỉnh C, biết C có 
hoành độ dương. 

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Bài toán này có thể tiếp cận theo 2 hướng chính (hoặc kẻ thêm đường 

phụ, hoặc không kẻ thêm đường phụ). Cụ thể ta có các cách tiếp cận sau: 
   + Cách 1: (kẻ thêm đường phụ – kéo dài AH cắt (C) tại H’): Do đề bài 

cho A và I  nên ta viết   được phương trình đường tròn (C) có tâm I và 
bán kính R = IA  Khi đó H’ và A là giao điểm giữa AH và     (C). Điều 
đặc biệt là trung điểm HH’ thuộc đường thẳng BC  viết phương trình 
BC  B và C là giao điểm giữa BC và (C). 

  + Cách 2: (kẻ thêm đường phụ – kéo dài AI cắt (C) tại A’): tương tự 
cách 1, ta cũng tìm được tọa   độ A’. Ở đây nhận xét BHCA’ là hình bình 
hành (xem lại bổ đề chương 1)  trung điểm HA’ thuộc đường thẳng BC 
 viết phương trình đường thẳng BC  AH  B và C là giao điểm giữa 
BC và (C). 

  + Cách 3: (không kẻ thêm đường phụ – theo đáp án của Bộ GD&ĐT). 
Mời bạn đọc xem lời giải.          

► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Kéo dài AH cắt đường tròn (C) tâm I 

bán kính IA tại H’.  
 Dễ dàng chứng mình được góc HCH’ 

= góc BAH’. Mà góc BAH’ = góc 
BCH’ (góc nội tiếp cùng chắn một 
cung)  góc HCB = góc BCH’  

  BC là đường phân giác của góc 
HCH’ mà BC  HH’  

  Nên HCH’ cân tại C  BC là trung trực của HH’. BC  HH’ = M  
  M là trung điểm của HH’         

*  Đường tròn (C) có tâm I(–2; 0) và bán kính R = IA = 74   

  2 2( ) : ( 2) 74C x y       
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*  Đường thẳng AH có phương trình : 3 0AH x  .  
*  Ta có H’ và A là giao điểm giữa (C) và AH thỏa hệ  

  
2 2 3, 7( 2) 74

3, 73 0
x yx y
x yx

     
 

   
  

 Do A(3; –7) nên ta nhận H’(3;7). 
*  Đường thẳng BC có phương trình: : 3 0BC y   cắt đường tròn (C) tại 

hai điểm B và C thỏa hệ: 
2 2 65 2, 3( 2) 74

3 0 65 2, 3

x yx y
y x y

      
 

     

 

 Do C có hoành độ dương nên ta nhận ( 65 2;3)C    

  Vậy điểm tọa độ điểm C thỏa yêu cầu bài toán là ( 65 2;3)C       

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Đường tròn (C) có tâm I(–2; 0) và 

bán kính R = IA = 74   

  2 2( ) : ( 2) 74C x y       

* Gọi AA’ là đường kính.  

 Ta có 
'

'/ / (1)
CA AC

CA BH
BH AC





 

và 
'

'/ / (2)
BA AB

BA CH
CH AB





 

  Từ (1) và (2) suy ra BHCA’ là hình bình hành và gọi M là trung điểm BC 
 M cũng là trung điểm của HA’ 

 Ta có IM là đường trung bình của tam giác A’AH nên  

  1 ( 2;3)
2

IM AH M         

*  Phương trình đường thẳng BC qua M và vuông góc AH là y – 3 = 0. 
*  Tọa độ C thỏa mãn hệ phương trình  

  

2 2( 2) 74
2 653 0 ( 2 65;3)

30

x y
xy C

yx
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  Vậy điểm tọa độ điểm C thỏa yêu cầu bài toán là ( 65 2;3)C       

► Hướng dẫn giải cách 3:  
*  Đường tròn ngoại tiếp tam giác 

ABC có phương trình:  

 2 2( ) : ( 2) 74C x y    

*  Phương trình AH: x = 3 và BC  AH 
 BC: y = a ( 7)a    do BC không 
đi qua A.    

*  Do đó hoành độ B, C thỏa phương 
trình: 2 2( 2) 74x a    

 2 24 70 0 (1)x x a       
*  Phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt, trong đó có ít nhất một nghiệm 

dương khi và chỉ khi | a | 70 . 
*  Do C có hoành độ dương nên ta có:  

  2( 2 74 , )B a a    và 2( 2 74 , )C a a   . 
*  AH  BC  

   2 2. 0 74 5 74 5 ( 7)( 1 ) 0AH BC a a a a              

 2 7 ( )
4 21 0

3 ( )
a ktm

a a
a tm
 

     


  

  Vậy điểm tọa độ điểm C thỏa yêu cầu bài toán là ( 65 2;3)C       

■ Lời bình: Có thể thấy lời giải của Bộ GD&ĐT đậm chất “đại số hóa hình học”. 
Điều này không có gì là không tốt nhưng nó sẽ làm mất đi một phần nào đó ý 
nghĩa hình học mà bài toán mang lại. Con đường giải quyết bài toán hình học 
dựa trên công cụ đại số không phát triển về tư duy và óc thẩm mĩ của học sinh 
mà chỉ đơn giản rèn luyện và phát huy những kỹ năng mạnh của đại số. Với 
hình học, thì kĩ năng kẻ đường phụ là cực kì quan trọng. Nếu có một nền tảng 
vững chắc khi bắt đầu học về hình học thì bài toán này không quá khó để chúng 
ta phải giải quyết. Nhưng làm sao để nghĩ ra việc phải kẻ những đường phụ đó 
lại là vấn đề cần được quan tâm. Liệu chăng vấn đề dạy và học chỉ là nhồi nhét 
những kiến thức phục vụ cho kì thi hay phát triển năng lực của học sinh trước 
việc giải quyết một bài toán ? 
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CÂU 68 (CHÍNH THỨC – ĐH D2010 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 
phẳng tọa độ Oxy, cho tọa độ điểm A(0; 2) và  là đường thẳng đi qua O. Gọi 
H là hình chiếu vuông góc của A trên . Viết phương trình đường thẳng , 
biết khoảng cách từ H đến trục hoành bằng AH.     

☺Nhận xét và ý tưởng: 
_  Đây có thể coi là một trong những câu 

Oxy “khó nhất” mà khối D đã từng ra 
thi. Bài toán này có thể tiếp cận theo 
nhiều hướng khác nhau như xuất phát 
điểm là việc tìm toa độ điểm H (tính độ 
dài, tính góc, đặt ẩn giải hệ) hoặc xuất 
phát từ việc gọi dạng của đường thẳng 
 (do  đã đi qua gốc tọa độ O). 

   + Hướng thứ 1: (sử dụng khoảng cách) Ở đây ta gọi H(a; b)  2 ẩn nên 
chắc chắn cần 2 phương trình  pt (1) đó là AH  OH, pt (2) đó là                  
AH = d[H;Ox]  giải hệ trên tìm được tọa độ H . 

   + Hướng thứ 2: (sử dụng kỹ thuật dùng góc) ở đây ta thấy góc HOM = góc 

HAO  sin HMHOM
OH

  và sin OHHAO
AO

   
2

2
OH HM AH  kết 

hợp 2 2 2 4AH OH OA     tính được   hết độ dài các cạnh  suy ra tọa 
độ của điểm H. 

   + Hướng thứ 3: (gọi dạng hệ số góc k của đường  ). Ta có thể nhận xét 
nhanh nếu   Ox hay đường   Oy đều không thỏa mãn  : y = kx  viết 
phương trình AH    tìm tọa độ H =   AH. Cuối cùng là việc sử dụng 
d[H; Ox] = AH  giải phương trình tìm k  suy ra đường thẳng .                  

   + Hướng thứ 4: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT): tương tự như hướng thứ 1, 
cách giải gọi H(a; b) và thiết lập 2 phương trình 2 ẩn để giải  trong đó H  
đường tròn đường kính OA và d[H;Ox] = AH.  Mời bạn đọc xem lời giải.                  

► Hướng dẫn giải cách 1: 

*  Gọi ( ; )H a b  là hình chiếu của A xuống . Ta có ( ; 2), ( ; )AH a b OH a b   .    

*  Do giả thiết ta có: 
2

2 2

( 2) 0. 0
[ ;Ox] ( 2) | |

a b bAH OH
AH d H a b b
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2 2 2 2

2 2 2 2

2

2

2 2

( 2) 2 4 0

1 5 8 4 5 ( )

1 5 8 4 5 ( )

a b b a b b

a b b b b

b a tm

b a ktm

     
  

      

       
 

       

  

 Do đó:    4 5 8; 1 5 4 5 8; 1 5H hay H         

*  Vậy phương trình đường thẳng  là:  5 1 4 5 8 0x y        

  Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là 
2 2 5

2
y x
    

► Hướng dẫn giải cách 2: Gọi M là hình chiếu của H lên trục hoành. 
*  Ta có góc HOM = góc HAO nên  

 
2 2

sin sin
2

OH HM OH OHHOM HAO HM AH
OA OH OA

         

*  Mặt khác AHO  H có 2 2 2 4, ( 0)AH OH OA AH      

 
2

2

1 5 ( )2 4 0
1 5 (ktm)

2 2 2 5

AH tmAH AH
AH

OH HM

   
    
   

    

     

*  Lại có OHM  M  

  2 2 2 2 2 5 6 2 5 8 4 5 8 4 5OM OH HM OM                    

 Do đó:    4 5 8; 1 5 4 5 8; 1 5H hay H         

*  Vậy phương trình đường thẳng  là:  5 1 4 5 8 0x y        

  Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là 
2 2 5

2
y x
    

► Hướng dẫn giải cách 3:  
*  Giả sử   Ox  H  A: không thỏa mãn AH = d[H; Ox]      
*  Gỉả sử   Oy  H  O: không thỏa mãn AH = d[H; Ox]      
*  Phương trình đường thẳng  có dạng y = kx ( 0k  ).  

402  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 520 

  Ta có AH   và AH qua A  
1: 2AH y x

k


        

*  Ta có H = AH    Tọa độ H là nghiệm của hệ  

  
2 2

2 2 2

2

2
1 2 2;1 2 2 1 1
1

kxy kx
k k kH

y x k k kyk
k

 
    

            
  

  

*  Mặt khác AH = d[H; Ox]  

 
22 2 2

4 2
2 2 2
2 2 22 1 0

1 1 1
k k k k k

k k k

  
                

   

 

2

2

1 5 ( ) 2 2 52
21 5 0 (k )

2

k tm
k

k tm

 



   
 

 


  

  Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là 
2 2 5

2
y x
    

► Hướng dẫn giải cách 4: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
*  Gọi tọa độ H là (a; b).  

 Ta có 2 2 2( 2)AH a b    và 2 2 2[ ; ] | | ( 2) (1)d H Ox b a b b       

 Mặt khác do H thuộc đường tròn đường kính OA, nên 2 2( 2) 1 (2)a b     

*  Từ (1), (2), ta có 
2

2 2

4 4 0

2 0

a b

a b b

   


  

    

 Suy ra    4 5 8; 1 5 4 5 8; 1 5H hay H         

  Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là 
2 2 5

2
y x
    

 
CÂU 69 (CHÍNH THỨC – ĐH A2011 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng 

tọa độ Oxy, cho đường thẳng : x + y + 2 = 0 và đường tròn 
(C): 2 2 4 2 0x y x y    . Gọi I là tâm của (C), M là điểm thuộc . Qua M 
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kẻ các tiếp tuyến MA và MB đến (C) (A và B là các tiếp điểm).  Tìm tọa độ 
điểm M, biết tứ giác MAIB có diện tích bằng 10.          

☺Nhận xét và ý tưởng:  

 
_  Nhận xét: M  d  tham số hóa điểm M theo d  1 ẩn nên cần 1 phương trình. 
_  Phương trình đó chắc chắn ta phải khai thác từ dữ kiện S  

MAIB = 10 = 2S  
IAM  

  AM = ?  IM = ? 
_  Lưu ý: Với một số bài toán cho các khối hình tứ giác phức tạp, thậm chí là các 

hình tứ giác quen thuộc (hình thang, hình bình hành, hình thoi,...) mà ta “bất 
chợt quên” mất công thức của nó thì cách tốt nhất là “chia” các khối hình đó về 
“tam giác con”. Mời bạn đọc xem lời giải.             

► Hướng dẫn giải : 
*  Ta có M  d: x + y + 2 = 0  ( ; 2 )M m m       

*  Đường tròn (C) có tâm I(2; 1) và bán kính IA = IB = R = 5 .  
*  Tứ giác MAIB có góc MAI = góc MBI = 90o

  và MA = MB  

 Suy ra . 2 5MAIBS IA MA MA    

  Mặt khác, IAM  A có 2 2 2 25IM IA AM    (*) với ( 2; 3)IM m m              

*  Do đó 2 2 2 2
(*) ( 2) ( 3) 25 6 0

3
m

m m m m
m


          

 
  

 Vậy ta có (2; 4) ( 3;1)M hay M    

  Vậy tọa độ điểm M thỏa yêu cầu bài toán là (2; 4) ( 3;1)M hay M     
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CÂU 70 (CHÍNH THỨC – ĐH A2011 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho elip (E):
2 2

1
4 1
x y

  . Tìm tọa độ các điểm A và B 

thuộc (E), có hoành độ dương sao cho tam giác OAB cân tại O và có diện tích 
lớn nhất. 

☺Nhận xét và ý tưởng: 

 
_  Việc xác định tọa độ A và B sao cho OAB có diện tích lớn nhất  ta có thể 

biểu diễn công thức tính   diện tích tam giác theo một ẩn số nào đó ?  sử dụng 
phương pháp hàm số hoặc vận dụng các bất đẳng thức Cauchy, bất đẳng thức 
hình học để giải. Mời bạn đọc xem lời giải.      

► Hướng dẫn giải :  
*  Do A và B đối xứng qua trục hoành. Ta gọi  

  
2 2

; 1 ( ) ; 1
4 4
a aA a E B a

   
       

   
   

 (a > 0) 

 Suy ra: 2| 2 | 4AB y a     
*  Gọi H là trung điểm AB thì H(a; 0) và OH  AB    

*  Ta có 
2 2

21 1 4. 4 1
2 2 4OAB

a aS OH AB a a

 
       

 Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 24 2a a a      

      Suy ra 
2 2 2 22; , 2; 2; , 2;

2 2 2 2
A B hay A B
        
              
       

 

*  Chú ý nếu không áp dụng bất đẳng thức Cauchy. Ta có thể dùng phương pháp 
khảo sát hàm số để tìm giá trị lớn nhất của S  

OAB. 
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 Đặt 2 2 2 4 21 1( ) ( ) (4 )
4 4OABf a S a a a a


     .  

 Tập xác định D = (0; + ) do a > 0. 

 Khi đó 3'( ) 2f a a a   . Xét 

0

'( ) 0 2

2

a

f a a

a




  


 

 

 Do a > 0 nên ta nhận 2a  .  

 Khi đó dựa vào bảng biến thiên ta có max f(a) = 1  2a    

      Suy ra 
2 2 2 22; , 2; 2; , 2;

2 2 2 2
A B hay A B
        
              
       

 

  Vậy tọa độ điểm A và B cần tìm là  

  
2 2 2 22; , 2; 2; , 2;

2 2 2 2
A B hay A B
        
              
       

     

 
CÂU 71 (CHÍNH THỨC – ĐH B2011 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng 

tọa độ Oxy, cho đường   thẳng : x – y – 4 = 0 và d: 2x – y – 2 = 0. Tìm tọa độ 
điểm N thuộc đường thẳng d sao cho đường thẳng   ON cắt đường thẳng  
tại điểm M thỏa mãn OM.ON = 8.    

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Để xác định tọa độ điểm M và N 

trong đề bài ta có thể M  , N  d 
 2 ẩn nên cần 2 phương trình  pt 
(1) chính là OM.ON = 8, pt (2) 
chính là O, M, N thẳng hàng. Tuy 
nhiên cần chú ý việc giải một 
phương trình bậc cao đòi hỏi ở 
người giải những kỹ năng đại số 
nhất định. Mời bạn đọc cùng xem 
lời giải.       

► Hướng dẫn giải :  
*  Gọi ( ; 4)M m m    và ( ;2 2)N n n d    

*  Ta có O, M, N thẳng hàng  
4

0
2 2

m m
n n
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2(2 2) ( 4) 2 4

4
mm n n m mn m n n

m
         


  

*  Do đó 
 ; 4

2 2( 4);
4 4

OM m m
m mON

m m

  

  

  
  

  

*  Mặt khác 2 2. 8 . 64OM ON OM ON    

 
2 2

2 2
2 2

4 4( 4)( 4) 64
( 4) ( 4)

m mm m
m m

 
          

  

 

2 2 2

2 2

2 2

(2 8 16) [4( 4)]

2 8 16 4( 4) 2 12 0
2 8 16 4( 4) 2 4 32 0( )

m m m

m m m m m
m m m m m vn

    

      
  

        

  

 0 6m hay m    

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là:  

  1 1 2 1
6 2(0; 4), (0; 2) (6;2), ;
5 5

M N hay M N  
   

 
   

 
CÂU 72 (CHÍNH THỨC – ĐH B2011 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh
1 ;1
2

B  
 
 

. Đường tròn nội tiếp 

tam giác ABC tiếp xúc với các cạnh BC, CA, AB tương ứng tại các điểm D, E, 
F. Cho D(3; 1) và đường thẳng EF có phương trình 3 0y   . Tìm tọa độ 
đỉnh A, biết A có tung độ dương.   

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Việc phát hiện một tính chất hình 

học ẩn sau trong một bài toán là 
điều rất quan trọng vì nó góp 
phần cho ta “manh mối” để tìm 
cho ra câu trả lời mà ta đang 
muốn tìm. Ở đây theo phản xạ tự 
nhiên chắc chắn chúng     ta sẽ 
“lập phương trình đường BC. 
Nhưng trong quá trình lập đó ta 
phát hiện BC // EF  điều này 
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dẫn đến   ABC là tam giác cân 
tại A. 

_  Mọi chuyện gần như sáng sủa hơn rất hơn nhiều vì khi đó ta có thể  viết 
phương trình AD  EF và AD qua D. Đồng thời do tính chất của đường tròn nội 
tiếp tam giác nên BE = BD  tìm tọa độ điểm E  viết phương trình AB và 
kết hơp AB  AD  tọa độ điểm A. Mời bạn đọc xem lời giải.            

► Hướng dẫn giải cách 1: 

*  BC qua 
1 ;1
2

B  
 
 

 có véctơ chỉ phương 
5 ;0
2

BD  
  
 

 suy ra BC: y – 1 = 0 

  Mà phương trình EF: y – 3 =0 do đó BC // EF nên ABC cân tại A. 
*  Gọi  ;3E m EF .  

 Ta có 
2 2

2 2 225 1 1 94
14 2 2 4

m
BD BE m m

m
   

            
     

  

      Vậy 1 2(2;3) hay ( 1;3)E E   và do BC // y’Oy nên AD // x’Ox  3A Dx x    

*  AB qua B có vtcp  1
3 1;2 3;4
2 2

BE  
  
 

.  

 Phương trình 1
2 3: 4 3 1 0

3 4
x yBE x y 

       

  A  AB : 
133
3A Ax y   (nhận vì thỏa yêu cầu bài toán) 

*  AB qua B có vtcp  2
3 1;2 3;4

2 2
BE  

   
 

.  

 Phương trình 1
2 3: 4 3 5 0

3 4
x yBE x y 

    


  

  A  AB : 
73

3A Ax y 
   (nhận vì thỏa yêu cầu bài toán) 

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là: 
133;
3

A 
 
 

   

► Hướng dẫn giải cách 2: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

*  BC qua 
1 ;1
2

B  
 
 

 có véctơ chỉ phương 
5 ;0
2

BD  
  
 

 suy ra BC: y – 1 = 0 

  Mà phương trình EF: y – 3 =0 do đó BC // EF nên ABC cân tại A  
  AD  BC  
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  Nên : 0AD x m  . AD qua D(3; 1)  m = – 3. Vậy : 3 0AD x     

*  F có tọa độ dạng ( ;3)F t . Ta có: 
2

2 2 225 1 4
14 2

t
BD BF t

t
 

       
   

 

*  Với t = –1  ( 1;3)F  ; suy ra đường BF có phương trình : 4 3 5 0BF x y     
  Khi đó A = BF  AD  Tọa độ A là nghiệm của hệ:  

  
33 0

74 3 5 0 ( )
3

xx
x y y ktm


  

  
    



Do A có tung độ dương.  

*  Với t = 2  (2;3)F  ; suy ra đường BF có phương trình : 4 3 1 0BF x y     
  Khi đó A = BF  AD  Tọa độ A là nghiệm của hệ:  

  
33 0

134 3 1 0 ( )
3

xx
x y y tm


  

 
    



 

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là: 
133;
3

A 
 
 

   

 
CÂU 73 (CHÍNH THỨC – ĐH D2011 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng 

tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có đỉnh B(–4; 1), trọng tâm G(1; 1) và đường 
thẳng chứa phân giác trong của góc A có phương trình x – y – 1 = 0. tìm tọa 
độ các đỉnh A và C.  

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Giữa hai tọa độ cần tìm là 

A và C thì tọa độ điểm A 
có nhiều lợi thế hơn cả do 
A thuộc phân giác trong kẻ 
từ A. Và nếu tìm được tọa 
độ điểm A ta gần như chắc 
chắn tìm được tọa độ điểm 
C (thông qua công thức 
trọng tâm G). 

_  Vấn đề đặt ra là tìm tọa độ điểm A như thế nào ?  A  d: x – y – 1 = 0  viết 
thêm một phương trình   đường thẳng nữa  Ở đây ta chọn AC do AC có trung 
điểm N thỏa 3BG = 2BN và đồng thời nhờ tính chất “phân giác” nên ta tìm 
thêm được điểm mới M (Bạn đọc có thể xem lại dạng toán này ở phần chủ đề 
2.1, 2.2 chương 2).  
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► Hướng dẫn giải:  
*  Gọi H là hình chiếu vuông góc của B lên d: x – y – 1 = 0 và M là điểm đối xứng 

của B qua phân giác d. (M  AC). Ta có BM  d: x – y – 1 = 0  
  : 0BM x y m   . BM qua B(–4; 1)  m = 3. 

 Vậy : 3 0BM x y     
*  Ta có H = BM  d  tọa độ H là nghiệm của hệ  

  
1 0 1

( 1; 2)
3 0 2

x y x
H

x y y
     

    
     

 

 Mặt khác H là trung điểm BM nên ta có (2; 5)M    

*  Gọi N là trung điểm AC nên ta có :  

  
75 2( 1) 72 ;12

0 2( 1) 21

N N

N
N

x x
BG GN N

y y

 
     

      
     

  

*  AC qua M(2 ;–5) có vtcp  
3 3;6 1;4
2 2

MN  
  
 

 có dạng là  

 
2 5: 4 13 0

1 4
x yAC x y 

       

  Lại có A = AC  d  tọa độ A là nghiệm của hệ  

  
4 13 0 4

(4;3)
1 0 3

x y x
A

x y y
    

  
    

 

  Ta có N là trung điểm AC  (3; 1)C    

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là : (4;3), (3; 1)A C    

 
CÂU 74 (CHÍNH THỨC – ĐH D2011 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho tọa độ điểm A(1; 0) và đường tròn (C): 
2 2 2 4 5 0x y x y     . Viết phương trình đường thẳng  cắt (C) tại điểm 

M và N sao cho tam giác AMN vuông cân tại A.         
☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Do AMN vuông cân tại A nên 

ta có AI  MN  dạng phương 
trình của đường MN // Ox. Đến 
đây ta   có 2 hướng tiếp cận: 
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  + Hướng thứ 1: Đó là vận 
dụng bài toán cắt giữa đường 
thẳng và đường tròn tạo thành 
dây cung với   cách thiết lập 

 
2

2 2 2[ ; ]
4

MNd I MN MA R  

 + Hướng thứ 2: Đó là thay 
phương trình đường thẳng        
y = f(x) vào phương trình 
đường tròn (C) và biện luận m 
theo yêu cầu bài toán. 

► Hướng dẫn giải cách 1:  

*  Đường tròn (C) có tâm I(1; –2) và bán kính 10R  . Vì A và I đều đồng thời 

cách đều M và N nên     MN  AI và (0; 2)AI    nên phương trình MN có 
dạng y = t (t  R)     

*  Ta có 2 [ ; ] 2 | |MN d A MN b   và [ ; ] | 2 |d I MN b    

*  Mặt khác  
2

2 2 2 2[ ; ] 2 3 0
4

MNd I MN MA R b b        

 Suy ra b = 1 hay b = –3. 

  Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 1 3y hay y     

► Hướng dẫn giải cách 2: (Theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

*  Đường tròn (C) có tâm I(1; –2) và bán kính 10R  .  
*  Ta có IM = IN và AM = AN  AI  MN   có dạng y = m.      
*  Hoành độ M, N là nghiệm của phương trình: 

2 22 4 5 0 (1)x x m m       

 (1) có hai nghiệm phân biệt 1 2,x x  khi và chỉ khi: 2 4 6 0(*)m m   . 

 Khi đó giả sử 1( ; )M x m  và 2( ; )N x m    

*  Ta có . 0AM AN AM AN    

 2 2
1 2 1 2 1 2( 1)( 1) 0 ( ) 1 0 (2)x x m x x x x m            

 Theo hệ thức Vi–et của phương trình (1) ta có 
1 2

2
1 2

2

. 4 5

bx x
a

cx x m m
a
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 Do đó 2 1
(2) 2 4 6 0

3
m

m m
m


     

 
 thỏa mãn (*). 

  Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là 1 3y hay y     

■  Lời bình: Thoạt nhìn ta cứ tưởng cách giải 1 là ngắn nhưng có thể đã để hở một 
số điều kiện đó chính là A, M, N không được thẳng hàng. Ở cách giải 2 của Bộ 
chặt chẽ về mặt điều kiện và dễ dàng tiếp cận hơn với cách giải thiên về hình 
học của của cách giải 1. 

 
CÂU 75 (CHÍNH THỨC – CĐ 2011 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng tọa 

độ Oxy, cho đường thẳng d: x + y + 3 = 0. Viết phương trình đường thẳng đi 
qua điểm A(2; –4) và tạo với đường thẳng d một góc bằng 45o

 .    
► Hướng dẫn giải :  
*  Phương trình đường thẳng  qua A(2; –4) có vécto pháp tuyến  

  2 2( ; ) ( 0)n a b a b    là: 

( 2) ( 4) 0a x b y      

*  Đường thẳng d có ve1cto pháp tuyến là (1;1)u    

 Do đó 
2 2

| . | | |cos( ; ) | cos( ; ) |
| | . | | 2

n u a bd n u
n u a b


   


  

 Theo đề bài ta có 
2 2

0| |cos( ; ) cos 45 0
02

aa bd ab
ba b




      
 

 

*  Với a = 0, do 2 2 0a b  nên ta chọn b = 1. Khi đó 1 : 4 0y           

*  Với b = 0, do 2 2 0a b  nên ta chọn a = 1. Khi đó 2 : 2 0x           

  Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là: 1 2: 4 0 : 2 0y hay x         

 
CÂU 76 (CHÍNH THỨC – CĐ 2011 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt phẳng tọa 

độ Oxy, cho tam giác ABC có phương trình các cạnh là AB: x + 3y – 7 = 0,     
BC: 4x + 5y – 7 = 0, CA: 3x + 2y – 7 = 0. Viết phương trình đường cao kẻ từ 
đỉnh A của tam giác ABC. 

► Hướng dẫn giải :  
*  A = AB  AC  
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  Tọa độ A là nghiệm của hệ 
3 7 0

3 2 7 0

1
(1;2)

2

x y
x y

x
A

y

  


  


 



   

*  Gọi d là đường cao kẻ từ A, 
ta có d  BC  

  d: 5x – 4y + m = 0  
  Mặt khác d qua A(1; 2)  m = 3.       

  Vậy phương trình đường thẳng cần tìm là : 5 4 3 0d x y       

 
CÂU 77 (CHÍNH THỨC – ĐH 

A2012 – PHẦN CƠ BẢN). 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 
cho hình vuông ABCD. Gọi M 
là trung điểm của cạnh BC, N là 
điểm trên cạnh CD sao cho 

2CN ND . Giả sử tọa độ điểm 
11 1;
2 2

M  
 
 

và đường thẳng AN 

có phương trình 2x – y – 3 = 0. 
Tìm tọa độ điểm A.   

 
☺Nhận xét và ý tưởng:  
  Một lợi thế cực lớn của bài này đó chính là A  AN  ta có thể tham số tọa độ 

A theo đường AN. Tuy nhiên việc tìm được phương trình còn lại liên hệ với 
tham số của A thì không dễ chút nào. Thử liệt kê lại các   dữ kiện đã cho trong 
bài ta có: phương trình AN ? trung điểm M và N  CD sao cho CN = 2ND.  

  Từ đây ta có thể đề nghị các hướng giải sau: 
   + Hướng thứ 1: (xét điểm A trong sự tương giao giữa AM và AN) nghĩa là 

ta cần tìm véctơ pháp     tuyến của AM  gợi lên nhu cầu tính góc AMN = ? 
Do xét thấy AMN không là tam giác đặc biệt nên ta   sẽ phải vận dụng định lý 
hàm số cosin  do vậy ta bắt buộc đặt 1 cạnh của hình vuông là số đo chưa biết 
(ví dụ AB = a > 0) và tìm cách tính các cạnh AM, MN, NA theo a ?    

   + Hướng thứ 2: (liên hệ tọa độ A và M)  nghĩa là ta cần tính độ dài AM =? 
 Ở đây ta có thể đặt cạnh AB = a > 0 và liên hệ giữa “điểm và đường” tạo nên 
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khoảng cách, gọi H là hình chiếu của M lên AN  biểu diễn cạnh a theo độ dài 
MH đó. 

  + Hướng thứ 3: (sử dụng kỹ thuật kẻ đường phụ – theo đáp án của Bộ 
GD&ĐT). Mời bạn đọc xem lời giải.     

► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Đặt AB = a > 0  

 
2, ,

3 3 2
a a aND NC MB MC     (vì ABCD là hình vuông) 

*  Áp dụng định lý Pytago ta có: 

2 2
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

5
4 4

10
9 9

4 40
9 4 9

a aAM AB BM a

a aAN AD DN a

a a aMN NC CM


    




    



    


  

*  Áp dụng định lý hàm số cosin trong tam giác AMN ta có: 
2 2 2 2cos
2 . 2

AM AN MNMAN
AM AN
 

     

 Mặt khác, gọi 2 2
1 1 1 1 1( ; ) ( 0)n a b a b   là vtpt của AM và ta có vtpt AN là 

2 (2; 1)n    nên: 

 1 1
1 2 2 2 2 2

1 1

| 2 | 2cos | cos( , ) |
22 1

a bMAN n n
a b


   

 
 

 2 2
1 1 1 13 8 3 0a a b b     (*) 

*  Với b  
1 = 0 thì (*)  a  

1 = 0 (không thỏa 2 2
1 1 0a b  ).  

 Với 1 0b  , ta chọn 1 3b  thì (*) 
1

9
a
a
 

 


     

*  TH1: với 1 ( 1;3)n    ta có phương trình AM qua 
11 1;
2 2

M  
 
 

 là 

3 4 0x y      
  Lại có A = AM  AN  

  Tọa độ A là nghiệm của hệ 
3 4 0 1

(1; 1)
2 3 0 1
x y x

A
x y y
    

   
     

   

402  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 532 

*  TH2: với 1 (3;1)n   ta có phương trình AM qua 
11 1;
2 2

M  
 
 

 là 

3 17 0x y      
  Lại có A = AM  AN  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

  
3 17 0 4

(4;5)
2 3 0 5
x y x

A
x y y
    

  
    

   

  Vậy tọa độ điểm A thỏa yêu cầu bài toán là (1; 1) (4;5)A hay A     

► Hướng dẫn giải cách 2:  

 

*  Đặt AB = a > 0 
2, ,

3 3 2
a a aND NC MB MC     (vì ABCD là hình 

vuông) 

*  Áp dụng định lý Pytago ta có: 

2 2
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

5
4 4

10
9 9

4 25
9 4 36

a aAM AB BM a

a aAN AD DN a

a a aMN NC CM


    




    



    


  

*  Áp dụng định lý hàm số cosin trong tam giác AMN ta có: 

 

2 2 2

2

5cos
2 . 5

2sin 1 cos
5

AM MN ANAMN
AM MN

AMN AMN

 
  

     

 

*  Ta có 
1 1[ ; ]. . .sin
2 2AMNS d M AN AN AM MN AMN     
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1|11 3 | 10 5 22 .
3 65 5

a aAM
 

    

  Suy ra 2 45
2

AM  (1).  

 Mặt khác A  AN: 2x – y – 3 = 0  A(t; 2t – 3) và 
11 7;2
2 2

MA t t 
   
 

     

*  Do đó  

 
2 2

2 1 (1; 1)11 7 45(1) 2 5 4 0
4 (4;5)2 2 2

t A
t t t t

t A
     

             
     

    

  Vậy tọa độ điểm A thỏa yêu cầu bài toán là (1; 1) (4;5)A hay A     

►  Hướng dẫn giải cách 3: (theo đáp án của 
Bộ GD&ĐT – kỹ thuật kẻ đường phụ) 

*  Gọi H là giao điểm của AN và BD. Kẻ 
đưởng thẳng qua H và song song với AB, 
cắt AD và BC lần   lượt tại P và Q. Đặt 

, 3 , 3HP x PD x AP x HQ x     .    

*  Ta có CQ x MQ x   . Do đó 
AHP HMQ    suy ra AH HM . 

Mặt khác AH = HM 

  Suy ra AHM vuông cân tại H  
3 102 2 [ ; ]

2
AM MH d M AN        

*  A(t; 2t – 3) và 
11 7;2
2 2

MA t t 
   
 

     

*  Do đó  

 
2 2

2 1 (1; 1)11 7 45(1) 2 5 4 0
4 (4;5)2 2 2

t A
t t t t

t A
     

             
     

    

  Vậy tọa độ điểm A thỏa yêu cầu bài toán là (1; 1) (4;5)A hay A     

 
CÂU 78 (CHÍNH THỨC – ĐH A2012 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho đương tròn (C): 2 2 8x y  . Viết phương trình chính 
tắc của elip (E), biết rằng (E) có độ dài trục lớn bằng 8 và (E) cắt (C) tại bốn 
điểm tạo thành bốn đỉnh của một hình vuông.        
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► Hướng dẫn giải :  

 

*  Gọi phương trình chính tắc của (E) có dạng là 
2 2

2 2 1x y
a b

   với a > b > 0   

*  Theo đề bài ta có độ dài trục lớn bằng 8  2a = 8  a = 4    
*  Do (E) và (C) cùng nhận Ox và Oy làm trục đối xứng và các giao điểm là các 

đỉnh của hình vuông nên (E) và (C) có một giao điểm dạng A(t; t) (t > 0).  
*  A  (C)  2 2 28 4 2 (2;2)t t t t A        

*  Mặt khác A  (E)  2
2

4 4 161
16 3

b
b

      

  Vậy phương trình chính tắc của elip (E) là 
2 2

( ) : 11616
3

x yE     

 
CÂU 79 (CHÍNH THỨC – ĐH B2012 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng 

tọa độ Oxy, cho các đường tròn 2 2 2 2
1 2( ) : 4, ( ) : 12 18 0C x y C x y x       

và đường thẳng d: 4 0x y   . Viết phương trình đường tròn có tâm thuộc 
(C  

2), tiếp xúc với d và cắt (C  
1) tại hai điểm phân biệt A và B sao cho AB 

vuông góc với d.                           
☺Nhận xét và ý tưởng:  
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_  Muốn viết phương trình đường tròn ta cần xác định tâm I  tâm IO   trước 
đó ta lập phương trình IO đi qua O và vuông góc AB (tính chất đường nối tâm) 
hay song song với d)   

_  Kết hợp với dữ kiện I  (C  
2)  giải tìm tọa độ tâm I  

_  Đến đây ta chỉ cần xác định bán kính R dựa vào điều kiện tiếp xúc giữa d và (C  
1).                     

► Hướng dẫn giải:  
*  Gọi I là tâm đường tròn (C) cần tìm. Đường tròn (C  

1) có tâm O(0; 0). 

 

*  Vì / /
OI AB

OI d
AB d


 


 phương trình OI: x – y + m = 0 ( 4m  ). Mà OI 

qua O  m = 0 

 Vậy phương trình đường OI là : 0OI x y      

*  Mặt khác I  OI  I(t; t) và đồng thời I  (C  
2)  

  2 2 12 18 0 3 (3;3)t t t t I                 

*  Do (C) tiếp xúc với d nên ta có 
| 3 3 4 |[ ;d] R 2 2

2
d I R R 

       

  Vậy phương trình đường tròn cần tìm là: 2 2( ) : ( 3) ( 3) 8C x y         

 
CÂU 80 (CHÍNH THỨC – ĐH B2012 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho hình thoi ABCD có AC = 2BD và đường tròn tiếp xúc 
với các cạnh của hình thoi có phương trình 2 2 4x y  . Viết phương trình 
chính tắc của elip (E) đi qua các đỉnh A, B, C, D của hình thoi biết A thuộc Ox.        

► Hướng dẫn giải:  
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*  Gỉa sử phương trình chính tắc của (E) là 
2 2

2 2 1x y
a b

   với a > b > 0    

*  Hình thoi ABCD có AC = 2BD và A, B, C, D thuộc (E) suy ra OA = 2OB 

*  Không mất tính tổng quát, ta có thể xem A(a ; 0) và ( ;0), 0;
2
aA a B  

 
 

. Gọi H 

là hình chiếu vuông góc của O trên AB. Suy ra OH là bán kính đường tròn (C)  

*  Ta có 2
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 4 20
4

a
OH OA OB a a

         

 Do đó 2 5b    

  Vậy phương trình chính tắc của elip (E) là 
2 2

( ) : 1
20 5
x yE     

CÂU 81 (CHÍNH THỨC – ĐH D2012 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng 
tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD. Các đường thẳng AC và AD lần lượt 
có phương trình là x + 3y = 0 và x – y + 4 = 0, đường     thẳng BD đi qua 

điểm
1;1

3
M  
 
 

. Tìm tọa độ các đỉnh của hình chữ nhật ABCD. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Đầu tiên, không quá khó để ta tìm 

tọa độ điểm A vì A = AC  AD 
 câu hỏi lúc này ta nên tọa độ 
các điểm cần tìm rồi lập số 
phương trình tương ứng hay tìm 
thêm các phương trình đường 
thẳng mới, điểm mới   ?  Điều 
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này dẫn đến các hướng giải quyết 
bài toán như sau: 

   + Hướng thứ 1: AB qua A và AB  AD  viết phương trình AB  tham 
số hóa các điểm B  AB, D  AD  biểu diễn tọa độ tâm I của hình chữ nhật 
theo tọa độ B và D  I  AC (pt (1)). Mặt khác B, M, D thẳng hàng (pt (2))  

  2 phương trình 2 ẩn giải tìm B và D và suy ra C.    
   + Hướng thứ 2: Gọi d là đường thẳng qua M và song song với AD, cắt AC 

tại N  Ta tìm được tọa độ điểm N. Khi đó đường trung trực của MN đi qua 
tâm I của hình chữ nhật và trung điểm của AD  viết phương trình đường 
trung trực của MN  tọa độ I và K  tọa độ B và C.    

   + Hướng thứ 3: Ta có góc |cos(BD;AD)| = |cos(AC;AD)|  viết phương 
trình đường thẳng BD qua M và khuyết “cây gậy” vecto pháp tuyến  

  BD  AD = D, BD  AC = I  tọa độ B và C. 
► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Ta có A = AC  AD  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

 
3 0 3

( 3;1)
4 0 1

x y x
A

x y y
    

   
    

    

*  AB  AD: x – y + 4 = 0  AB: x + y + m = 0, AB qua A(–3; 1)  m = 2.  
 Vậy : 2 0AB x y   .       

*  Ta có 
( ; 2 )
( ; 4)

B AB B b b
D AD D d d
   

 
  

. Gọi I là tâm hình chữ nhật  

  
2;

2 2
b d b dI    

 
 

     

*  Mặt khác I  AC: x + 3y = 0  

  
23 0 2 4 6 0 2 3 (1)

2 2
b d b d b d b d  

             

*  Lại có B, M, D thẳng hàng nên ta có ,MB DM cùng phương với  

  

1( ; 3 )
3
1( ; 3)
3

MB b b

MD d d


   


   


  

 Nên ta có 

1 3
1 13 0 ( 3) (3 ) 0 (2)

1 3 33
3

b b
b d b d

d d
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 Giải hệ phương trình gồm (1) và (2) ta được 1, 1b d    suy ra 
(1; 3), ( 1;3)B D   và I(0;0) 

 Suy ra tọa độ điểm (3; 1)C  (vì I là trung điểm AC) 
  Vậy tọa độ các điểm của hình chữ nhật ABCD là  

  ( 3;1), (1; 3), (3; 1), ( 1;3)A B C D      

► Hướng dẫn giải cách 2: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
*  Ta có A = AC  AD  
  Tọa độ A là nghiệm của hệ  

 

3 0 3
4 0 1

( 3;1)

x y x
x y y

A

    
 

    

 

    

*  Gọi N là điểm thuộc AC sao 
cho MN // AD  

  MN: 
4 0
3

x y   .  

 Vì N  AC, nên tọa độ của N thỏa mãn hệ  

  
3 0 1

1N 1;4 1 30
3 3

x y x

x y y

    
   

     
      

 

    

*  Đường trung trực d của MN qua trung điểm của MN và vuông góc với AD nên 
d: x + y = 0 

*  Gọi I, K lần lượt giao điểm của d với AC và AD. 

 Suy ra tọa độ I thỏa mãn hệ  
3 0 0

0;0
0 0

x y x
I

x y y
   

  
   

 

 Và tọa độ K thỏa mãn hệ  
4 0 2

2;2
0 2

x y x
K

x y y
     

   
   

 

*  Do I là trung điểm AC  C(3; –1), K là trung điểm AD  D(–1; 3)  
  Mặt khác I là trung điểm BD  B(1; –3)    
  Vậy tọa độ các điểm của hình chữ nhật ABCD là  

  ( 3;1), (1; 3), (3; 1), ( 1;3)A B C D      

► Hướng dẫn giải cách 3:  
*  Ta có A = AC  AD  Tọa độ A là nghiệm của hệ  
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3 0 3

( 3;1)
4 0 1

x y x
A

x y y
    

   
    

    

*  Gọi 1 2 3(a;b), (1;3), (1; 1)n n n    lần lượt là vécto pháp tuyến của đường 
BD, AC, AD.  

 Ta có: | cos | | cos |CAD ADB CAD ADB       

 | cos(AC;AD) | | cos( , ) |AD BD   

 Suy ra 2 3 3 1 2 2

|1 3 | | || cos( ; ) | | cos( , ) |
1 9 1 1 1 1

a bn n n n
a b

 
  

   
 

 2 23 10 3 0(*)a ab b       

*  Với b = 0 thì (*)  a = 0 (không thỏa mãn vì 2 2 0)a b       

*  Với b ≠ 0 thì (*), ta chọn b = 3 nên (*)  
9 : 3 0

81 : 3 0
3

a BD x y

a BD x y

   

     


  

 (loại trường BD: 
83 0
3

x y    do song song với AC) 

*  Gọi I là tâm hình chữ nhật ta có I = AC  BD  

  I thỏa hệ  
3 0 0

0;0
3 0 0
x y x

I
x y y
   

  
   

   

  Lại có D = BD  AD  D thỏa hệ  
3 0 1

1; 3
4 0 3

x y x
D

x y y
    

   
    

    

  Do I là trung điểm AC và BD  B(1; –3) và C(3; –1)   
 Vậy tọa độ các điểm của hình chữ nhật ABCD là  

  ( 3;1), (1; 3), (3; 1), ( 1;3)A B C D      

 
CÂU 82 (CHÍNH THỨC – ĐH D2012 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho đường thẳng d: 2x – y + 3 = 0. Viết phương trình 
đường tròn có tâm thuộc d, cắt trục Ox tại A và B, cắt trục Oy tại C và D sao 
cho AB = CD = 2. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Ta đã có tâm I  d  tham số tâm I 

theo đường d. Do độ dài AB = CD = 2 
nên I cách đều 2 trục tọa độ     Ox, Oy 
 khoảng cách từ I đến 2 trục tọa độ 
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là bằng nhau  thiết lập phương trình 
tìm I. 

_  Để xác định bán kính của đường tròn 
ta xét khoảng cách I đến Ox (hoặc 
Oy) và dùng dấu hiệu “cắt” (pytago) 
để tính bán kính R. (Bạn đọc có thể 
xem hướng dẫn chi tiết ở chương 2, 
chủ đề 2.3)      

► Hướng dẫn giải :  
*  Gọi I là tâm đường tròn cần lập.  
 Do : 2 3 0 ( ;2 3) ( )I d x y I t t t R           
*  Ta có AB = CD  I cách đều hai trục tọa độ  

  
3 ( 3; 3)

[ ; ] [ ; ] | 2 3 | | |
1 ( 1;1)

t I
d I Ox d I Oy t t

t I
    

     
   

     

*  Với ( 3; 3)I   . Ta có  
2

22
1 [ ; ] 10

4
ABR d I Ox   .  

 Nên 2 2
1( ) : ( 3) ( 3) 10C x y       

*  Với ( 1;1)I  . Ta có  
2

22
2 [ ; ] 2

4
ABR d I Ox   .  

 Nên 2 2
2( ) : ( 1) ( 1) 2C x y       

  Vậy phương trình đường tròn cần tìm là : 
2 2 2 2

1 2( ) : ( 3) ( 3) 10 ( ) : ( 1) ( 1) 2C x y hay C x y         

 
CÂU 83 (CHÍNH THỨC – CĐ 2012 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng tọa 

độ Oxy, cho đường tròn (C): 2 2 2 4 1 0x y x y      và đường thẳng         
d: 4x – 3y + m = 0. Tìm m để d cắt (C) tại hai điểm A, B sao cho góc AIB 
bằng 120o

 , với I là tâm của (C).           
☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Bài toán yêu cầu định m nhưng thực chất 

lại yêu cầu ta viết phương trình đường 
thẳng. Ở đây 1 vấn đề đặt ra là “điều kiện 
để đường thẳng cắt đường tròn ?” trước khi 
ta xét đến góc AIB = 120o

   Ở đây 
khoảng cách từ tâm I đến đường d đóng 
vai trò quyết định đến việc giải bài toán.  
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_  Cụ thể, nếu ta gọi H là trung điểm AB, 
theo định lý đường kính và dây cung ta có 
IH  AB  

  IH chính là khoảng cách từ I đến đường thẳng d  việc tính độ dài IH không 
quá khó (xin dành cho bạn đọc). 

► Hướng dẫn giải :  
*  Đường tròn (C) có tâm I(1; 2) và bán kính R = 2 
*  Gọi H là hình chiếu vuông góc của I lên d  H là trung điểm AB.  

*  Ta có góc AIB = 120o
   góc AIH = 60o

   cos60 1IH IH
R

         

*  Mặt khác 
7| 4 6 |[ ; ] 1 | 2 | 5
35

mmIH d I d m
m

 
       

 
  

  Vậy m thỏa yêu cầu bài toán là 7 3m hay m     

 
CÂU 84 (CHÍNH THỨC – CĐ 

2012 – PHẦN NÂNG CAO). 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, 
cho tam giác ABC, các đường 
thẳng BC, BB’, B’C’ lần lượt 
có phương trình là y – 2 = 0, x 
– y + 2 = 0, x – 3y + 2 = 0 với 
B’, C’ tương ứng là chân các 
đường cao kẻ từ B, C của tam 
giác ABC. Viết phương trình 
các đường thẳng AB, AC.  

 
☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Trước khi ta lập phương trình AB và AC thì ta cần đặt câu hỏi “ có thể tìm thêm 

điểm mới ? phương trình đường thẳng mới nào không ? ”  
  B = BC  BB’, B’ = BB’  B’C’. 
_  Đến đây dễ dàng viết phương trình AC thỏa: AC  BB’ và AC qua B’  
  C = AC  BC.    
_  Để viết phương trình AB ta có thể tìm thêm tọa độ một điểm nữa ?  điểm A 

hoặc điểm C’.  
 Ở đây ta thấy việc tìm điểm C’ dễ dàng hơn vì C’ B’C’ và CC’  BC’.  
 Mời bạn đọc xem lời giải.            
► Hướng dẫn giải : 
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*  Tọa độ B là nghiệm của hệ  
2 0 0

0;2
2 0 2

y x
B

x y y
   

  
    

 

*  Tọa độ B’ là nghiệm của hệ  
3 2 0 2

' 2;0
2 0 0

x y x
B

x y y
     

   
    

 

*  Đương thẳng AC qua B’ và vuông góc BB’ nên AC có phương trình  
  : 2 0AC x y     

*  Tọa độ C là nghiệm của hệ  
2 0 4

4;2
2 0 2

x y x
C

y y
     

   
   

 

*  C  B’C’ (3 2; )C c c  và 
' (3 2; 2)

' (3 2; 2)

CC c c

BC c c

   


  

.  

 Mặt khác 2' ' '. ' 0 (3 2)(3 2) ( 2) 0CC BC CC BC c c c          

 2
0

10 4 0 2
5

c
c c

c


   
 


  

 Do đó  
4 2' ; ' 2;0

5 5
C hay C 

 
 

   

*  Với 
4 2' ;

5 5
C  

 
 

, ta có phương trình AB qua B và A’ nên : 2 2 0AB x y     

*  Với  ' 2;0C  , ta có phương trình AB qua B và A’ nên : 2 0AB x y     

  Vậy phương trình đường thẳng thỏa yêu cầu bài toán là: 

: 2 0 : 2 0
: 2 2 0 : 2 0

AC x y AC x y
hay

AB x y AB x y
      

 
      

  

■  Lời bình: Đây là một câu hỏi Oxy tương đối khó có tính phân loại tốt với một 
đề thi Cao Đẳng, so với các đề thi trước đó thì nhìn chung đây được xem là đề 
thi Cao Đẳng hay.  

 
CÂU 85 (CHÍNH THỨC – ĐH A2013 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng 

tọa độ Oxy, cho hình chữ nhật ABCD có điểm C thuộc đường thẳng d: 2x + y 
+ 5 = 0 và A(–4; 8). Gọi M là điểm đối xứng của B qua C, N là hình chiếu 
vuông góc của B trên đường thẳng MD. Tìm tọa độ các điểm B và C, biết 
rằng tọa độ điểm N(5; –4). 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
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_  Bài toán này có rất nhiều hướng để tiếp cận. Một trong những hướng khả thi có 

thể kể đến: 
   + Hướng thứ 1: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT): tham số hóa C  d và gọi I 

là tâm hình chữ nhật ABCD  biểu diễn tọa độ I theo tọa độ C. Lại có IA = IN 
(do BDN  N có BD là cạnh huyền)  giải phương trình tìm được tọa độ C 
 viết phương trình AC. Mặt khác BN  AC (do ACMD là hình bình  hành)  

  viết phương trình BN. Dễ dàng chứng minh được H = BN  AC chính là 
trung điểm BN  việc tìm tọa độ B thông qua tìm tọa độ H.           

   + Hướng thứ 2: (phát hiện AN  NC  tìm cách chứng minh)  
  do ACMD là hình bình hành  AC // DM (AC  BN = H , C là trung điểm 

BM)  H là trung điểm BN  CAN  N (do CAN = ABC)  ta viết 
phương trình NC  NC  d = C  tọa độ C  việc tìm tọa độ B ta có thể làm 
khác đi một chút bằng cách xét B trong sự tương giao của BN và đường tròn 
tâm I bán kính IA.                      

 
► Hướng dẫn giải cách 1: (Theo đáp án Bộ GD&ĐT)  
*  Do C  d  ; 2 5C t t   . Gọi I là tâm hình chữ nhật ABCD  

  I là trung điểm AC 

 Vậy 
4 2 3;

2 2
t tI    

 
 

      

* BDN  N nên IN = IB, lại co IB = IA  IN = IA. Do đó ta có phương trình: 
2 2 2 24 2 3 4 2 35 4 4 8 1 (1; 7)

2 2 2 2
t t t t t C            
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*  Do M đối xứng với B qua C nên CM = CB mà CB = AD và CM // AD nên 
ACMD là hình bình hành  suy ra AC // DM. Theo giả thiết BN  DM  

  BN  AC và CB = CN, vậy B là điểm đối xứng của N qua AC.     
*  Đường thẳng AC qua 2 điểm A và C có phương trình: : 3 4 0AC x y     
*  Đường thẳng BN qua N và vuông góc với AC nên có phương trình: 
  : 3 17 0BN x y   . 
 Do đó (3 17; )B b b . Trung điểm BN thuộc AC nên:  

3 17 5 42 4 0 7 ( 4; 7)
2 2

b b b B   
         

 
  

  Vậy tọa độ điểm B và C cần tìm là: ( 4; 7), (1; 7)B C    

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Gọi H, I lần lượt giao điểm giữa BN và DM, AC và BD.  
  Tứ giác ACMD là hình bình hành do ( CM = AD và CM // AD)  AC // DM 
  Mặt khác C là trung điểm BM  H là trung điểm BN  
  Lại có BN  DM  BN  AC. Do đó ANC  N  AN  NC            

*  CN qua N(5; –4) nhận (9; 12) 3(3; 4)AN     làm vecto pháp tuyến có dạng là: 
3( 5) 4( 4) 0 :3 4 31 0x y NC x y         

 Mặt khác, C = NC  d  Tọa độ C là nghiệm của hệ  

   
3 44 0 1

1; 7
2 5 0 7
x y x

C
x y y
    

   
     

     

*  Suy ra tâm 
3 1;

2 2
I  
 
 

 và 2 125
2

IA    Đường tròn (C) có tâm I bán kính IA là: 

2 23 1 125( ) :
2 2 2

C x y   
      

   
  

*  Ta có BN  AC nên BN qua N(5;–4) nhận (5; 15) 5(1; 3)AC      làm vtpt 
có dạng là: 1( 5) 3( 4) 0 : 3 17 0x y BN x y          

 Ta có B là giao điểm của đường BN và đường tròn (C) thỏa hệ : 

 

2 2 2 23 1 125 37 1 1253
2 2 2 2 2 2

3 17 0 3 17

4 5
7 4

x y y y

x y x y

y x
y x
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 Nên ta được ( 4; 7)B    (loại (5; 4)B   vì trùng N)   

  Vậy tọa độ điểm B và C cần tìm là: ( 4; 7), (1; 7)B C    

 
CÂU 86 (CHÍNH THỨC – ĐH A2013 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho đường  thẳng : x – y = 0. Đường tròn (C) có bán kính 
R = 10  cắt  tại hai điểm A và B sao cho AB = 4 2 , tiếp tuyến của (C) tại 
A và B cắt nhau tại một điểm thuộc tia Oy. Viết phương trình đường tròn (C).  

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Để lập phương trình đường 

tròn (C) khi đã cho yếu tố 
bán kính R = 10 thì việc 
còn lại của ta là xác định 
tâm I(a; b) ?  Một trong 
những đường thẳng quan 
trọng chứa tâm I chính là 
đường IM  Do tính     
chất hình học của một 
điểm nằm ngoài đường 
tròn tạo 2 tiếp tuyến đến 
đường tròn thì IM  d  

  như vậy việc quan trọng nhất chính là xác định tọa độ điểm M ?      
_  Đề bài đã gợi mở cho ta M  tia Oy (cần lưu ý tia Oy chứ không phải trục tung, 

rất nhiều em học sinh đã  bị nhầm lẫn ở điểm này)  tham số hóa điểm M theo 
tia Oy  1 ẩn nên cần 1 phương trình ?  vậy ta liên  hệ M với những dữ kiện 
nào ?  đó chính là đường thẳng d  đều này gợi cho ta việc tính khoảng cách 
từ M đến d cụ thể chính là đoạn MH (đây là lúc các dữ kiện độ dài bắt đầu phát 
huy). 

_  Ta có rất nhiều cách để tính đoạn HM như: 

   + Tính 2 2IH IA AH    2. ?IH IM IA IM     
  HM IM IH    

   + Hay 2 2 2

1 1 1 ?AM
AH IA AM

    
2 2HM AM AH    

_  Sau khi tìm được tọa độ điểm M  viết phương trình IM. Đến đây ta có thể tìm 
I theo 2 hướng. 

   + Hướng thứ 1: tham số I theo IM  1 ẩn cần 1 phương trình  độ dài IM 
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   + Hướng thứ 2: chuyển đẳng thức độ dài về đẳng thức vecto  dựa trên tỉ 
lệ độ dài IH và IM   điều này có nghĩa là ta phải tìm tọa độ điểm H = IM  BA 
 tìm tọa độ I. (Ở đây đáp án của Bộ GD&ĐT đã đi theo hướng này).                    

► Hướng dẫn giải :  
*  Gọi I là tâm đường tròn cần tìm. 
*  Gọi M là giao điểm của tiếp tuyến tại A và B của (C), H là giao điểm của AB và IM.  
  Ta có M  tia Oy  (0; ) ( 0)M m m   và H là trung điểm AB  

  2 2
2

ABAH          

*  2 2 2

1 1 1 2 10AMI A AM
AH AI AM

         

 Do đó 2 2 4 2HM AM AH    

 Mặt khác 
| |[ ; ] 4 2 8

2
mMH d M m      . Do đó (0;8)M   

*  Đường thẳng IM  : x – y = 0  IM: x + y + c = 0.  
 IM qua M(0; 8)  c = – 8. 
 Vậy IM: x + y – 8 = 0.  
  Lại co H = IM  AB  

  Tọa độ H thỏa hệ  
0 4

4;4
8 0 4

x y x
H

x y y
   

  
    

     

*  Ta có 2 2 12 (5;3)
4 3

IMIH IA HA IH IM I         

  Vậy phương trình đường tròn cần tìm là 2 2( ) : ( 5) ( 3) 10C x y         

 
CÂU 87 (CHÍNH THỨC – ĐH B2013 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng 

tọa độ Oxy, cho hình thang cân ABCD có hai đường chéo vuông góc với 
nhau và AD = 3BC. Đường thẳng BD: x + 2y – 6  = 0 và tam giác ABD có 
trực tâm H(–3 ; 2). Tìm tọa độ các đỉnh C và D. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Nếu không chú ý cách vẽ hình thì một số bạn cũng sẽ gặp rất nhiều lúng túng 

khi vẽ (Cách tốt nhất là ta nên dựng 2 đường chéo BD và AC vuông góc nhau 
trước rồi mới kẻ 2 đường BC và AD song song thỏa mãn AD = 3BC). 

_  Đề bài cho chúng ta 3 dữ kiện quan trọng gồm có (ABCD là hình thang cân 
(AD = 3BC), AC  BD (BD:   x + 2y – 6 = 0), tọa độ trực tâm H(–3;2)  tìm 
tọa độ điểm C và D. 

_  Ở đây ta dễ dàng viết được phương trình đường AC (do AC qua trực tâm H)  
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  AC  BD = I. Do 2 đường chéo vuông góc  I là trung điểm HC  tọa độ 
điểm C. 

_  Để tìm tọa độ điểm D ta có thể đi theo nhiều hướng khác nhau như: 
   + Hướng thứ 1: (lập thêm phương trình 1 đường thẳng chứa D để tương 

giao với BD)  đó có thể là đường AD hoặc đường HD  trong tình huống 
này ta phải tìm thêm tọa độ của điểm A  và viết phương trình đường thẳng 
AD qua 1 điểm tạo góc 45o

  với BD. 
   + Hướng thứ 2: Tìm tọa độ điểm B (do nhận xét ID = 3IB theo định lý 

Thales thuận)  ta có thể tìm B bằng cách viết phương trình đường tròn đường 
kính HC giao với đường BD  tọa độ B  tọa độ D. 

   + Hướng thứ 3: Đó là liên hệ D với toa độ I và C  sử dụng độ dài do đã 
biết được quan hệ tỉ lệ giữa các cạnh. (đáp án của Bộ GD&ĐT).  

 
► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Ta có AC  BD: x + 2y – 6 = 0  AC: 2x – y + m = 0, AC qua H(–3; 2)  
  m = 8. 

 Vậy : 2 8 0AC x y    . 

  Gọi I = AC  BD  

  Tọa độ I thỏa hệ  
2 8 0 2

2;4
2 6 0 4

x y x
I

x y y
     

   
    

       

*  Ta BD  AC  IBC vuông cân tại I , lại có BH  BC  BHC vuông cân tại B 
 I là trung điểm HC. Do đó ta có ( 1;6)C           

*  Theo định lý Thales thuận ta có:  

 
2 3.( 1)

3 3 ( 5; 2)
4 3.( 2)

A

A

xAD ID IA IA CI A
yBC IB IC
  

        
  

  

*  Đường thẳng AD qua A(–5;–2) có vtpt 2 2
1 ( ; ) ( 0)n a b a b   có dạng là: 
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: ( 5) ( 2) 0AD a x b y     và 2 (1;2)n   là vtpt của BD 

 Mặt khác: 1 2 2 2

| 2 | 1cos cos( ; ) | cos( ; ) |
25

a bADB AD BD n n
a b


    


  

 Suy ra 2 2 2 2 22( 2 ) 5( ) 3 8 3 0 (*)a b a b a ab b       (nhận xét 0b   
nên ta chọn b = 3) 

 Khi đó 
9 :3 17 0

(*)
1 : 3 1 0

a AD x y
a AD x y
    

 
      

  

*  Với AD: 3x + y + 17 = 0, ta có tọa độ D thỏa hệ  

   
3 17 0 8

8;7
2 6 0 7

x y x
D

x y y
     

   
    

 

*  Với AD: – x + 3y + 1 = 0, ta có tọa độ D thỏa hệ  

   
3 1 0 4

4;1
2 6 0 1

x y x
D

x y y
     

  
    

 

  Vậy tọa độ các điểm cần tìm là: ( 1;6), (4;1) ( 1;6), ( 8;7)C D hay C D        

► Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Ta có AC  BD: x + 2y – 6 = 0  AC: 2x – y + m = 0, AC qua H(–3; 2)  
  m = 8. 

 Vậy : 2 8 0AC x y    . 

  Gọi I = AC  BD  Tọa độ I thỏa hệ  

   
2 8 0 2

2;4
2 6 0 4

x y x
I

x y y
     

   
    

       

*  Ta BD  AC  IBC vuông cân tại I , lại có BH  BC  BHC vuông cân tại 
B  I là trung điểm HC. Do đó ta có ( 1;6)C           

*  Đường tròn (C) có tâm I(–2; 4) và bán kính 2 2( 1) ( 2) 5R IC       có 

dạng là: 2 2( ) : ( 2) ( 4) 5C x y      
*  Ta có B là tọa độ giao điểm giữa (C) và BD nên thỏa hệ: 

2 2 5 4 ( 4;5)( 2) ( 4) 5
3 0 (0;3)2 6 0

y x Bx y
y x Bx y
          

   
      

 

*  Theo định lý Thales thuận ta có: 3 3 (*)AD ID IA ID BI
BC IB IC
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 Với B(–4; 5), ta có: 
2 3.(2)

(*) D(4;1)
4 3.( 1)

D

D

x
y

 
 

  
 

 Với B(0; 3), ta có: 
2 3.( 2)

(*) D( 8;7)
4 3.(1)

D

D

x
y
  

  
 

 

  Vậy tọa độ các điểm cần tìm là: ( 1;6), (4;1) ( 1;6), ( 8;7)C D hay C D        

► Hướng dẫn giải cách 3: (Theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
*  Gọi I = AC  BD  IB = IC, mà IB  IC nên IBC vuông cân tại I  
  045ICB    
  Lại có BH  AD  BH  BC  HBC vuông cân tại B  I là trung điểm HC            
*  Do HC  BD và trung điểm I của HC thuộc BD nên tọa độ C thỏa mãn hệ: 

2( 3) ( 2) 0
( 6;1)3 22 6 0

2 2

x y
Cx y

   


    
   

 

  

*  Theo định lý Thales thuận ta có: 3 3AD ID IA ID IC
BC IB IC

       

 2 2 1010 5 2
2

HCCD IC ID IC       

*  Ta có D  BD: x + 2y – 6 = 0  

  (6 2 ; )D t t và 2 2 1
5 2 (7 2 ) ( 6) 50

7
t

CD t t
t


       


     

  Vậy tọa độ các điểm cần tìm là: ( 1;6), (4;1) ( 1;6), ( 8;7)C D hay C D        

 
CÂU 88 (CHÍNH THỨC – ĐH B2013 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có chân đường cao hạ từ đỉnh A là 
17 1;
5 5

H  
 
 

, chân đường phân giác trong của góc A là D(5;3) và trung điểm 

của cạnh AB là M(0; 1). Tìm tọa độ đỉnh C. 
☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Để bài cho ta tọa độ của 3 điểm H, 

D, M và chúng đều là tọa độ của 
những điểm đặc biệt trong tam 
giác  vậy ta khai thác như thế 
nào  tọa độ các điểm đó ?  
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   + Kết hợp H và D  viết 
phương trình BC (dùng để về sau 
tham số hóa C theo BC hoặc tìm 
thêm phương trình 1 đường thẳng 
nữa để tương giao). 

   + Kết hợp H và D  viết phương trình AH (dùng để tham số hóa điểm A) 
   + Sử dụng M là trung điểm AB  giải tìm tọa độ A và B (A  AH, B  BC) 
_  Sau khi đã có tọa độ A  viết phương trình phân giác AD (sử dụng tính chất 

của phân giác)  tìm điểm mới N (mời bạn đọc xem lại phần này ở chương 2, 
chủ đề 2.1, 2.2)  viết phương trình AC  AC  BC = C.              

► Hướng dẫn giải cách 1:  

*  Ta có đường BC qua D(5; 3) nhận 
8 16 8; (1;2)
5 5 5

HD  
  
 

 làm vecto chỉ 

phương có dạng 
5 3 : 2 7 0

1 2
x y BC x y 

       

*  Ta có đường AH qua 
17 1;
5 5

H  
 
 

 nhận 
8 16 8; (1;2)
5 5 5

HD  
  
 

làm vecto 

pháp tuyến có dạng: 
17 11 2 0 : 2 3 0
5 5

x y AH x y   
          

   
  

*  Ta có 
(3 2 ; )
( ;2 7)

A AH A a a
B BC B b b
  

 
  

.  

 Lại có M là trung điểm AB nên ta được: 
3 2 2.(0) 3

( 3;3)
2 7 2.(1) 3
a b a

A
a b b

    
   

   
 

*  Đường AD qua A(–3; 3) nhận  8;0 8(1;0)AD   làm vecto chỉ phương có 

dạng: : y 3 0AD     

*  Gọi K là hình chiếu vuông góc của M lên AD và N là điểm đối xứng của M qua 
AD (N  AC) 

  Ta có MN  AD  MN: x = 0  K = MN  AD  K(0; 3) là trung điểm MN 
 N(0; 5) 

*  AC qua A(–3; 3) và nhận (3;2)AN   làm vecto chỉ phương có dạng : 

3 3 : 2 3 15 0
3 2

x y AC x y 
       

*  Ta có C = AC  BC  Tọa độ C thỏa hệ  
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2 3 15 0 9

(9;11)
2 7 0 11
x y x

C
x y y
    

  
    

             

  Vậy tọa độ điểm C cần tìm là (9;11)C       

► Hướng dẫn giải cách 2: (Theo Bộ GD&ĐT) 
*  Ta có H  AH và AH  HD nên AH: x + 2y – 3 = 0. Do đó A(3 – 2a ; a)     
*  Do M là trung điểm AB nên MA = MH  

 2 2
3 ( )

(3 2 ) ( 1) 13 1 ( )
5

a n
a a

a l


      
 


  

 Do A khác H nên ta nhận ( 3;3)A    

*  Phương trình AD là y – 3 = 0. Gọi N là điểm đối xứng của M qua AD  

  N  AC và tọa độ N thỏa: 
1 03 0

(0;5)2
51. 0.( 1) 0

y x
N

yx y


  

  
   

 

*  Đường thẳng AC có phương trình: 2x – 3y + 15 = 0  
      BC có phương trình 2x – y – 7 = 0. 
*  Ta có C = AC  BC  

  Tọa độ C thỏa hệ 
2 3 15 0 9

(9;11)
2 7 0 11
x y x

C
x y y
    

  
    

             

  Vậy tọa độ điểm C cần tìm là (9;11)C       

 
CÂU 89 (CHÍNH THỨC – ĐH D2013 – 

PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng tọa 
độ Oxy, cho tam giác ABC có điểm 

9 3;
2 2

M  
 
 

 là trung điểm của cạnh AB, 

điểm H(–2; 4) và điểm I(–1; 1) lần lượt là 
chân đường cao kẻ từ B và tâm đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Tìm tọa độ 
đỉnh C. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_ Tọa độ điểm C trong bài toán này có thể tìm theo hai hướng C = AC  BC hoặc 

C = (C)  AC trong đó (C) là đường tròn tâm I bán kính IA. Ta thấy đề bài đã 
gợi mở cho ta tâm I và tọa độ trung điểm của AB nên ta sẽ đi theo hướng này. 
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   + Dựa vào cách dựng tâm ngoại (giao điểm của 3 đường trung trực)  MI  AB 
 viết phương trình AB  tham số A theo AB và biểu diễn tọa độ B theo tọa 
độ A thông qua trung điểm M  1 ẩn nên ta cần 1 phương trình ?  Liên hệ 
với dữ kiện cuối cùng chân đường cao H  AH  BH  giải tìm A và B 

   + Khi đã có tọa độ A và B  lập phương trình đường tròn (C) và đường AC 
qua A, AC  BH.               

► Hướng dẫn giải: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

*  Ta có 
7 1;

2 2
IM  

  
 

. Ta có AB qua M và AB  IM nên phương trình đường 

AB là: : 7 33 0AB x y     

* ( ;7 33)A AB A a a   .  
 Do M là trung điểm của AB nên ( 9; 7 30)B a a      

  Lại có HA  HB 2 4
. 0 9 20 0

5
a

HA HB a a
a
 

       
 

    

*  Với a = –4  ( 4;5), ( 5; 2)A B    . 

  Ta có BH  AC nên AC có phương trình là : : 2 6 0AC x y   .  

 Do đó (6 2c;c)C  . 

 Mặt khác IC = IA suy ra 2 2 1
(7 2 ) ( 1) 25

5
c

c c
c


     


  

 Do C khác A nên ta nhận (4;1)C        

*  Với a = –5  ( 5; 2), ( 4;5)A B    . 

  Ta có BH  AC nên AC có phương trình là : : 2 8 0AC x y   .  

 Do đó (t;2 t 8)C  . 

 Mặt khác IC = IA suy ra 2 2 1
(t 1) (2 t 7) 25

5
t
t
 

     
 

  

 Do C khác A nên ta nhận ( 1;6)C         

  Vậy tọa độ điểm C cần tìm là (4;1) ( 1;6)C hay C    

 
CÂU 90 (CHÍNH THỨC – ĐH D2013 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho đường tròn (C): 2 2( 1) ( 1) 4x y    và  đường thẳng 
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: y – 3 = 0. Tam giác MNP có trực tâm trùng với tâm của  (C), các đỉnh N và 
P thuộc , đỉnh M và trung điểm của cạnh MN thuộc (C). Tìm tọa độ điểm P. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  

 
_  Do MNP nhận I làm trực tâm và M thuộc đường tròn (C) nên ta có IM  NP 

 dễ dàng tìm được tọa độ điểm M. 
_  Mặt khác N thuộc   tham số N theo   biểu diễn tọa độ trung điểm MN 

theo N và cho thuộc (C)    tìm được N.  
_  Để xác định tọa độ điểm P  P   và ta có IP  MN  giải tìm P.                
► Hướng dẫn giải : (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
*  Đường tròn (C) có tâm I(1;1). D(ường thẳng IM   nên có phương trình x = 1  
  Do đó M có dạng M(1; m) 

*  Mặt khác do M  (C) nên 2 1
( 1) 4

3
a

a
a
 

   


 Do M   nên ta nhận 

M(1; –1)    
*  N    N(n; 3). Trung điểm của MN thuộc (C)  

 Suy ra 
2

2 51 1 (1 1) 4
32

nn
n
 

      
   

     

 Do đó N(5; 3) hoặc N(–3; 3)  
*  P    P(p; 3) 

 Với N(5; 3), ta có . 0 1MP IN MP IN p      . Do đó P(–1; 3) 

 Với N(–3; 3), ta có . 0 3MP IN MP IN p     . Do đó P(3; 3)     

  Vậy tọa độ điểm P cần tìm là ( 1;3) hay (3;3)P P      
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CÂU 91 (CHÍNH THỨC – CĐ 2013 – PHẦN CƠ BẢN). Trong mặt phẳng tọa 

độ Oxy, cho các đường   thẳng d: x + y – 3 = 0, : x – y + 2 = 0 và điểm M(–1 ;3). 
Viết phương trình đường tròn đi qua M, có tâm thuộc d, cắt  tại hai điểm A 
và B sao cho AB = 3 2   

 ☺Nhận xét và ý tưởng:  

 
_  Ta có tâm I  d  tham số hóa tâm I theo đường d  1 ẩn nên cần 1 phương 

trình. 

_  Ta liên hệ IM = IA trong đó 2 2 , [ ; ]IA IH AH IH d I      
  giải phương trình tìm I  bán kính R = IM.        
► Hướng dẫn giải : (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
*  Gọi (C) là đường tròn cần tìm và I là tâm của (C). Do I  d  I(t; 3 – t)     

*  Gọi H là trung điểm AB, ta có 
3 2

2 2
ABAH    và 

| 2 1|[ ; ]
2

tIH d I 
     

*  Do đó 2 2 22 2 5IA IH AH t t      

*  Ta có 2 22 2 1 2 2 5 1IM IA t t t t t           

 Do đó I(1; 2) và bán kinh R = IM = 5   

  Vậy phương trình đường tròn (C) cần tìm là 2 2( ) : ( 1) ( 2) 5C x y         

 
CÂU 92 (CHÍNH THỨC – CĐ 2013 – PHẦN NÂNG CAO). Trong mặt phẳng 

tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A(–3; 2) và có trọng tâm 
1 1;
3 3

G  
 
 

. 
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Đường cao kẻ từ đỉnh A của tam giác ABC đi qua điểm P(–2; 0). Tìm toa độ 
các điểm B và C. 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Dựa vào tính chất của trọng tâm ta dễ dàng 

tìm được trung điểm M của BC  viết 
phương BC qua M và vuông góc với AP. 

_  Đến đây ta có hai hướng đi tiếp: 
  + Hướng thứ 1: tham số hóa B theo BC và 

biểu diễn C theo B thông qua trung điểm M. 
Cuối cùng       sử dụng điều kiện vuông góc 
của tam giác ABC  AB  AC  giải tìm B 
và C. 

  + Hướng thứ 2: xét B và C trong sự tương 
giao giữa BC và đường tròn có tâm M, bán 
kính MA.      

► Hướng dẫn giải cách 1:  

*  Gọi M là trung điểm BC, ta có 
3 12;
2 2

AM AG M  
   

 
  

 Đường thẳng BC qua M và vuông góc AP có dạng là : : 2 3 0BC x y     

*  Ta có B  BC  B(2b + 3; b). Do M là trung điểm BC  (1 2 ; 1 )C b b          

*  Ta có AB  AC . 0 (*)AB AC   với 
(2 6; 2)

(4 2 ; b 3)

AB b b

AC b

   


   

  

 Do đó  

 2 2
(*) (2 6)(4 2 ) ( 2)( 3) 0 6 0

3
b

b b b b b b
b


            
 

    

  Vậy tọa độ điểm B và C cần tìm là (7;2), ( 3; 3) ( 3; 3), (7;2)B C hay B C          

► Hướng dẫn giải cách 2:  

*  Gọi M là trung điểm BC, ta có 
3 12;
2 2

AM AG M  
   

 
  

 Đường thẳng BC qua M và vuông góc AP có dạng là : : 2 3 0BC x y     

*  ABC vuông tại A nên B và C thuộc đường tròn tâm M bán kính 
5 5

2
MA  . 

Tọa độ các điểm B và C là nghiệm của hệ: 
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  2
2

2 3 0
7, 2

1 125 3, 3( 2)
2 4

x y
x y

x yx y

  
 

   
        

 

  

  Vậy tọa độ điểm B và C cần tìm là (7;2), ( 3; 3) ( 3; 3), (7;2)B C hay B C          

 
CÂU 93 (CHÍNH THỨC – ĐH A2014). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình 

vuông ABCD có điểm M là trung điểm của đoạn AB và N là điểm thuộc đoạn 
AC sao cho AN = 3NC. Viết phương trình đường thẳng CD, biết rằng M(1; 2) 
và N(2; –1). 

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Để lập phương trình đường thẳng CD  

ta có các hướng tư duy sau:  
   + Hướng thứ 1: (tìm 2 điểm thuộc 

CD  viết phương trình đường thẳng 
qua 2 điểm): Hiện tại CD chưa đi qua 
bất kì điểm cụ thể nào ?  Kéo dài 
điểm MN  CD = K (kẻ đường phụ) 
theo định lý Thales     thuận ta dễ dàng 
tìm được tọa độ điểm K. Ta cũng phát 
hiện “dấu hiệu vuông góc”  

  ND  MN và MN = ND (việc chứng 
minh xin dành cho bạn đọc)  khi có 
tọa độ D kết hợp K  viết phương 
trình CD.       

   + Hướng thứ 2: Tương tự hướng thứ 1 ta dễ dàng tìm được tọa độ điểm K. 
Đến đây ta viết phương   trình đường thẳng CD qua K và tạo góc với ND (trước 
đó ta chứng minh ND  MN và viết phương trình ND) ta có cos NDC  = cos 
MNE (việc tính toán cụ thể xin dành cho bạn đọc). 

   + Hướng thứ 3: (Đặt cạnh hình vuông AB = t > 0  có thể dùng để chứng 
minh MN  ND hoặc   tính độ dài các cạnh của hình vuông theo MN  Khi đó 
D thỏa mãn độ dài MD và DN. Đến đây ta có thể tìm tọa độ P = AC  MD  

  rồi dùng quan hệ tỉ lệ giữa AP và AN  tìm tọa độ A. Lúc này CD qua D và 
nhận vecto AM làm vecto chỉ phương. 

   + Hướng thứ 4: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT). Gọi I là trung điểm CD  
  bài toán chuyển về tìm tọa độ điểm I (do khi đó CD qua I và nhận IM làm 

vecto pháp tuyến). Như vậy ta có thể sử dụng theo hướng   thứ 2 đặt cạnh AB = 
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t > 0 để quy tất cả các cạnh độ dài của hình vuông ABCD theo độ dài MN  từ 
đây tọa độ I thỏa mãn độ dài IN và IM.  

  Còn rất nhiều các cách khác nhau để giải bài toán hình vuông này. Trên đây 
chỉ mới là các cách giải tiêu biểu. Mời bạn đọc xem lời giải.    

► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Gọi K = MN  CD, theo định lý Thales thuận ta có:  

12 (1)
1 733 ; 2

13 31 ( 3)
3

K

K

x
MN AN AM NK MN K
NK NC KC y


   

         
    



 

*  Gọi d là đường thẳng qua N song song với AD, cắt AB, CD lần lượt tại E và F. 
  Dễ dàng chứng minh được MEN = DNF  MN = DN và MN  DN       

*  Đặt tọa độ ( ; )D a b . Ta có 
2 2

. 0

MN ND

MN ND

 




 (*) với 
(1; 3)

( 2; 1)

MN

ND a b

  


  

. 

  Do đó (*)  

 

2 2 2 2 0, 510 ( 2) ( 1) 10 9( 1) ( 1)
2, 12 3( 1) 0 2 3( 1)

b aa b b b
b aa b a b

          
   

           
    

 Nên (5;0) ( 1; 2)D hay D     

*  TH1: 
7(5;0), ; 2
3

D K  
 

 
 suy ra phương trình CD là 3 4 15 0x y    

*  TH2: 
7( 1; 2), ; 2
3

D K  
   

 
 suy ra phương trình CD là 2 0y    

  Vậy phương trình đường CD cần tìm là 2 0 3 4 15 0y hay x y           

► Hướng dẫn giải cách 2: Đặt cạnh hình vuông AB = a > 0  

* Xét 2. ( ).( ) . . .MN DN MA AN DA AN MA DA MA AN AN DA AN         

       

2

2

0 . .cos(135 ) . .cos(135 )

3 2 2 3 2 2 3 2. . 0
2 4 2 4 2 4

MA AN AN DA AN

a a a aa

    

      
             

     

 

  Suy ra MN  DN  
*  Gọi K = MN  CD, theo định lý Thales thuận ta có:  
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12 (1)
1 733 ; 2

13 31 ( 3)
3

K

K

x
MN AN AM NK MN K
NK NC KC y


   

         
    



 

*  Ta có  

 
2 2 2 2

3
34cos cos
109

16 16

a
EN ENNDF MNE
MN ME EN a a

      




(*) 

 Gọi 2 2( ; ) ( 0)n a b a b   , (1; 3)MN    lần lượt là vecto pháp tuyến của 
CD và ND  

  (*)  2 2 2

2 2

3 | 3 | 3| cos( ; ) | ( 3 ) 9( )
10 1010

a bn MN a b a b
a b


      


    

 Suy ra 2 2 2 2( 3 ) 9( ) 8 6 0a b a b a ab      (nhận xét b khác 0 nên ta chọn 
b = 4  

 Khi đó ta có a = 0, a = –3 suy ra ( 3;4) hay (0;4)n n    

  Vậy phương trình đường CD cần tìm là 2 0 3 4 15 0y hay x y           

► Hướng dẫn giải cách 3:  

*  Đặt AB = a > 0 suy ra 

2 2 2 2

2

2 2 2 2

16
10
20

MN ME EN a
ND MN ND

MD AD AM MD

   
 

   
    

  

*  Đặt tọa độ ( ; )D a b . Ta có 
2

2

10
20

ND
MD
 



 (*) với 

( 1; 2)

( 2; 1)

MD a b

ND a b

   


  

. 

  Do đó (*)  
2 2

2 2

0, 510 ( 2) ( 1)
2, 120 ( 1) ( 2)

b aa b
b aa b

      
 

       
    

 Nên (5;0) ( 1; 2)D hay D     
*  Gọi P = AC  MD, theo định lý Thales thuận ta có: 

 
1 1
2 3

PA PM AM MP MD
PC PD CD

      (1) và 
3 4

3 554 3
12

ACPA
PA

AC AC PNPN NA PA
AC AC AC
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   Suy ra 
4

5
PA PN

  (2) 

*  TH1: với D(5; 0) từ (1) suy ra 
7 4;
3 3

P  
 
 

 . Từ (2) suy ra 
13 16;
5 5

A 
 
 

  

 Do đó 
8 6 2; (4;3)
5 5 5

MA  
  
 

  

 Đường CD qua D(5; 0) nhận
8 6 2; (4;3)
5 5 5

MA  
  
 

làm vecto chỉ phương có 

dạng là: 
5 0 :3 4 15 0

4 3
x y AD x y 

      

*  TH1: với D(–1; –2) từ (1) suy ra 
1 2;
3 3

P  
 
 

 . Từ (2) suy ra  1;2A    

 Do đó  2;0 2(1;0)MA       

 Đường CD qua D(–1; –2) có dạng là : 2 0AD y     

  Vậy phương trình đường CD cần tìm là 2 0 3 4 15 0y hay x y           

► Hướng dẫn giải cách 4: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

*  Ta có 10MN  . Gọi a là độ dài cạnh của hình vuông ABCD, a > 0.  

 Ta có 
3 3 2,

2 4 4
a AC aAM AN      

 Nên 
2 2

2 2 2 5 52 . .cos 10
8 8
a aMN AM AN AM AN MAN       , nghĩa 

là a = 4. 

*  Gọi I(x ; y) là trung điểm CD. Ta có IM = AD = 4 và 2
4

BDIN    nên ta có 

hệ phương trình: 
2 2

2 2

1, 2( 1) ( 2) 16
17 6,( 2) ( 1) 2
5 5

x yx y
x yx y

  
      

     


  

*  Với x = 1, y = – 2, ta có (1; 2)I   và (0;4)IM  .  

 Đường thẳng CD qua I và có vecto pháp tuyến là (0;4)IM   nên có phương 

trình là: : 2 0AD y    

402  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 560 

*  Với 
17 6,
5 5

x y 
  , ta có 

17 6;
5 5

I  
 
 

 và 
12 6;
5 5

IM  
  
 

.  

 Đường thẳng CD qua I và có vecto pháp tuyến là 
12 6;
5 5

IM  
  
 

 nên có 

phương trình là: : 3 4 15 0AD x y    

  Vậy phương trình đường CD cần tìm là 2 0 3 4 15 0y hay x y           

 
CÂU 94 (CHÍNH THỨC – ĐH B2014). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho hình 

bình hành ABCD. Điểm M(–3; 0) là trung điểm của cạnh AB, điểm H(0; –1) 
là hình chiếu vuông góc của B trên AD và trọng tâm của tam giác BCD là 

4 ;3
3

G  
 
 

. Tìm tọa độ các điểm B và D. 

 
► Hướng dẫn giải cách 1:  
*  Gọi ( ; )B a b  và N là trung điểm CD. 

*  Ta có 
2
3

BG BN  với 

 

4 ;3
3

; yN N

BG a b

BN x a b

  
   
 

   

. Do đó 
4 9;

2 2
a bN   

 
 

.  

*  Mặt khác 

2 2( 3) 0, 1
10 9 2, 3. 0 . (1 ) 0

2 2

a bBM HM a b
a b a bMN BH a b

       
     

       


  

*  Với a = 0, b = –1, ta có B(0 ; –1) loại vì trùng với H. 

*  Với a = –2,b = 3, ta có B(–2; 3). Gọi I = AC  BD  
30;
2

I  
 
 

 suy ra D(2; 0) 

  Vậy tọa độ điểm B và D thỏa yêu cầu bài toán là ( 2;3), (2;0)B D      
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► Hướng dẫn giải cách 2:  

 
*  Gọi A(a; b) ta có : 

 

4 44( ) 94 1;3 3
4 4 43 4( 3)

9 14; ( 16; 9)
4 4 4 16

I

I

a x a bGA GI I
b y

a bMI a b


    

      
    

 
       

 

 

* Do M là trung điểm AB  
 ( 6 ; ) ( 6 ; 1), ( 3; )B a b HB a b MA a b              

 Ta có: 
2 2( 3) 10

( 16)( 6) ( 9)( 1) 0
MA MH a b
MI HB a a b b

    
 

         
(phần giải hệ 

này xin dành cho bạn đọc) 

 Suy ra 
6; 1 (0; 1)

4, 3 ( 2;3)
a b B

a b B
    


     

 

 Loại B (0;–1) do trùng H nên ta nhận B(–2; 3) 

 Suy ra  
30;
2

I  
 
 

 suy ra D(2; 0) 

  Vậy tọa độ điểm B và D thỏa yêu cầu bài toán là ( 2;3), (2;0)B D      

► Hướng dẫn giải cách 3:  
*  Giả sử ( ; )B x y . Vì M là trung điểm AB nên ( 6 ; )A x y     

*  Do G là trọng tâm tam giác BCD nên 
10 92 ;

2 2
x yAG GC C   

   
 

  

  Vì G là trọng tâm BCD nên 
3 2 3 9;

2 2
x yD     

 
 

  

*  Do H là hình chiếu của B trên AD nên:  
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2 2

2 2

. 0 6 1 0
3 3 2 8 11 0. 0

BH HA BH HA x y x
BH HD x y x yBH HD

       
   

       

 (phần giải 

tiếp xin dành cho bạn đọc) 

 Suy ra 
0, 1 (0 1) (0; 1) ( )

2; 3 ( 2;3)

x y B H ktm

x y B

      


    

  

*  Do B(–2; 3) suy ra D(2;0). 

  Vậy tọa độ điểm B và D thỏa yêu cầu bài toán là ( 2;3), (2;0)B D      

► Hướng dẫn giải cách 4:  

 
*  Gọi K là điểm đối xứng của H qua M nên K thuộc BC và K(–6; 1). 

  P = AN  BC thì G là trọng tâm PAB  2 (10;9)GP MG P      

*  BC qua K(–6; 1) và có vecto chỉ phương là  16;8 8(2;1)KP    nên BC có 

phương trình: 
6 1 : 2 8 0

2 1
x y BC x y 

       

*  HB qua H và vuông góc BC nên 2( 0) 1 0 : 2 1 0x y HB x y          

  Lại có B = BC  HB  

  Tọa độ B thỏa hệ 
2 8 0 2

( 2;3)
2 1 0 3
x y x

B
x y y
     

   
    

  

*  Ta có C là trung điểm BP  C(4 ; 6). G là trọng tâm BCD  D(2 ; 0) 

  Vậy tọa độ điểm B và D thỏa yêu cầu bài toán là ( 2;3), (2;0)B D      

► Hướng dẫn giải cách 5: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

402  



 
 
 

khangvietbook.com.vn – ĐT: (08) 39103821 – 0903 906 848 

 563 

 
*  Gọi E và F lần lượt là giao điểm HM và HG với BC. Suy ra HM HE  và 

2HG GF  
 Do đó E(–6; 1) và F(2; 5). 

*  BC qua E và có vecto chỉ phương là EF  nên BC có phương trình:  

  : 2 8 0BC x y     

 Và BH: 2x + y + 1 = 0 
  Lại có B = BC  HB  Tọa độ B thỏa hệ  

  
2 8 0 2

( 2;3)
2 1 0 3
x y x

B
x y y
     

   
    

  

*  Do M là trung điểm AB nên A(–4; –3). 

 Gọi I là giao điểm của AC và BD suy ra 
34 0;
2

GA GI I  
   

 
  

*  I là trung điểm BD nên D(2; 0) 

  Vậy tọa độ điểm B và D thỏa yêu cầu bài toán là ( 2;3), (2;0)B D      

■  Lời bình: Những năm gần đây, câu hỏi Oxy trong các đề thi đã được trau chuốt 
hơn, có tính phân loại cao, đòi hỏi sự tư duy và sáng tạo nhiều hơn ở học sinh. 
Không dừng lại ở 1 hay 2 cách giải mà tự thân trong một bài toán cũng ngầm ẩn 
rất nhiều hướng khám phá. Ở đây có cách giải tự nhiên, chân phương đầy tính 
“bình dân”, cũng có những cách giải hoa mỹ, đậm chất kỹ thuật, đầy tính “quý 
tộc”. Tùy vào khả năng lĩnh hội và tri thức sẵn có của mỗi người mà có cách 
tiếp cận khác nhau cho lời giải bài toán trên. 

 
CÂU 95 (CHÍNH THỨC – ĐH D2014). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam 

giác ABC có chân đường phân giác trong của góc A là điểm D(1; –1). Đường 
thẳng AB có phương trình 3x + 2y – 9 = 0, tiếp tuyến tại A của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC có phương trình x + 2y – 7 = 0. Viết phương trình 
đường thẳng BC. 

► Hướng dẫn giải cách 1: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 
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*  Tọa độ A thỏa mãn hệ phương trình 
3 2 9 0 1

(1;3)
2 7 0 3

x y x
A

x y y
    

  
    

  

*  Gọi d là tiếp tuyến tại A của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC  
 E là giao điểm của d và đường thẳng BC (do AD không vuông góc d nên E luôn 

tồn tại) và ta có thể giả sử EB EC . 
 Ta có EAB ACB   và BAD DAC  ,  
 Suy ra EAD EAB BAD ACB DAC ADE        
 Suy ra ADE cân tại E.   

 
*  E là giao điểm d và trung trực của đoạn AD nên tọa độ E thỏa mãn hệ phương 

trình: 
2 7 0

(5;1)
1 0

x y
E

y
  


 

 

*  Đường thẳng BC đi qua E nhận (4;2) 2(2;1)DE    làm vecto chỉ phương 
nên BC: x – 2y – 3 = 0 

  Vậy phương trình đường thẳng BC cần tìm là : 2 3 0BC x y     

► Hướng dẫn giải cách 2: (sử dụng kỹ thuật đường phụ) 
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*  Tọa độ A thỏa mãn hệ phương trình 
3 2 9 0 1

(1;3)
2 7 0 3

x y x
A

x y y
    

  
    

  

 Phương trình đường AD: x – 1 = 0, do đó BC có hệ số góc k. 
BC: y + 1 = k(x – 1)  kx – y – k – 1 = 0 

*  Đường thẳng qua D và vuông góc AD, cắt AB, AC lần lượt tại M, N  
  MN: y + 1 = 0   

      Tọa độ M thỏa 
113 2 9 0 11; 13

1 0 31

x y x
M

y y


      

     
      

 

  D là trung điểm MN  
5 ; 1

3
N  

 
 

  

  AC qua A nhận 
8 4; 4 (2;3)

3 3
AN   

   
 

 làm vecto chỉ phương  

  : 3 2 3 0AC x y         

*  Ta có cos(AC; BC) = cos(AB; d)  

  2

2

1
| 3 2 | 7 24 60 29 0

296513 1
2

kk k k
k k




      
  



    

*  Với 
1 : 2 3 0
2

k BC x y      thì (3;0), ( 3; 3)B C   (nhận vì B, C khác 

phía đối với D) 

*  Với 
29 : 29 2 31 0
2

k BC x y      thì 
5 21 17 45( ; ), ( ; )
4 8 13 13

B C (loại vì B, C 

khác phía đối với D) 

  Vậy phương trình đường thẳng BC cần tìm là : 2 3 0BC x y        

► Hướng dẫn giải cách 3: (sử dụng kẻ đường phụ) 
*  Kéo dài AD cắt đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC tại M và AK là đường 

kính của đường tròn (C) ngoại tiếp tam giác ABC. 

*  Tọa độ A thỏa mãn hệ phương trình 
3 2 9 0 1

(1;3)
2 7 0 3

x y x
A

x y y
    

  
    

  

*  Viết phương trình AK  d  phương trình AK  K  AK  tọa độ I theo K       
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*  Viết phương trình AD  M  AD    

*  Ta có: 
IM IA

KM AD





  giải tìm tọa độ K và M. Khi đó BC qua trung điểm MI 

và nhận MI  làm vecto pháp tuyến.   

  Vậy phương trình đường thẳng BC cần tìm là : 2 3 0BC x y        

CÂU 96 (CHÍNH THỨC – CĐ 2014). Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho điểm 
A(–2 ; 5) và đường thẳng d: 3x – 4y + 1 = 0. Viết phương trình đường thẳng 
qua A và vuông góc với d. Tìm tọa độ điểm M thuộc d sao cho AM = 5. 

► Hướng dẫn giải:  

*  Đường thẳng d có vecto pháp tuyền là (3; 4)n     

*  Đường thẳng  cần viết phương trình đi qua A và nhận (3; 4)n    làm vecto 
chỉ phương, nên: 4( 2) 3( 5) 0 : 4 3 7 0x y x y           

*  M  d suy ra 
3 1;

4
mM m  

 
 

    

*  AM = 5  
2

2 3 1( 2) 5 25 1
4

mm m 
      

 
    

  Vậy tọa độ điểm M cần tìm là (1;1)M      

  
CÂU 97 (KÌ THI THPT QUỐC GIA 2015 – ĐỀ CHÍNH THỨC). Trong mặt 

phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC vuông tại A. Gọi H là hình chiếu vuông 
góc của A trên cạnh BC; D là điểm đối xứng của B qua H; K là hình chiếu 
vuông góc của C trên đường thẳng AD. Giả sử ( 5; 5), (9; 3)H K   và trung 
điểm của cạnh AC thuộc đường thẳng 10 0x y   . Tìm tọa độ điểm A.  

☺Nhận xét và ý tưởng:  
_  Có thể thấy “hình vẽ” chính là điểm tựa 

để ta giải quyết bài toán này, do đó việc 
vẽ “chính xác” hình vẽ có ý nghĩa quan 
trọng vì hình vẽ giúp ta “phát hiện các 
tính chất hình học quan trọng”. Cụ thể 
trong bài này, AHCK chính là tứ giác nội 
tiếp, và IH  AK. Và bài toán cũng từ đó 
mà được phân tích theo các hướng sau: 

   + Hướng thứ 1: Chứng minh AHCK 
là tứ giác nội tiếp  IH = IK và I  d  
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  tìm tọa độ I. Để chứng minh IH  AK 
 ta có thể chứng minh IH // CK (do CK 
// AD) (phần chứng minh này xin dành 
cho bạn đọc).  Khi đó A thỏa mãn A 
thuộc đường tròn đường kính AC và 
đường thẳng AK.            

   + Hướng thứ 2: Tương tự hướng thứ 1, ta tìm tọa độ điểm I, để chứng minh 

IH  AK  ta gắn hệ  trục tọa độ Axy và chứng minh . 0AD IH    Khi đó A 
thỏa mãn A thuộc đường tròn đường kính AC và đường thẳng AK.            

   + Hướng thứ 3: Tương tự hướng thứ 1, ta tìm tọa độ điểm I, đến đây ta có 
thể đặt A(x; y)  2 ẩn     nên cần 2 phương trình  pt (1) là IA = IH, pt (2) là 
AH = HK (ta phải chứng minh AHK cân tại H). 

► Hướng dẫn giải cách 1:  

*  Ta có 90 180AHC CKA AHC CKA        
  tứ giác AHCK nội tiếp.  
  Gọi I là trung điểm AC  I là tâm đường tròn nội tiếp tứ giác AHCK  
  IK = IH (*) 
  Mặt khác I  d: x – y + 10 = 0  ( ; 10).I t t    

 Do đó  

 2 2 2 2 2 2(*) ( 5) ( 15) ( 9) ( 13) 0 I(0;10)HI KI t t t t t                        

*  ABD cân tại A (do AH vừa là đường cao vừa là đường trung tuyến)  
  ABD BDA     

  Mặt khác 
90
90

ABD BCA
BCA DCK

DBA DCK





  
 

  
.  

 Mà CHI HCI   (do IHC cân tại I) 

  Suy ra CHI KCD    KC // IH (đồng vị) mà CK  AD  IH AD            

* Đường AD qua K(9; – 3) nhận ( 5; 15) 5(1;3)IH       làm vecto pháp 

tuyến có dạng là: 1( 9) 3( 3) 0 : 3 0x y AD x y         

*  A là giao điểm AD và đường tròn đường kính AC nên tọa độ A thỏa mãn hê: 

 2 2

3 0
( 10) 250
x y

x y
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5 15

3 9
y x
y x
   

 
   

 

 Suy ra A(–15;5) hay A(9;–3) (loại vì trùng K) 

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là ( 15;5)A       

 
►  Hướng dẫn giải cách 2:  
*  Ta có 90AHC CKA     
 180AHC CKA     
  tứ giác AHCK nội tiếp.  
  Gọi I là trung điểm AC  
  I là tâm đường tròn nội tiếp tứ giác 

AHCK  IK = IH (*) 
  Mặt khác I  d: x – y + 10 = 0  
  ( ; 10).I t t    

 Do đó 2 2(*) HI KI   

 2 2 2 2( 5) ( 15) ( 9) ( 13) 0 I(0;10)t t t t t                      

*  Đặt AB = a, AC = 1. Dựng hệ trục Axy như hình vẽ.  
 Ta có (0;0), (0; ), (1;0)A B a C   
 Ta có  

 
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2. ;

1 1 1 1
BH AB a a a aBH BC AB BH BC H
BC BC a a a a

 
        

    
  

  Ta có H là trung điểm BD  

  
2 3

2 2

2 ;
1 1

a a aD
a a

  
 

  
 và 

1 ;0
2

I  
 
 

 là tung điểm AC.   

 Nên 

2

2 2

2 3

2 2

1 ;
2( 1) 1

2 ;
1 1

a aIH
a a

a a aAD
a a

  
  

   


  
     

.  

 Xét 
2 2 3

2 2

( 1) ( ). 0
( 1)

a a a a aIH AD IH AD
a
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*  Đường AD qua K(9; – 3) nhận ( 5; 15) 5(1;3)IH       làm vecto pháp 

tuyến có dạng là: 1( 9) 3( 3) 0 : 3 0x y AD x y         

*  A là giao điểm AD và đường tròn đường kính AC nên tọa độ A thỏa mãn hê: 

 2 2

3 0 5 15
( 10) 250 3 9
x y y x

x y y x
      

 
       

 suy ra A(–15;5) hay A(9;–3) 

(loại vì trùng K) 
  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là ( 15;5)A       

► Hướng dẫn giải cách 3:  
*  Ta có 90 180AHC CKA AHC CKA        tứ giác AHCK 

nội tiếp.  
  Gọi I là trung điểm AC  I là tâm đường tròn nội tiếp tứ giác AHCK  
  IK = IH (*) 
  Mặt khác I  d: x – y + 10 = 0  ( ; 10).I t t    
 Do đó  

 2 2 2 2 2 2(*) ( 5) ( 15) ( 9) ( 13) 0 I(0;10)HI KI t t t t t                     

 
*  Xét đường tròn nội tiếp tứ giác AHKC ta có  
  AKH ACH HAB HAD AHK      cân tại H 
 Suy ra AH = HK. 
 Đặt A(x; y) ta có A thỏa mãn  

  
2 2

2 2

5 15( 10) 250
3 9( 5) ( 5) 250

y xx y
y xx y
       

 
       

 

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là ( 15;5)A       

► Hướng dẫn giải cách 4: (theo đáp án của Bộ GD&ĐT) 

402  



 
 
 
Phát triển tư duy khoa học & sáng tạo giải toán hình học tọa độ phẳng Oxy  

 570 

*  Gọi I  là trung điểm AC ta có 

2
ACIH IK   nên I thuộc 

đường trung trực của HK.  
 Đường trung trực HK có 

phương trình 7 10 0x y    
nên toa độ I thỏa mãn hệ  

 
10 0

7 10 0
x y

x y
  


  

 

 
0

(0;10)
10

x
I

y


 


 

*  Ta có HKA HCA HAB HAD     nên AHK cân tại H, suy ra HA = HK 
mà MA = MK nên A đối xứng với K qua MH. Ta có (5;15) 5(1;3)MH   . 
Đường thẳng MH có phương trình: 3 10 0x y        

*  Trung điểm AK thuộc MH và AK  MH nên A thỏa mãn hệ: 
( 9) 3( 3) 0

15
( 15;5)9 33 10 0 5

2 2

x y
x

Ax y y

   
 

       
      

   

 

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là ( 15;5)A       

 
CÂU 98 (KÌ THI THPT QUỐC GIA 2015 – ĐỀ DỰ BỊ). Trong mặt phẳng tọa 

độ Oxy, cho tam giác ABC không cân, nội tiếp đường tròn tâm I. Gọi H là 
hình chiếu vuông góc của A trên BC, K là hình chiếu vuông góc của B trên 
AI. Giả sử (2;5), (1;2),A I  điểm B thuộc đường thẳng 3 5 0x y   , đường 
thẳng HK có phương trình 2 0x y  . Tìm tọa độ các điểm B, C.  

► Hướng dẫn giải :  
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*  Ta có B thuộc đường tròn tâm I bán kính IA và đường thẳng d: 3x + y + 5 = 0 

nên thỏa hệ: 
2 2 2( 1) ( 2) 10

( 2;1)
13 5 0

xx y
B

yx y
      

   
   

  

*  Ta có H  HK  (2 ; )H h h  và (2 2; 5), (2 2; 1)AH h h BH h h      .  
  Lại có AH  BH  

  
1

. 0 (2 2)(2 2) ( 5)( 1) 0 1
5

h
AH BH h h h h

h


        
 


    

 Do đó ta có : 
2 1(2;1) hay ;
5 5

H H  
 
 

       

*  Với 
2 1;
5 5

H  
 
 

 ta có 
8 24 8( 1; 3), ; ( 1; 3)

5 5 5
AI AH   

       
 

 nên ba 

điểm A, H, I thẳng hàng hay tam giác này cân tai A (không thỏa mãn) nên ta 

loại 
2 1;
5 5

H  
 
 

 và nhận (2;1)H  

*  Phương trình đường BC khi đó là y – 1 = 0 và C là giao điểm của đường tròn 
tâm I bán kính IA và BC nên tọa độ C thỏa hệ: 

 
2 2 2, 1( 1) ( 2) 10

4, 11 0
x yx y
x yy
       

 
   

. Do B(–2;1) nên ta nhận (4;1)C   

  Vậy tọa độ điểm thỏa yêu cầu bài toán là ( 2;1), (4;1)B C     
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