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Trường THPT chuyên Phan Bội Châu Nghệ An 
 

Chuyên đề này viết về một khái niệm khá thú vị của số học, đó là 
Thặng dư bình phương. Chuyên đề trình bày một số khái niệm cơ 
bản, các ví dụ minh họa cùng các ứng dụng của lý thuyết Thặng dư 
bình phương. 
Các bài tập được chuẩn bị tương đối kỹ lưỡng và hạn chế trình bày 
lại các tính chất, các định lý cùng các bổ đề cơ bản. Vì thế đối 
tượng đọc cần có và nằm vững được những kiến thức nhất định về 
lý thuyết này. Bên cạnh đó cũng phải có các kiến thức về bậc, căn 
nguyên thủy, số mũ đúng, phương trình đồng dư, hệ thặng dư, định 
lý phần dư Trung Hoa.   

 
I. Một số tính chất cần biết. 
1) Định nghĩa 1: Cho số nguyên dương n, số nguyên a  được gọi 
thặng dư bình phương modn  ( hay số chính phương modn) nếu tồn 
tại số nguyên x sao cho: 2x a    modn . 
2) Định nghĩa 2: Giả sử p là một số nguyên tố lẻ, a  là một số 

nguyên. Kí hiệu Legendre a
p

 
 
 

 được xác định như sau: 

 

 

 
 

   
  

 

1 nÕu a,p 1 vµ a lµ sè chÝnh ph­¬ng modp
a

1 nÕu a,p 1 vµ a kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng modp
p

0 nÕu a p

  

 
3) Định lý 1 ( tiêu chuẩn Euler ): Cho p là một số nguyên tố và a  

là một số nguyên. Khi đó ta có: 
p 1
2 aa

p

  
  
 

   modp . 
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Chứng minh: Gọi g  là một căn nguyên thủy modulo p . Khi đó tập 
 2 p 21,g,g ,...,g   là hệ thặng dư thu gọn modulo p . Do đó ta chỉ cần 

chứng minh cho a  2 p 21,g,g ,...,g  .  

Giả sử  ia g , i 0,1,2,...,p 2   . Ta cần chứng minh 

rằng:
p 1
2 aa 1 1

p

  
   

 
. 

Thật vậy, giả sử : 

       
p 1p 1

i 22 p 1a g 1 modp i. 0 modp 1 i 0 mod2
2

 
        

Suy ra tồn tại  
2* j aj : i 2j a g 1

p
 

      
 

  

Ngược lại, nếu a 1
p

 
 

 
 thì tồn tại  j 0,1,...,p 2   sao cho 

           
2 2j i ja g modp g g modp i 2j modp 1 i 0 mod2        Do 

đó      
p 1p 1

p 1 ki 22a g g 1 modp



    

Vậy định lý trên được chứng minh. 
 

4) Định lý 2 ( bổ đề Gauss ): Cho p là một số nguyên tố và a  là 

một số nguyên. Khi đó ta có:  

p 1
2

k 1

p 1 ka
2 pa 1





 
 
 


     modp . 

 
5) Luật tương hỗ Gauss ( luật thuận nghịch bình phương): Cho p,q  
là hai số nguyên tố lẻ phân biệt. Khi đó: 
1. Nếu có ít nhất một trong hai số có dạng 4k 1  thì p là số chính 
phương  modq  khi và chỉ khi q  là số chính phương  modp . 
2. Nếu cả hai số đều có dạng 4k 3  thì  p là số chính phương 
 modq  khi và chỉ khi q  là số không chính phương  modp . 
Và dưới kí hiệu Legendre, Luật tương hỗ Gauss được viết dưới dạng: 
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 
  p 1 q 1

4p q 1
q p

 
   

    
   

 

Chứng minh: 

Đặt  
x A

pq 1A a | a,pq 1,1 a ,B x
2 

 
     
 

   

Nhận xét 1: 
   

   

p 1
2

q 1
2

qB 1 modp
p
pB 1 modq
q





  
   

  


       

  

Đặt   pq 1 p 1C a | a,p 1,1 a ,D q,q.2,...,q.
2 2

    
       
   

 

Nhận thấy C là hợp rời của A và D nên: 

   
p 1
2

x C

p 1 q p 1x B.q !  modp B. !  modp
2 p 2





      
      

     
  

Mà        
q 1 q 1
2 2

x C

p 1 p 1x p 1 ! !  modp 1 !  modp
2 2

 



            
   

  

nên        
q 1 p 1
2 2q p 1 p 1 qB. !  1 !  modp B 1 modp

p 2 2 p

         
           

       
 

Tương tự ta có:    
p 1
2 pB 1 modq

q

  
   

 
 

Vậy nhận xét 1 được chứng minh. 

Từ đây ta có: nếu  B 1 modpq   thì    
p 1 q 1
2 2q p1 1

p q

    
     

   
 hay 

 
p 1 q 1
2 2p q 1

q p

 
   

    
   

  

Nhận xét 2:    B 1 modpq p q 1 mod 4       
Với a A,  tồn tại duy nhất a' A  và  aS 1;1   thỏa mãn: 

 aa.a ' S modpq . Đây là song ánh trên A nên 
x A

B x


   , trong đó  

là tích các phần tử của tập  E a A | a a'   . 
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Theo định lý phần dư Trung Hoa thì phương trình  2x 1 modpq  có 4 
nghiệm 1,-1,  N, N N 1   . 
Giả sử  p q 1 mod4  . Khi đó phương trình đồng dư  2x 1 modpq   có 
nghiệm I  và từ đó suy ra toàn bộ nghiệm vủa nó là: I, I,NI, NI  . Do đó 

   B 1.N.I.NI. 1 modpq    . 
Giả sử      p,q 1,1 mod 4 . Khi đó phương trình đồng dư  2x 1 modpq   
vô nghiệm. Do đó    B 1..N. 1 modpq      
Nhận xét 2 được chứng minh. 
Như vậy nếu      p,q 1,1 mod 4  thì 

     
p 1 q 1 p 1 q 1
2 2 2 2p q p qB 1 modpq 1 1

q p q p

   
        

               
       

  

Nhưng dễ thấy rằng nếu      p,q 1,1 mod 4  thì    
  p 1 q 1p 1 q 1

2 2 41 1 1
  



     

và nếu      p,q 1,1 mod 4  thì    
  p 1 q 1p 1 q 1

2 2 41 1 1
  



      

Do vậy ta luôn có  
  p 1 q 1

4p q 1
q p

 
   

    
   

. 

Ngoài ra định lý trên còn được chưng minh bằng bổ đề Gauss, bạn đọc 
có thể xem chứng minh ấy tại 5   . 
Luật tương hỗ Gauss có ý nghĩa vô cùng quan trọng trong các bài toán 
về thặng dư bình phương và đặc biệt nó giúp ta biến đổi và tính toán 
các ký hiệu Legendre một cách hợp lý. Điều này sẽ được thể hiện rõ 
trong các ví dụ và bài tập ở phần sau. 
 
6) Định nghĩa 3: Cho a  là một số nguyên và b là một số nguyên 
dương lẻ. Giả sử 1 2 r

1 2 rb p p ...p  
  là sự phân tích chính tắc của b.  Kí 

hiệu Jakobi đươc xác định như sau: 
1 2 ra

1 2 r

a a a a...
b p p p

 
      

       
       
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 và 
i

a
p

 
 
 

 được xác định theo kí hiệu Legendre như trên. 

Chú ý: Kí hiệu Jakobi có đầy đủ các tính chất như kí hiệu Legendre. 
Đặc biệt Luật tương hỗ Gauss được mở rộng dưới kí hiệu Jakobi như 
sau:  
Nếu m,n là các số nguyên dương lẻ và nguyên tố cùng nhau. Khi đó: 

 
  m 1 n 1

4m n 1
n m

 
   

    
   

 

7) Tính chất: Giả sử n là một số nguyên lẻ và a  là số nguyên với 
 a,n 1 . Khi đó ta có: 

i. Nếu  a b modn  thì a b
n n

   
   

   
  

ii. a b ab
n n n

     
     

     
  

iii.  
n 1
21 1

n

 
  

 
  

iv.  
2n 1
82 1

n

 
  

 
  

v. 2 là số chính phương mod p khi và chỉ khi  p 1 mod8    
vi. -2 là số chính phương mod p khi và chỉ khi  p 1,3 mod8   
vii. 3 là số chính phương mod p khi và chỉ khi  p 1 mod12    
viii. -3 là số chính phương mod p khi và chỉ khi  p 1 mod6   

 
II. Một số bài toán ứng dụng. 
Bài toán 1. Cho đa thức        2 2 2P x x 2 x 3 x 6    . Chứng minh 

rằng với mọi số nguyên tố p , đều tìm được số nguyên dương n sao 
cho  P n p . 
Lời giải: 
Với p 2,3  tương ứng ta chọn n 2,3  , hiển nhiên thỏa mãn. 
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Giả sử tồn tại số nguyên tố p 3  sao cho  P n p  n   . 
hay      2 2 2n 2 n 3 n 6    0  modp  n   . 

Suy ra 2,3,6 đều không là số chính phương  modp , hay 

 
p 1
22 1 modp ,


     
p 1 p 1
2 23 1 modp ,6 1 modp
 

      

Nhưng rõ ràng      
p 1 p 1 p 1
2 2 26 2 .3 1 . 1 1 modp
  

       
Vô lý vì p nguyên tố > 3. 

 
Bài toán 2. Xét đa thức   3 2P x x 14x 2x 1    . 
Chứng minh rằng tồn tại số tự nhiên n sao cho với mọi x   , ta có: 

   
n

101 | P P ...P x ... x


 

Lời giải: 
Xét hai số nguyên x,y  bất kỳ. 
Ta sẽ chứng minh rằng          x y mod101 P x P y mod101 1    
Hiển nhiên        x y mod101 P x P y mod101     
Do   3 2P x x 14x 2x 1     nên ta có: 

       
     

2 2

2 2

4 P x P y 4 x y x xy y 14x 14y 2

x y 2x y 14 3 y 29

         

      
  

  

Suy ra:      
 

       
2 2

x y mod101
P x P y mod101

2x y 14 3 y 29 0 mod101 2

 
 
     

  

Xét  2 : 

Nếu  gcd y 29,101 1   thì  3 1 101 1 mod6
101

 
   

 
. Vô lý. 

Nếu      101 | y 29 101 | 2x y 14 x y 29 mod101        
Như vậy ta luôn có  x y mod101 . 
Do đó  1  được chứng minh. 
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Xét 102 số:             
102

P x ,P P x ,P P P x ,...,P P ...P x ...


  

Theo nguyên lý Drichlet, tồn tại  m,n 1,2,...,102 ,m n   sao 
cho:          

m n

P P ...P x ... P P ...P x ... mod101
 

  

Từ nhận xét trên ta suy ra:      
m n

P P ...P x ... x mod101





 x   . 

 
Bài toán 3.Chứng minh rằng phương trình 2 3x y 5   không có 
nghiệm nguyên. 
Lời giải: 
Giả sử phương trình 2 3x y 5   có nghiệm nguyên  x,y . 
Nếu y  chẵn thì  2 3x y 5 5 3 mod8     . Vô lý vì một số chính 
phương chỉ có thể đồng dư 0,1,4 theo modulo 8. 
Do đó y  lẻ. 
Nếu    2 3y 3 mod4 x 3 5 2 mod4     . Vô lý. 
Suy ra  y 1 mod 4 y 4z 1    , z   . 
Khi đó ta có :  

   
32 3 3 2 2x 4 y 1 4z 1 1 64z 48z 12z 4z 16z 12z 3             

Suy ra:  2 2x 4mod 16z 12z 3     

Sử dụng ký hiệu Jakobi ta được : 

2 2

4 11 1
16z 12z 3 16z 12z 3

    
      

      
 

(vì  216z 12z 3 3 mod4   ),vô lý. 
Vậy phương trình đã cho không có nghiệm nguyên. 

 
Bài toán 4 .Chứng minh rằng phương trình sau không có nghiệm 
nguyên dương: 24xyz x y t    
Lời giải: 
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Giả sử tồn tại bộ số nguyên dương  x,y,z, t  thỏa mãn: 

         

2 2 2

22

4xyz x y t 16xyz 4xz 4yz 4zt

4zt 1 4xz 1 4yz 1 2zt zmod 4yz 1 *

      

        
  

Giả sử rằng kz 2 b , với k  là số nguyên không âm và b là một số 
nguyên dương lẻ. Từ  * , sử dụng các tính chất của ký hiệu Jakobi 
ta được: 

 

 
   

k b 1k
2

k kk b 1 b 1
2 2

k

z 1 2 b 2 4yz 11 1
4yz 1 4yz 1 4yz 1 4yz 1 4yz 1 b

4.2 y b 12 2 11 1
4yz 1 b 4yz 1 b

2 T
4yz 1



 

            
              

              

                 
         

 
   

 

 

Nếu k  chẵn thì T 1  . Vô lý. 
Nếu k  lẻ thì nói riêng: k 1 . 

Suy ra:    k 24yz 1 4.2 by 1 1 mod8 1 T 1
4yz 1

 
          

 
   

Vô lý. 
Vậy phương trình đang xét không có nghiệm nguyên. 
Chú ý rằng các phương trình sau cũng không có nghiệm nguyên 
dương:  
a) 24xy x 1 z     
b) 24xy x y z    
 
Bài toán 5. Chứng minh rằng số 4kxy 1   không chia hết số m mx y   
với mọi  x,y,k,m   nguyên dương. 
Lời giải: 
Giả sử tồn tại các số nguyên dương x,y,k,m  sao cho: 
   m m4kxy 1 | x y  . 

Chú ý rằng: m m4kxy 1,x ,y  đôi một nguyên tố cùng nhau. 
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Đặt 1 1
m nm ,n
2 2

   
    
   

. Xét các khả năng sau: 

a)  1 1m 2m ,n 2n   

Khi đó:      1 1
2 2m m 14kxy 1 | x y 1

4kxy 1
 

    
 

 

Vô lý vì  4kxy 1 3 mod4  . 
b)  1 1m 2m ,n 2n 1    
(trường hợp 1 1m 2m 1,n 2n    hoàn toàn tương tự) 

Ta có:    1 1
2 2m nm m y4kxy 1 | x y x y y 1

4kxy 1
 

      
 

  

Nếu y  lẻ, ta có: 

 

 

y 1
2

y 1
2

y 1 y 4kxy 11
4kxy 1 4kxy 1 4kxy 1 y

11 1
y





         
          

         

 
     

 

  

Mâu thuẫn. 
Nếu y  chẵn. Ta đặt t

1y 2 y , với *t N , 1y  lẻ.  
Khi đó tương tự trường hợp y  lẻ, ta có: 

 
 

2
4kxy 1 1

82 1 1
4kxy 1

 
 

   
 

 và 1 1
t

1

y y
1

4kxy 1 2 .4kxy 1
   

         
   

Suy ra:  
   

tt
t1 1

2 y yy 2 1 1 1
4kxy 1 4kxy 1 4kxy 1 4kxy 1

      
                    

  

Mâu thuẫn. 
c) 1 1m 2m 1,n 2n 1    . 

Ta có:    1 1
2 2m nm m xy4kxy 1 | x y x x y y 1

4kxy 1
 

      
 

 

Mặt khác theo trường hợp b) ta có : 

     xy 1 x y 1 . 1 . 1 1
4kxy 1 4kxy 1 4kxy 1 4kxy 1

        
             

          
  

Mâu thuẫn. 
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Vậy giả thiết phản chứng là sai. 
 

Bài toán 6. Cho số nguyên tố p 3 , p 4n 1  . Tính:  
n

1
i 1

S ip


 
   

Lời giải: 
Trước tiên ta phát biểu và chứng minh bổ đề sau: 
Bổ đề: Với p là một số nguyên tố lẻ thì trong tập  S 1,2,...,p 1   có 
p 1

2
   số chính phương modp   và   p 1

2
  số không chính phương  

modp . 
Chứng minh: 

Với mỗi 1
p 1i S 1,2,...,

2
 

   
 

, gọi ir S  là số (duy nhất) mà 

 2
ii r modp . Dễ thấy i jr r i j   . Khi đó tập hợp 

  2
i i i 1A r : r S, i r modp , i S     có đúng p 1

2
  phần tử. 

Ta chứng minh rằng A là tập tất cả số chinh phương modp  trong S . 
Thật vậy, rõ ràng mỗi số thuộc thuôc A đều là số chính phương 
modp . Giả sử a S  sao cho tồn tại k S  thỏa mãn:  2a k modp  
Nếu 1k S  thì ka r A  . 
Nếu k 1S  thì 1h p k S     và  2

ha h modp a r A     
Bổ đề được chứng minh. 
Trở lại bài toán. 

Đặt 
n

i 1
S ip



 
  . Dễ thấy np 2n  

 
. 

Cho x nhận lần lượt các giá trị 1,2,...,n   và với mỗi x  như thế, tương 
ứng ta cho y  nhận các giá trị:    x 1 p 1, x 1 p 2,..., xp        

        
  

Khi đó đặt    2r r x,y xp y    thì ta có  r 0,p . 

Rõ ràng:  2 2 rr y xp y modp 1
p

 
      

 
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Mà  p 1 mod4   nên 1 r1 1
p p

   
     

   
. 

Nhận xét: các số  r x,y  đôi một phân biệt. 
Thật vậy giả sử :    1 1 2 2r x ,y r x ,y  
Suy ra:    2 2

1 1 2 2 1 2 1 2x p y x p y p | y y y y        

Mà 1 20 y y 2 np 4n p     
 

 và 1 2p y y p     nên 1 2y y 0   hay 

1 2 1 2y y ,x x   
Như vậy ta có số các số  r x,y  là: 

 
n

x 1

p 1N xp x 1 p np 2n
2

                 
  = số thặng dư bình 

phương modp  trong tập  1,2,...,p 1  ( theo bổ đề). 
Do  p 1 mod4  nên 

     
p 1 p 1p 1 p 1

p 12 22 2r p r r . p r r . r r 1 modp
p p

  
   

        
   

 Suy ra : 

r p r1 1
p p

   
     

   
. 

Mà rõ ràng r p r    nên tập các thặng dư bình phương modp   trong 

tập   1,2,...,p 1  có thể phân hoạch thành p 1
4
  cặp, mỗi cặp có tổng 

bằng p. Suy ra :  
 

 
p p 1

r x,y *
4


 . 

Mặt khác ta lại có : 
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   
 

 
 

 
 

 

xp xpn n
2

x 1 x 1y x 1 p 1 y x 1 p 1

xpn
2

x 1 y x 1 p 1

n
2

x 1 y

r x,y r x,y xp y

xp x 1 p xp y

p x xp x 1 p y

   
      

         
      

 
  

    
  



   
     
      
   

 
               
 

               

    

 



      

 
   

 

2n

1

2n 2n 1 4n 1
p S n 1 np

6
n 2n 1 4n 1

pS 2n n 1 p * *
3



 
     
 

 
    

   

Từ  *  và  * * , với p 4n 1   ta suy ra : 
2p 1S
12


 . 

Nhận xét: Lời giải trên thực sự ấn tượng nhưng ta đều nhận thấy nó 
khá khó về mặt ý tưởng và sự kết nối các sự kiện là hơi mất tự 
nhiên.Tuy nhiên bằng một cách tư duy đơn giản hơn và sử dụng 
nhuần nhuyễn các tính chất của hàm phần nguyên ta có thể đi đến 
lời giải sau :  
 
Lời giải 2: 
Giả sử P là mệnh đề nào đó, ta đưa vào ký hiệu sau : 

 


 


1 nÕu P lµ mÖnh ®Ò ®óng
P

0 nÕu P lµ mÖnh ®Ò sai 
 

Từ đó với mỗi i ,1 i n    ta có : 

   2

x x
ip x ip x ip

 

     
   

 

  

Vì i n  nên ip np . Do đó nếu x 2n 1   thí 
   

22 2x 2n 1 4n 4n 1 n 4n 1 np ip           

Suy ra:       
2n 2n

2 2 2

x x 0 x 1
x ip x ip 1 x ip

  

       


  

          =  
22n 2n

2

x 1 x 1

x2n x ip 2n i
p 

 
     

 
    
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Do vậy: 
2 2n n 2n n 2n

2

i 1 i 1 x 1 i 1 x 1

2 22n n 2n
2 2

x 1 i 1 x 1 i

x xip 2n i 2n i
p p

x x2n i 2n i
p p

    

   

                      

   
        

   

   

 


 

p 1
2 22n 2

2 2

x 1 x 1

x x2n 2n
p p



 

   
      

   
   

Như vậy ta chỉ cần tính tổng 
p 1

22

k 1

kT
p





 
  

 
  với p là một số nguyên tố có 

dạng 4n 1 . 
Tính chất cơ bản : Cho a,b là hai số thực thỏa mãn 
 a b ,ab    . Khi đó ta có : a b a b 1          . 
Xét bổ đề sau : Cho p là một số nguyên tố có dạng 4k 1  và m là 
một số nguyên dương nguyên tố cùng nhau với p . Khi đó ta có : 

2 2p 1 p 1

i 1 i 1

mi mi p 1
p p 2

 

 

  
  

 
   

Chứng minh : 
Do p là một số nguyên tố có dạng 4k 1  nên với mỗi  i 1,2,...,p 1  , 
tồn tại duy nhất  j 1,2,...,p 1 , j i     sao cho  2 2i j 0 modp  . Như 

vậy tập  1,2,...,p 1  được phân hoạch thành p 1
2
  cặp như thế. Khi 

đó với chú ý  m,p 1 , áp dụng tính chất trên, ta được : 
2 2 2 2mi mj mi mj 1

p p p p
   

      
   

. 

Suy ra :  

  

2 2 2 2 2p 1

i 1 i, j i, j

2p 1

i 1

mi mi mj mi mj 1
p p p p p

mi p 1
p 2









        
             

        


 

  


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Áp dụng bổ đề với m 1  ta được : 
       2 2p 1 p 1

k 1 k 1

p 1 p 2p 1 p 1 p 2k k p 1 p 1
p p 2 6p 2 3

 

 

      
     

 
    

Mặt khác ta lại có : 

 
 

       

p 1 p 1 p 12
2 2 2p 1 2 2 2

k 1 k 1 k 1 k 1

2

p kk k k2 p 2k
p p p p

p p 1 p 1 p 1 p 1
2T 2T

2 4 4

  


   

                          
  

   
    

   
  

Do đó:  
         

2
p 1 p 1 p 2 p 1 p 5

2T T
4 2 24
    

     

Vậy        2 2
2 2

p 1 p 5 p 1 p 5p 1 p 1M 2n T 2n 2
24 4 24 12

     
       

 
 

Chú ý rằng kết quả    p 1 p 5
T

24
 

  với  p 1 mod4  chính là tổng quát 

‘nhỏ’ của VietnamTST2005 bài 5b), bài đó yêu cầu tính 
p 1

22

k 1

kP
p





 
  

 
   với 

 p 1 mod8  cũng cho    p 1 p 5
P

24
 

 . 

 
Bài toán 7.  
a)  Chứng minh rằng số n2 1   không có ước nguyên tố dạng 8k 1 . 
b)  Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, số n32 1  có ít 
nhất n ước nguyên tố có dạng 8k 3 . 
Lời giải: 
a) Giả  sử rằng tồn tại số p nguyên tố có dạng 8k 1  sao cho 

 np | 2 1 . 
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Nếu n chẵn, ta có:    
2n

2 11 2 modp 1 p 1 mod4
p

   
          

  
. Mâu 

thuẫn. 
Nếu n lẻ, ta có : 

   
22n 1 p 1 p 1

2 2 82 1 22 2 modp 1 1 1
p p p

  
        

                
      

  

(do  p 1 mod8  ). Vô lý. 
Vậy số n2 1   không có ước nguyên tố dạng 8k 1 . 
 
b) Từ chứng minh trên ta nhận thấy : nếu n lẻ thì n2 1  không có 
ước nguyên tố dạng 8k 5 . 
Như vậy mọi ước nguyên tố của n32 1  đều đồng dư 1 hoặc 3 mod8 . 
Ta có :        n n 1 n 13 2 2.3 3 2.3 32 1 2 1 2 2 1 2 2 1 ... 2 2 1

 

          

Đặt i i2.3 3
is 2 2 1   ,  1 i n 1     

Ta sẽ chứng minh rằng : 1 i j n 1       thì  i jgcd s ,s 3 . 

Để ý rằng    i is 1 1 1 3 mod9 3 || s i         
Gọi p là một số nguyên tố chia hết   i jgcd s ,s . Khi đó 

       

   

j i 1 j i 1
i 1 j i 1

j j

3 33 3 3
i

2.3 3
j

p | s | 2 1 2 2 1 1 modp

0 s 2 2 1 1 1 1 3 modp p 3

   
 

      

           

  

Vậy  i jgcd s ,s 3  1 i j n 1      

Bây giờ lấy  i 1,2,...,n 1  . Nếu mọi ước nguyên tố của is  (trừ 3) 
đều có dạng 8k 1  thì  is 3 mod8  (chú ý rằng i3 || s i ). Vô lý. 
Do vậy mỗi is  đều có ít nhất một ước nguyên tố ip  dạng 8k 3  mà 

ip 3 . Do  i jgcd s ,s 3  nên i jp p 1 i j n 1      . 

Suy ra n32 1  có ít nhất n ước nguyên tố dạng 8k 3  là : 

1 2 n 13,p ,p ,...,p

. 
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Bài toán 8. Chứng minh rằng tồn tại vô hạn số nguyên dương n sao 
cho 2n 1  có ước nguyên tố lớn hơn 2n 10n   
Lời giải: 
Xét p là một số nguyên tố có dạng 8k 1 , khi đó 1  là số chính 
phương modp , hay phương trình đồng dư  2x 1 modp   có hai 
nghiệm thuộc 1,p 1   , ta gọi hai nghiệm đó là 1 2x ,x  với 

1 2
p 11 x x p 1

2


     . 

Chọn 1n x . Khi đó ta có 2 p 1p | n 1, n
2


  . 

Ta sẽ chứng minh rằng: p 2n 2n  . 

Thật vậy do p 11 n
2


    nên ta đặt p 1 p 1n l,  0 l
2 2
 

    . 

Do  2n 1 modp   nên: 

     
2

p 1 l 1 modp p 1 2l 4 0 modp
2

 
        

 
 

Suy ra:      
2 2*2l 1 4 0 modp r : 2l 1 4 rp         . 

mà        
2

2l 1 4l l 1 1 1 mod8 rp 5 mod8        

Suy ra:      2 1r 5 mod8 r 5 2l 1 4 5p l 5p 4 1
2

           

Đặt  15p 4 u l u 1
2

     , ta có 

   
2p 1 p 1 1 1 1 u 4n l u 1 p u u

2 2 2 2 2 5
   

          
 

 

   22 1u 5u 4 10n 0 2u 5 40n 9 u 5 40n 9
2

             

Mặt khác do  1n p u
2

   nên 

 1p 2n u 2n 5 40n 9 2n 10n
2

        . 

Do có vô hạn số nguyên tố có dạng 8k 1  nên bài toán được chứng 
minh. 
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Nhận xét: Với bài toán trên ta đã có một tổng quát cho bài toán 
sau: Xét mệnh đề :  P n : 2n 1  chia hết n! . Chứng minh rằng tồn 
tại vô hạn số nguyên dương n sao cho  P n  đúng và cũng tồn tại vô 
hạn số nguyên dương n sao cho   P n  sai. (Romania National 
Olympiad 2008). 
 
Bài toán 9. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho 
   n n2 1 | 3 1  . 

Lời giải: 
Ta sẽ chứng minh rằng n 1  nghiệm duy nhất của bài toán. 
Thật vậy giả sử tồn tại số nguyên n 1  sao cho n n2 1 | 3 1  . 
Khi đó rõ ràng 3  n2 1  nên n lẻ, do đo: 

   n n 3 nn 3 2 8 8 2 1 4.3 12 2 1 7 mod12          

Suy ra n2 1  có ít nhất một ước nguyên tố p có dạng 12k 5  hoặc 
12k 7 . 
Hơn nữa ta lại có: 

       
2n 1

n n 2 3p | 2 1 | 3 1 3 3 modp 1 p 1 mod12
p

   
            

  
Mâu 

thuẫn. 
Vậy n 1  là số nguyên dương duy nhất thỏa mãn. 

 
Bài toán 10. Cho  P x  và  Q x  là hai đa thức hệ số nguyên, nguyên 
tố cùng nhau trên  . Giả sử rằng với mọi n    thì    P n ,Q n  

nguyên dương và  Q n2 1  chia hết  P n3 1 . 
Chứng minh rằng  Q x  là một đa thức hằng. 
Lời giải: 
Do    P x ,Q x x     và nguyên tố cùng nhau trên x    nên tồn tại 
các đa thức    u x ,v x x     và số nguyên dương d  sao cho: 
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            P x u x Q x v x d gcd P n ,Q n d n        

Giả sử  Q x  không là hằng số. Khi đó dãy   Q n | n    không bị 

chặn, mà ta lại có   *Q n n     nên degQ chẵn và hệ số bậc cao 
nhất của  Q x  dương.Từ đó ta có thể chon m    sao cho :  

          max P 0 ,P 1 ,P 2 ,...,P dQ mM 2 1 3     
Ta có    Q m P mM 2 1 | 3 1     *  nên    M,2 M,3 1   
Gọi a,b  tương ứng là bậc của 2,3  modulo M. Từ  *  ta suy ra  

          a | Q m ,b | P m gcd a,b gcd Q m ,P m d    

Đặt  gcd a,b s . Khi đó tồn tại các số nguyên 0 0x ,y  sao cho 

0 0s ax by  . 
Do 1 s d   nên tồn tại k ,0 k d     sao cho s d k  . 
Ta sẽ chứng tỏ rằng tồn tại các số nguyên x,y  sao cho: 
0 m ax by d    . Thật vậy chọn 0 0x tx ,y ty  . 
Ta có :  0 00 m ax by d 0 m t ax by d          hay 

 0 m t d k d   
m d mt

d k d k
 

  
 

  

Do d m m d 1
d k d k d k
 

  
  

 nên tồn tại số nguyên t  thỏa mãn. 

Nhận xét trên được chứng minh. 
Ta có  Q x x     nên : 

           Q m ax Q mQ m ax Q m moda 2 2 1 modM
      

hay    Q m ax P m axM | 2 1 | 3 1 
    

Tương tự , ta có : 
           P m ax by P m axP m ax by P m ax modb 3 3 1 modM  

       Suy 

ra :           max P 0 ,P 1 ,...,P dP m ax by Q mM 3 1 3 1 2 2 M 1 
        . Vô lý. 

Vậy  Q x Const . 
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Bài toán 11. Cho a,b là hai số nguyên dương thoả mãn ab không là 
số chính phương. Chứng minh rằng tồn tại vô hạn số nguyên dương 
n sao cho    n na 1 b 1   không là số chính phương. 

Lời giải: 
Bổ đề :  Cho a  là một số nguyên dương không chính phương. Khi đó 
tồn tại vô hạn số nguyên tố p sao cho a  không là số chính phương 
modp . 
Chứng minh : 
Do a  là một số nguyên dương không chính phương nên ta đặt : 

2a b c , trong đó  *
1 2 mb ,c q q ...q m 1   , với iq  nguyên tố, đôi một 

phân biệt. 
Khi đó với mỗi số nguyên tố lẻ p mà  p,a 1 , ta có : 

2 m
i

i 1

qa b c c
p p p p

     
        

      
    

Xét các khả năng sau : 
1) 1q  lẻ 
Chọn 1 2 mr ,r ,..., r   thỏa mãn 1r  không là số chính phương 1mod q  và ir  là 
số chính phương imodq  với mọi i 2,...,m . 
Theo định lý thặng dư Trung Hoa, tồn tại số nguyên 0p  thỏa mãn: 

 
 

 0 i i

0

p r modq i 1,2,...,m
I

p 1 mod4

   




  

Dễ thấy      0 i 0 0 1 2 mp ,q p ,4 1 i 1,2,..,m p ,4q q ...q 1       
Mà ta có  0 1 2 mp p 4q q ...q t    cũng là nghiệm của  I  với mọi t  . 
Nhưng theo định lý Drichlet, ta có thể chọn được vô hạn t  sao cho 
p là số nguyên tố, hay tồn tại vô hạn số nguyên tố p thỏa 

mãn:  
 

i ip r modq i 1,2,...,m

p 1 mod4

   



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Suy ra: i

i i

r 1,  khi i 1p
q q 1,  khi i 2,...,m

     
     

   
 

Do  p 1 mod4  nên theo luật tương hỗ Gauss, ta 

có: i

i

qp i 1,2,...,m
q p

   
     
  

  

Suy ra: 
m m

i

i 1 i 1 i

qa p 1
p p q 

   
      

     
   

2)  1q 2   
Chọn ir  là số chính phương imodp  với mọi i 2,...,m   
Tương tự ta có vô hạn số nguyên tố p thỏa mãn: 

 
 

i ip r modq i 2,..,m

p 5 mod8

   




  

Suy ra: i

i i

rp 1 i 2,...,m
q q

   
      

   
  

Do  p 5 mod8  nên   i

i

q pp 1 mod4 1 i 2,...,m
p q

  
       

   
 

Mà  
2p 1

1 8q 2 1 1
p p

   
       
  

 ( do  p 5 mod8 ) 

Suy ra: 
m

i

i 1

qa 1
p p

  
    

   
 . 

Bổ đề được chứng minh. 
Trở lại bài toán. 
Theo giả thiết ta có ab không là số chính phương nên theo bổ đề ta 

có tồn tại vô hạn số nguyên tố p sao cho: ab a b1 1
p p p

     
         

     
  

Từ đó không mất tính tổng quát ta có thể giả sử: a b1, 1
p p

   
     

   
. 

Hay    
p 1 p 1
2 2a 1 modp ,b 1 modp
 

    

Suy ra: p không chia hết 
p 1
2b 1


 . Xét các khả năng sau: 
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1)  
p 1
2

pv a 1
 
  

 
  lẻ. 

Khi đó 
p 1 p 1
2 2

pv a 1 b 1
     
         

    
 lẻ, do đó 

p 1 p 1
2 2a 1 b 1
    
       

   
 không là số 

chính phương. 

2)  
p 1
2

pv a 1
 
  

 
 chẵn  2 . 

Theo định lý về số mũ đúng ta có: 
p 1 p 1p
2 2

p pv a 1 v a 1 1
    

         
   

  là 

một số lẻ. Hơn nữa ta lại có :  
p 1p p
2b 1 1 1


      0 modp    

Suy ra 
p 1 p 1p p
2 2

pv a 1 b 1
     

         
    

 lẻ, do đó 
p 1 p 1p p
2 2a 1 b 1
    

       
   

 không là 

số chính phương. 
Chú ý rằng một trong hai khả năng sẽ xảy ra với vô hạn p. 
 
Vấn đề mở rộng: Cho a,b là hai số nguyên dương phân biệt 1 , 
chứng minh rằng tồn tại số nguyên dương n sao cho    n na 1 b 1   

không là số chính phương. 
Nhận xét: Bổ đề được phát biểu và chứng minh trong lời giải trên 
thưc sự tốt và có nhiều ứng dụng để giải các bài toán “đẹp” về 
thặng dư bình phương. Sau đây là một số ví dụ minh họa. 

 
Bài toán 12.  Cho  f x  là một tam thức bậc 2 với hệ số nguyên thỏa 
mãn với mọi số nguyên tố p đều tồn tại ít nhất một số nguyên n 
sao cho  p | f n . Chứng minh rằng  f x  có nghiệm hữu tỉ. 
Lời giải: 
Đặt    2f x ax bx c a,b,c     . 
Rõ ràng ta chỉ cần chứng minh rằng : 2b 4ac  là số chính phương. 
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Lấy p là một số nguyên tố bất kỳ, theo giả thiết tồn tại số nguyên 
n sao cho : 

       
22 2p | f n an bn c 0 modp b 4ac 2an b modp         

Do đó: 
2b 4ac 1

p
 

 
 

.Khi đó theo bổ đề bài 11 ta có 2b 4ac  là số 

chính phương. 
Do vậy  f x  có nghiệm hữu tỉ. 

 
Bài toán 13: Giả sử rằng 1 2 2004a ,a ,...,a  là các số nguyên không âm 
thỏa mãn: n n n

1 2 2004a a ... a    là số chính phương với mọi số nguyên 
dương n. Tìm số nhỏ nhất các số bằng 0 trong các số 1 2 2004a ,a ,...,a . 
Lời giải: 
Lấy số nguyên tố  ip N max 2004,a | i 1,2,...,2004    và lấy n p 1  . 

Khi đó ta có:  
2004 2004

n p 1
i i

i 1 i 1
a a k modp

 

   , trong đó k  là số số hạng của 

dãy 1 2 2004a ,a ,...,a  không chia hết cho p . Theo trên ta có 0 k p  . Mà 
n

n
i

i 1
a


  là số chính phương nên ta có k 1 p

p
 

  
 

 nguyên tố lớn hơn N . 

Áp dụng bổ đề bài 11 ta được k  là số chính phương.  
Đặt 2 2 2k l l 2004 l 44 k 44 1936        . 
Do đó có ít nhất 2004 1936 68   số bằng 0 trong dãy 1 2 2004a ,a ,...,a . 
Mặt khác ta xét dãy: 2

i ia m  i 1,1936 ; a 0 i 1937,2004      . 

Khi đó    
n n 2n 2 n

i
i 1

a 1936 m 44m


  . 

Vậy 68 là giá trị nhỏ nhất cần tìm. 
 

Bài toán 14. Cho a,b,c  là các số nguyên và p là một số nguyên tố lẻ 
3 . Chứng minh rằng nếu   2f x ax bx c    là số chính phương tại 

p 5
2
  giá trị nguyên liên tiếp của x thì  2p | b 4ac .   
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Lời giải: 
Bổ đề 1: Cho  f x  là một đa thức hệ số nguyên có deg f k . Đặt 

p 1r
2


 , và  
r kr

0 1 krf x a a x ... a x .     Khi đó ta có: 

 
      

p 1

p 1 2 p 1 l p 1
x 0

f x ka a ... a modp ,  l
p 2



  


   
             

 . 

Chứng minh: 

Đặt  
p 1

n
n

x 0
s x , n





   . 

Dễ thấy  0 ns p,  s p 1 1 modp       với n 0  và p 1 | n . 
Xét n 0 vµ n   p 1 , ta gọi g  là một căn nguyên thủy của p, khi đó 

    2 3 p 1g,g ,g ,...,g 1,2,...,p 1 modp   ,  p 1g 1 modp   và ng 1   0 modp . 

Suy ra:  
 

 
n p 1p 1 p 1 p 2 in ni n n n

n n
x 0 i 1 i 0

g 1s x g g g g . 0 modp
g 1

  

  


    


   . 

   
 n

1 modp  khi n 0,  n p 1
VËy s

0 modp  khi n=0  n 0,  n

  


 



  p 1






  

Do đó: 
 

    

    

p 1 p 1 p 1 krr kr
0 1 kr i i

x 0 x 0 x 0 i 0

p 1 2 p 1 l p 1

f x
f x a a x ... a x a s

p

a a ... a  

  

   

  

 
       
 
 

    

   
 

Bổ đề 1 được chứng minh. 
   

Bổ đề 2: Cho a,b,c  là các số nguyên bất kỳ và p là một số nguyên 
tố không chia hết a . Khi đó ta có: 

2
2p 1

x 0

a         khi  b 4ac
pax bx c

p





 
  

     
 




  2

p

ap 1  khi b 4ac p
p






      


  

Chứng minh. Ta có: 
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   
2

2p 1 p 1
2

x 0 x 0

2 2 2p 1 p 1 p 1

x 0 x 0 x 0

2ax b D4a ax bx c ,   D b 4ac
p p p

x D ax bx c a x D 
p p p p

 

 

  

  

                  
 

         
        

      

 

  

 

Đặt 
2p 1

x 0

x DS
p





 
  

 
 . Áp dụng bổ đề 1 cho   2f x x D   ta được: 

   p 1S a 1 modp


    , mà S p  nên  S 1,p 1   . 

Nếu S p 1  , thì có duy nhất một số  0x 0,1,...,p 1   sao cho 

 
  

2
2 0
0

2

0

p | x Dx D
0

p p | p x D

   
       



  

Suy ra nếu 0x 0  thì    0p x 0,1,...,p 1    và  0 0p x x  . Mâu 
thuẫn tính duy nhất của 0x . Do đó 0x 0 p | D  . 

Ngược lại nếu p | D, suy ra 
2p 1

x 0

xS p 1
p





 
   

 
 . 

Như vậy:  
2p 1

x 0

ax bx c ap | D S p 1 p 1
p p





    
        

  
   

Nếu S 1   thì Dp và 
2p 1

x 0

ax bx c a
p p





    
    

  
 . 

Bổ đề 2 được chứng minh.  
Trở lại bài toán. 
Giả sử rằng tồn tại số nguyên 0x  sao cho: 

   0 0 0
p 1f x ,  f x 1 ,..., f x

2
 

  
 

 đều là số chính phương. Xét các khả 

năng sau: 
1) a  chia hết cho p. 

Nếu b không chia hết cho p thì tập 0 0 0
p 3bx c :  x x ,x 1,..., x

2
 

    
 

 

là một hệ thặng dư không đầy đủ modulo p gồm p 5
2
  phần tử mà 
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   f x bx c modp   nên tập   0 0 0
p 3f x :  x x ,x 1,..., x

2
 

   
 

 cũng là 

một hệ thặng dư không đầy đủ modulo p gồm p 5
2
  phần tử 

nhưng rõ ràng một số chính phương chỉ có thể đồng dư với đúng 

một số trong p 1
2
  số là 

2
2 2 p 10 ,1 ,...,

2
 
 
 

. Như vậy ta có điều mâu 

thuẫn. 
Do đó b chia hết cho p. Vậy 2p | b 4ac . 
2) a  chia hết cho p. 
Giả sử rằng: p không chia hết 2b 4ac . 

Khi đó theo bổ đề 2, ta có:
2p 1

x 0

ax bx c a
p p





    
    

  
 . 

Suy ra:
0

0

x p 1 2 2p 1

x x x 0

ax bx c ax bx c a 1
p p p

  

 

        
        

    
  . 

Mặt khác dễ dàng thấy rằng không tồn tại 3 số nguyên phân biệt 
 1 2 3 0 0 0x ,x ,x x ,x 1,..., x p 1     sao cho  2

i iax bx c p i 1,2,3     nên 
0

0

x p 1 2

x x

ax bx c p 5 p 52 p 3 1
p 2 2

 



        
          
    

 . Mâu thuẫn. 

 
Chú ý rằng: Đây là một mở rộng khá mạnh của bài IMO Shortlist 
năm 1991 do Polish đề nghị như sau:  
Cho a,b,c  là các số nguyên và p là một số nguyên tố lẻ. Chứng 
minh rằng nếu   2f x ax bx c    là số chính phương tại 2p 1  giá trị 
nguyên liên tiếp của x thì  2p | b 4ac . 

 
Bài toán 15.  Với mỗi số nguyên a , hãy tính số nghiệm  x,y,z  của 
phương trình đồng dư: 2 2 2x y z 2axyz    modp  
Lời giải: 
Ta có : 
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         
22 2 2 2 2 2 2x y z 2axyz modp z axy a x 1 y x modp  1        Suy 

ra với mỗi cặp x,y  cố định thuộc tập  0,1,...,p 1  thì số nghiệm 

 z 0,1,...,p 1   thỏa mãn  1  là:  2 2 2 2a x 1 y x
1

p

  
 
 
 

. 

Do vậy số nghiêm của phương trình 2 2 2x y z 2axyz      modp  là: 

 2 2 2 2p 1 p 1
2

x 0 y 0

a x 1 y x
N p

p

 

 

  
  
 
 

  

Xét các khả năng sau: 
1) a  chia hết cho p . 
Khi đó áp dụng bổ đề 2 Bài 14 ta có: 

      

2 2 2 2p 1 p 1 p 1 p 1
2 2

x 0 y 0 x 0 y 0

2 2 2p 1 p 1 p 1
2

y 0 x 1 y 0

p 1
2 2 2

x 1

y x 1 y xN p p
p p p

1 y y xp
p p p

1 1 1p p 1 p p 1 p 1 p
p p p

   

   

  

  





       
       

    

      
               

       
                 

      

 

 



 

2) a  không chia hết cho p . 
Dễ thấy tồn tại duy nhất các số nguyên  1 2x ,x 1,2,...,p 1   sao cho: 

 
 

1 2 2 2 2
1 2

2

ax 1 modp
p | a x 1,  p | a x 1

ax 1 modp

 
  

 

  

Do vậy p không chia hết      2 2 2
1 24x a x 1  x 0,1,...,p 1 \ 0,x ,x      

Từ đó áp dụng bổ đề 2 Bài 14, với chú ý 0
p

 
 

 
 nếu p , ta được: 

www.VNMATH.com



   

 
 

1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 22p 1 p 1 p 1
1 1 2 22

y 0 y 0 y 0

2 2 2 2 2 2p 1 p 1 p 1
2

   x 1 y 0    x 1
 x x ,x  x x ,x

2

a x 1 y x a x 1 y xyN p
p p p

a x 1 y x 1 1 a x 1p p 1 2p
p p p p

1p p
p

  

  

  

  
 

               
        

                    
        

 
  



  

  

2 2 2p 1
2

x 0

2

1 a x 1 1 a2p p 3p
p p p p

1p 3p 1
p





         
           

       

 
   

 



 

Vậy 
2

2

p  khi a p
N 1p 3p 1 khi a

p
  

  
 



p







    

 
Bài toán 16. Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương n, đều tồn 
tại các số nguyên >1, đôi một nguyên tố cùng nhau: 0 1 nk ,k ,...,k , sao 
cho: 0 1 nk k ...k 1  là tích của hai số nguyên liên tiếp.  
Lời giải: 
Bổ đề: Cho p là một số nguyên tố có dạng 3k 1 . Khi đó tồn tại số 
nguyên dương r  sao cho  2p | r r 1  . 

Chứng minh:  p là một số nguyên tố có dạng 3k 1  nên  p 1 mod6 , 
suy ra 3  là số chính phương modp , hay tồn tại số nguyên dương x 
sao cho:    

2
x kp 3 modp  k      . 

Rõ ràng tồn tại k    sao cho:x kp 2r 1,   với  r  nguyên dương nào 
đó. Suy ra:      

2 2 2p | 2r 1 3 4 r r 1 p | r r 1        . 

Trở lại bài toán. 
Với mỗi số nguyên dương n, rõ ràng tồn tại các số nguyên tố đôi 
một phân biệt 0 1 np ,p ,...,p  có dạng 3k 1 . 
Khi đó theo bổ đề ta gọi 0 1 nr , r ,..., r  là các số nguyên dương thỏa mãn: 

 2
i i ip | r r 1  i 0,1,...,n    . 
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Theo định lý thặng dư Trung Hoa, tồn tại số nguyên dương a  thỏa 
mãn:  i ia r modp  i 0,1,...,n    
Suy ra:  2

0 1 np p ...p | a a 1    

Với mỗi i : 1 i n  , lấy ik  là lũy thừa lớn nhất của ip   chia hết 
2a a 1   và đặt 

2

0
1 n

a a 1k
k ...k
 

  . 

Khi đó rõ ràng 0 1 nk ,k ,...,k  đôi một nguyên tố cùng nhau và 
 2

0 1 nk k ...k 1 a a a a 1      
Nhận xét: Bằng các tính chất của Thặng dư bình phương và định lý 
Thặng dư Trung Hoa ta đã cho một lời giải đẹp với bài toán trên. 
Tuy nhiên dễ dàng nhận thấy ý tưởng trên chỉ nhằm mục đich đưa 
về kết quả sau: 
Đặt   2f x x x 1   . Khi đó tồn tại vô hạn số nguyên tố p sao cho 
phương trình đồng dư:    f x 0 modp  có nghiệm. 
Ta chứng minh kết quả này. 
Giả sử ta đã có m số nguyên tố thỏa mãn là: 1 2 mp ,p ,...,p . 
Theo định lý Thặng dư Trung Hoa ta tìm đươc số nguyên dương b 
sao cho:    if b 0 modp  i 1,2,...,m   . 
Ta có:       2 2gcd f b , f b 1 gcd b b 1,b 3b 3      =1 

Mà  f b 1  > 1 nên nó có một ước nguyên tố m 1p


 mà 

m 1 ip p  i 1,2,...,m


   . Đpcm. 
Ta có kết quả tổng quát: Cho đa thức hệ số nguyên  f x  khác hằng 
số. Khi đó tồn tại vô hạn số nguyên tố p sao cho phương trình đồng 
dư:    f x 0 modp  có nghiệm. 
Hiển nhiên với kết quả này bài toán ban đầu của ta có thể được mở 
rộng thành tích của k  số nguyên liên tiếp, với k  là số nguyên dương 
tùy ý. 
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Bài toán 17. Cho các số nguyên dương m,n thoả mãn:  

 
n

m 3 1
A

3m
 

   là số nguyên. Chứng minh rằng A lẻ. 

Lời giải: 
Nếu m lẻ thì  

n
m 3 1   lẻ, suy ra A lẻ. 

Nếu m chẵn thì do A là số nguyên nên 
     

n n0 m 3 1 m 1 mod3 gcd m,3 1        
suy ra:  n 2k 1,  m 1 mod3 .     
Ta xét các khả năng sau: 
1) *

1 1m 8m ,  m   . Khi đó ta có: 

   
n n 2k 1m 3 1 3 1 3 1 4 mod8        và  13m 0 mod8 . mâu thuẫn 

với A là số nguyên. 
2) 1 1m 8m +2  8m +6,   hay  m 2 mod4 . Khi đó ta có: 

     
n n

m 3 1 2 3 1 2 mod4       và  3m 2 mod4 . Suy ra Alẻ. 
3) 1m 8m 4  . Khi đó do  m 1 mod3   nên  1m 1 mod3  , suy ra 
tồn tại số nguyên tố p là ước của 1m  sao cho  p 1 mod3  . Do A là 
số nguyên nên 

     
n n 2k 1 2k 10 m 3 1 3 1 3 1 modm 3 1 modp            

hay      
2k 1 33 3 modp 1 p 1 mod6

p
  

      
 

, mâu thuẫn. 

 
Bài toán 18. Chứng minh rằng không tồn tại các số nguyên dương 

a,b,c  sao cho 
 

2 2 2a b c
3 ab bc ca

 

 
  là một số nguyên. 

Lời giải: 
Giả sử rằng tồn tại các số nguyên dương a,b,c,n  sao cho : 

       
22 2 2a b c 3n ab bc ca a b c 3n 2 ab bc ca             
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Rõ ràng phải tồn tại một ước nguyên tố p  của 3n 2  sao cho 
 p 2 mod3   và  pv 3n 2  lẻ. Ta giả sử  2i 1 *p || 3n 2 ,  i     nào đó. 

Ta có : 
       

      
       

     

2 22i 1 i

22i

22 2 2

3n 2 | a b c p | a b c p | a b c

p | a b c p | ab bc ca p | ab c a b

p | ab a b a b  do p | a b c

3p | 4 a ab b 2a b 3b 1 p 1 mod6
p

        

        

      

 
          

 

 

Mâu thuẫn. 
Nhận xét : Đây là một bài toán khá cũ nhưng vừa rồi nó lại xuất 
hiện trong kỳ thi Iran TST 2013 : Tìm tất các số nguyên dương 
a,b,c  thỏa mãn : 

2 2 2a b c   chia hết cho  2013 ab bc ca  . 
 

Bài toán 19. Tìm tất cả các số nguyên dương k  thỏa mãn với k  số 
nguyên tố lẻ đầu tiên 1 2 kp ,p ,...,p , tồn tại các số nguyên dương a,n  
 n 1  sao cho: n

1 2 kp p ...p a 1  . 
Lời giải: 
Giả sử k  là số nguyên dương sao cho tồn tại các số nguyên dương 
a,n   n 1  thỏa mãn: n

1 2 kp p ...p a 1  , với 1 2 kp ,p ,...,p  là k  số nguyên 
tố lẻ đầu tiên. Xét các khả năng sau: 
1) n chẵn. Ta có  

 
2n

2
i

i

1 11 a modp  i 1,k 1 i 1,k 1
p 3

      
               

   
. Vô lý. 

2) n  lẻ. 
Giả sử tồn tại  i 1,2,...,k  sao cho ip | n . 

Khi đó ta có:
i

i

pn
pn

ip | a 1 a 1
 
   
 
 
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Mà theo định lý  nhỏ Fecma ta có:
i

i i i

pn n n
p p p

i ip | a a p | a 1
 
    
 
 

 

Do đó:    
i

i i

i i i i

pn n
p pn 2 n

p p p p i iv a 1 v a 1 v a 1 v p 2 p | a 1
    
            
         

 

Suy ra: 2
i 1 2 kp | p p ...p . Vô lý vì các jp  nguyên tố đôi một phân biệt. 

Kết hợp với n lẻ, n 1  ta suy ra tất cả các ước nguyên tố của n đều 
lớn hơn kp . Do đó kn p . Giả sử a  không có ước nguyên tố lẻ thì 

m * mn
1 2 ka 2 ,m p p ...p 2 1      

Nếu m chẵn thì 
i

1 1 i 1,k
p

 
   

 
. Vô lý. 

Nếu m lẻ, ta có:  22x 1 0 mod5   (vì dễ thấy k 2  ), với 
mn 1

2x 2


   

Suy ra:  2 2x 2 mod5 1
5

 
   

 
. Vô lý. 

Vậy tồn tại p nguyên tố lẻ sao cho p | a  mà  ia,p 1 i 1,k    nên 

kp p . 
Suy ra: kpn

1 2 k kp p ...p a 1 p   . Vô lý. 
Vậy không tồn tại số nguyên dương k  thỏa mãn bài toán. 

 
Bài toán 20. Cho số nguyên dương a . Xét dãy số nguyên  nx  xác 
định bởi: 1 n 1 nx a,  x 2x 1 n 1


     . Đặt nx

ny 2 1  . Tìm số nguyên 
dương k  lớn nhất sao cho tồn tại số nguyên dương a  để 1 2 ky ,y ,..., y  
đều là số nguyên tố. 
Lời giải: 
Nhận xét 1: Nếu m2 1  là số nguyên tố thì m cũng phải là số nguyên 
tố. 
Nhận xét 2: Nếu p là số nguyên tố có dạng 4m 3   và q 2p 1   
cũng là một số nguyên tố thì pq | 2 1 . 
Chứng minh: 
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Theo định lý nhỏ Fecma ta có:    q 1 2p p pq | 2 1 2 1 2 1 2 1         

Gọi    qord 2 | 2p 2,p,2p       . 
Nếu 22 q | 2 1 3 q 3 p 1         . Vô lý. 

Nếu 2p q |    
2p 1

p p 22 1 q | 2 1 2 2 modq
 

        
 

 hay 2 1
q

 
 

 
 

nhưng q 2p 1 8m 7    . Vô lý. 
Vậy pp q | 2 1    . 
Trở lại bài toán. 
Với k 2 . Chọn a 2  ta được 1 2 3y 2,y 31,y 2047 23.89    . 
Giả sử tồn tại k 3  sao cho tồn tại *a    thỏa mãn 1 2 ky ,y ,..., y  đều 
là số nguyên tố. Khi đó theo nhận xét 1 ta có 1 2 kx ,x ,...,x  cũng là số 
nguyên tố. Nói riêng 3y  là số nguyên tố nên theo trên ta có: a 3  
mà 1a x  nguyên tố nên a  lẻ, suy ra  nx 3 mod4  n 2   . 
Ta có:  2 3 2 2 3x 3 mod4 ,x 2x 1,  x ,x    nguyên tố nên theo nhận xét 2 
ta có: 2x

3x | 2 1  nhưng 2x
22 1 y   là số nguyên tố nên 

2x 2a 1
3x 2 1 4a 3 2 1      . Vô lý vì a 3 . 

Vậy k 2  là giá trị lớn nhất cần tìm. 
 

Bài toán 21: Cho dãy  n n 1
u




 xác định bởi: 1 2

*
n 2 n 1 n

u 1,u 11
u u 5u  n

 

  


    
  

Chứng minh rằng nu  không là số chính phương với mọi n 3 . 
Lời giải: 
Trước tiên bằng quy nạp ta chứng minh được rằng: với mỗi số 
nguyên dương n ta có:  

k *
n 2k n n k ku 5 u u u  k
 

       . 
Tiếp tục ta chứng minh bằng quy nạp các kết quả sau: 

   6k 2 6k 4 6ku u 1 mod 4 ,u 2 mod4  k
 

       . 
Với k 0 , dẽ thấy đúng 
Giả sử đúng với k . Xét với k 1  , ta có: 
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   

   

   

6k 6 6k 4 6k 26 k 1

6k 8 6k 6 6k 46 k 1 2

6k 10 6k 8 6k 66 k 1 4

u u 11u 25u 11 25 2 mod 4

u u 11u 25u 11.2 25 1 mod4

u u 11u 25u 11 25.2 1 mod4

  

   

   

      

      

       

  

Như vậy kết quả trên cũng đúng với k 1 . 
Do đó 2nu  không là số chính phương với mọi *n   . 
Ta sẽ chứng minh 4n 1u


 không là số chính phương với mọi *n   . 

Thật vậy giả sử tồn tại  *m ,m 1 mod4  sao cho mu  là số chính 
phương. 
 
Đặt r *m 1 3 .2k,  r ,k ,2 | k,3 |     k . Ta có: 

         

   

r

r r r

r

k 2k 3 k

m 11 3 .2k 1 3 1 .2k 1 3 2 .2k

3 k

k

u u 5 u 5 u ... 5 u

5 modu

    
         

  

   

Gọi p là một ước nguyên tố bất kỳ của  ku p,5 1    
(vì   *

nu ,5 1 n    ) 

Ta có:    
r3 k

mu 5 modp    mà k  chẵn, mu  là số chính phương nên 

   k
1 1 p 1 mod4 u 1 mod4

p
 

     
 

. Vô lý vì k  chẵn nên 

 ku 1,2 mod4 . 
Ta sẽ chứng minh 4n 3u


 không là số chính phương với mọi n    

Thật vậy giả sử tồn tại  *m ,m 3 mod4  sao cho mu  là số chính 
phương. 
Đặt r *m 3 3 .2k,  r ,k ,2 | k,3 |     k . Ta có: 

         

   

r

r r r

r

k 2k 3 k

m 33 3 .2k 3 3 1 .2k 3 3 2 .2k

3 k

k

u u 5 u 5 u ... 5 u

16. 5 modu

    
         

  

   

Gọi p là một ước nguyên tố bất kỳ của    ku p,5 1, p,2 1    
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(vì   *
nu ,5 1 n     và 2 | k,3 |   kk k 2,4 mod6 u    lẻ ) 

Ta có:    
r3 k

mu 16. 5 modp    mà k  chẵn, mu  là số chính phương nên 

   k
1 1 p 1 mod4 u 1 mod4

p
 

     
 

. Vô lý vì k  chẵn nên 

 ku 1,2 mod4 . 
Vậy nu  không là số chính phương với mọi n 3 . 

 
 

Bài toán 22. Cho hai hàm số * *f,g :    thoả mãn đồng thời: 
i)  g  là toàn ánh. 
ii)     

2 22 *2f n n g n n       
Chứng minh rằng nếu   *f n n 2013 n n      thì f  có vô số điểm 

bất động. 
Lời giải: 
Theo định lý Dirichlet, tồn tai dãy vô hạn các số nguyên tố  ip  với 

ip   có dạng 8k 3 . 
Vì g  là toàn ánh nên ta tìm được dãy vô hạn các số nguyên dương 
 n n 1
x




 sao cho  n ng x p  n  . 

Theo điều kiện ii) ta có:      
2 22 2 2 2

n n n n n n n2f x x g x x p x  modp      
Do  np 3 mod8  nên 2 là số không chính phương nmodp  
Suy ra :    n n nf x x 0 modp  . 

Do đó tồn tại 2 dãy vô hạn các số nguyên dương    n nn 1 n 1
a , b

 

 
 sao 

cho :
 
n n n

n n n

x a p
n 1,2,...

f x b p
 

 


  

Khi đó ta có : 
2

2 2 2 2 2 2 2 nn
n n n n n n n

n n

a 1b
2b p a p p 2b a 1

a 2a


         

Để ý rằng nlim x   . 
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Theo giả thiết ta có : 

 
  2

n n n
2

n n nn

f x b a 12013 1f n n 2013 n  1 1 1
x a ax 2


          

Suy ra: 
2
n

2
n n

a 11 20130 lim 1 lim 0
a2 x


     

Do đó: 
2
n

n2
n

a 1
lim 2 lima 1

a


    

Mà  na  là dãy vô hạn gồm các số nguyên dương nên 
*

0 n 0 n 0N :  a 1 n N b 1 n N .          
Do vậy :    n n n 0f p f x p  n N    , tức là hàm f  có vô số điểm bất 
động. 

 

Bài toán 23. Cho p là một số nguyên tố lẻ và đặt:  
p 1

i 1

i 1

if x x
p






 
  

 
   

a) Chứng minh rằng  f x  chia hết cho  x 1  nhưng không chia hết 

cho  
2

x 1  nếu và chỉ nếu p 3   mod4 . 

b) Chứng minh rằng nếu p 5    mod8  thì   f x  chia hết cho  
2

x 1  

nhưng không chia hết cho  
3

x 1 . 
Lời giải: 

a) Do  
p 1

i 1

i 1

if x x
p






 
  

 
  nên  

p 1

i 1

if 1 0
p





 
  

 
  (Với p là một số nguyên 

tố lẻ thì trong tập  S 1,2,...,p 1   có p 1
2
   số chính phương modp   

và   p 1
2
  số không chính phương  modp Bổ đề bài 5a). Suy ra  f x  

chia hết cho  x 1 . 
Ta có: 
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     

       

       

p 1 p 1 p 1

i 1 i 1 i 1
p 1

p 1 p 1 p 12

i 1 i 1 i 1

p 1 p 1p 1
2 2

i 1

i i if ' 1 i 1 i f 1 i
p p p

p i i ip i p i 1 p i
p p p

i1 pf 1 i 1 f ' 1
p

  

  


  

  

 



     
         

     

      
           

     

  
      

  

  

  



 

Nếu  p 1 mod4  thì theo trên ta có :      f ' 1 f ' 1 f ' 1 0     mà 

 f 1 0  nên  f x   chia hết cho  
2

x 1 . 

Nếu  p 3 mod4 , với chú ý  i 1 mod2  i 1,2,...,p 1
p

 
    

 
,ta có: 

 
 

   
p 1 p 1

i 1 i 1

p p 1if ' 1 i i 1 mod2 f ' 1 0
p 2

 

 

 
      

 
    

Mà  f 1 0  nên    f x x 1   nhưng  f x   
2

x 1 . 

Như vậy  f x  chia hết cho  x 1  nhưng không chia hết cho  
2

x 1  
nếu và chỉ nếu p 3   mod4 . 

 
b) Ta nhận thấy rằng :  

       

    

p 1 p 1
2

i 1 i 1

p 1 p 1 p 1 p 1
2 2

i 1 i 1 i 1 i 1

i if '' 1 i 1 i 2 i 3i 2
p p

i i i ii 3 i 2f 1 i 3 i  do f 1 0
p p p p

 

 

   

   

   
        

   

       
            

       

 

   
  

Giả sử rằng  p 5 mod8 . Khi đó theo câu a) ta có :    
2

f x x 1  và  

 
p 1

i 1

ii f ' 1 0
p





 
  

 
   

Suy ra      
p 1 p 1

p 1 2 22 22

i 1 i 1 i 1

i 2i 2i 1f '' 1 i 2i 2i 1
p p p

 


  

     
        

     
     

Mặt khác do  p 5 mod8  nên 2 1
p

 
  

 
, 1 1

p
 

 
 

 . Khi đó : 
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   

   

p 1 p 1 p 1 p 1
22 2 2 22 2 2

i 1 i 1 i 1 i 1
p 1 p 1
2 22

i 1 i 1

2i 2 i p 12i 4 i 4 i 4 i 4 4 mod8
p p p 8

2i 1 2i 12i 1 mod8
p p

   

   

 

 


                          


     
     
    

   

 

 

Hơn nữa do  f 1 0 nên ta có : 

p 1 p 1 p 1 p 3 p 3
2 2 2 2 2

i 1 i 1 i 1 i 1 i 1

p 1 p 1 p 1
3 3 2

i 1 i 1 i 1

p 12 i
22i 1 2i 2i p 1 2i 1

p p p p p p

p 2i 1 2i 1 2i 11 1
p p p

    

    

  

  

  
  

                                       
 
 

        
         

     

    

  

 

Suy ra : 
p 1
2

i 1

2i 1 0
p





 
 

 
 . 

Do đó :    
p 1 p 1
2 22

i 1 i 1

2i 1 2i 12i 1 0 mod8
p p

 

 

    
     

   
    

Như vậy        f '' 1 4 mod8 f '' 1 0 f x       
3

x 1  

Vậy nếu p 5    mod8  thì   f x  chia hết cho  
2

x 1  nhưng không 

chia hết cho  
3

x 1 . 
 

IV. Bài tập tự luyện 
Bài toán 1. Có tồn tại hay không một tam thức bậc hai  f x  với hệ 
số nguyên sao cho với mỗi số tự nhiên n, tất cả các  ước nguyên tố 
của  f n  đều có dạng 4k 3 . 

 
Bài  toán 2. Cho cặp số nguyên dương  m,n  thỏa mãn: 

 m n5 1 5 1    . Chứng minh rằng   gcd m,n 1 . 
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Bài toán 3. Cho n,a  là các số nguyên dương. 

Chứng minh rằng:  
n

2a 3 1  6a  n    lẻ và 
n3 1a |
4
 . 

 
Bài toán 4. Cho dãy  nx  được xác định bởi: 1x 7  và 

2
n 1 nx 2x 1 n 1


    . Chứng minh rằng 2003 không chia hết bất kỳ số 
hạng nào của dãy trên. 
 
Bài toán 5. Cho dãy số  i i 0

L



 được xác định như sau: 

0 1

n 2 n 1 n

L 2,L 1
L L L ,n 0,1,...

 

  


  
  

Chứng minh rằng với n 1  thì nL  là số chính phương khi và chỉ khi 
n 3 . 

 

Bài toán 6. Cho dãy số  n n 0
x




 được xác định bởi: 0

2
n 1 n

x 3
x 2x 1



 


 
 . 

chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương n, nếu p là một ước 
nguyên tố của nx  thì  n 2p 1 mod2    

 

Bài toán 7. Cho dãy số  n n 0
x




 được xác định bởi: 1

2
n 1 n

x 4
x x 2



 


 
 

Cho n 3  , n lẻ, chứng minh rằng n n
n 1x  2 1  2 1


    là số nguyên 
tố. 
 
Bài toán 8. Cho a,b là hai số nguyên dương nguyên tố cùng nhau và 
   n na , b  là dãy các số nguyên dương thỏa mãn: 

 
2n

n na b 2 a b 2   . Tìm tất cả các số nguyên tố p sao cho tồn tại 

số nguyên dương n p  thỏa mãn nb  chia hết cho p  
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